
Παράρτημα 2

Μετασχηματισμός Lorentz
Για κίνηση στον άξονα x (δηλαδή x1

) έχουμε (c = 1)

x ′0 =
x0 − vx1

√
1− v2

, x ′1 =
x1 − vx0

√
1− v2

, δηλαδή x ′ν = Λνµx
µ

όπου

Λ0
0 =

1√
1− v2

,Λ0
1 =

−v√
1− v2

,Λ1
1 =

1√
1− v2

,Λ1
0 =

−v√
1− v2

Χρησιμοποιώντας τα x0 = x0
και x1 = −x1

θα έχουμε

x ′0 =
x0 + vx1√

1− v2
, x ′1 =

−x1 − vx0√
1− v2

, δηλαδή x ′ν = Λνσxσ

όπου

Λ00 =
1√

1− v2
,Λ01 =

v√
1− v2

,Λ11 =
−1√

1− v2
,Λ10 =

−v√
1− v2

δηλαδή

Λ01 = −Λ10
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Χρησιμοποιώντας τον μετρικό τανυστή

x ′ν = Λνµx
µ = Λνµg

µσxσ = Λνσxσ

Θέλει προσοχή η σειρά των δεικτών ν, σ. Επίσης, μπορούμε να

γράψουμε (πολλαπλασιάζοντας την προηγούμενη σχέση επί gνρ)

gνρx
′ν = gνρΛνσxσ = Λ σ

ρ xσ

δηλαδή

x ′ρ = Λ σ
ρ xσ

Η διατηρούμενη ποσότητα είναι το ‘τετράγωνο’ του

τετραδιανύσματος

(x ′)2 = (x)2 → x ′µx ′µ = xνxν → x ′µx ′ρgρµ = xνxσgσν →

Λµµ′x
µ′Λρρ′x

ρ′gρµ = xνxσgσν

Τα x είναι βέβαια ανεξάρτητες παράμετροι. Οπότε,

εξισώνοντας δεξιά και αριστερά τους ίδιους όρους, δηλαδή

θέτοντας µ′ = ν και ρ′ = σ, θα έχουμε

ΛµνΛρσgρµ = gσν → ΛρσgρµΛµν = gσν → ΛTgΛ = g
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Αντίστροφος μετασχηματισμός

x ′ν = Λνσx
σ → gµνx

′ν = gµνΛνσx
σ → x ′µ = gµνΛνσx

σ →
Λµρx

′
µ = ΛµρgµνΛνσx

σ → Λµρx
′
µ = gρσx

σ = xρ

και όμοια xρ = Λ ρ
µ x ′µ. Συνοψίζοντας

x ′ν = Λνµx
µ, x ′ρ = Λ σ

ρ xσ, xρ = Λµρx
′
µ, x

ρ = Λ ρ
µ x ′µ

Τέλος

x ′ν = Λνµx
µ = ΛνµΛ µ

σ x ′σ → ΛνµΛ µ
σ = δνσ

Απειροστός μετασχηματισμός

Λµν = δµν + εµν

Από τη σχέση ΛρσgρµΛµν = gσν έχουμε

gσν = ΛρσgρµΛµν = (δρσ + ερσ)gρµ(δµν + εµν) =

= gσν + ερσgρµδ
µ
ν + δρσgρµε

µ
ν +O(ε2) =

= gσν + (ενσ + εσν) +O(ε2)

δηλαδή ενσ + εσν = 0.
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Ο πίνακας ενσ είναι αντισυμμετρικός, επομένως έχει 6

ανεξάρτητα στοιχεία: 3 στροφές και 3 κινήσεις. Για

παράδειγμα, στροφή γύρω απο τον άξονα z

x ′0 = x0, x ′3 = x3,
x ′1 = x1 + εx2,
x ′2 = −εx1 + x2

 , εµν =


0 0 0 0
0 0 ε 0
0 −ε 0 0
0 0 0 0


Ποιος είναι ο εµν

εµν = gµρ ε
ρ
ν = gµ1 ε

1
ν + gµ2 ε

2
ν

Τα διάφορα του μηδενός είναι ε1
2 = −ε2

1 = ε. Επομένως τα

μόνα διάφορα του μηδενός στοιχεία είναι −ε12 = ε21 = ε, δηλαδή

εµν =


0 0 0 0
0 0 −ε 0
0 ε 0 0
0 0 0 0


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Για κίνηση στον άξονα z (τώρα ε = v)

x ′1 = x1, x ′2 = x2,
x ′0 = x0 − εx3,
x ′3 = −εx0 + x3

 , εµν =


0 0 0 −ε
0 0 0 0
0 0 0 0
−ε 0 0 0


και όπως πριν

εµν =


0 0 0 −ε
0 0 0 0
0 0 0 0

+ε 0 0 0


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