
ΗΛΕΚΤΡΟΔΥΝΑΜΙΚΗ ΣΩΜΑΤΙΔΙΩΝ ΜΕ SPIN=1/2

Αλληλεπίδραση ηλεκτρονίου με ηλεκτρομαγνητικό πεδίο Aµ

Το ελεύθερο ηλεκτρόνιο υπακούει την εξίσωση Dirac
(∂/−m)ψ = 0 με ψ = u(p)e−ipx

. Η παρουσία του

ηλεκτρομαγνητικού πεδίου εισάγεται με την ‘‘ελάχιστη

αντικατάσταση’’ pµ → pµ − (−e)Aµ (θεωρώντας το φορτίο του

ηλεκτρονίου −e). Ξεκινώντας λοιπόν από την εξίσωση Dirac
(p/−m)ψ = 0, θα έχουμε

(p/+ eA/−m)ψ = 0⇒ (p/−m)ψ = −eA/ψ ⇒
(p/−m)ψ = γ0 (−eγ0A/)ψ ⇒ (p/−m)ψ = γ0V̂ψ

Η επιλογή του V̂

V̂ = −eγ0A/ = −eA0 + ea · A
είναι τέτοια για να έχουμε τον όρο −eA0

που εμφανίζεται στην

εξίσωση Schroedinger-Pauli

(E −m)ψ =

[
(p + eA)2

2m
+

e

2m
σ · B− eA0

]
ψ
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Οπότε

Tfi = −i
∫
ψ†f V̂ψi d

4x = −i
∫
ψ†f γ

0(−e)A/ψi d
4x

= −i
∫

(−e)ψ̄f γ
µψiAµ d

4x = −i
∫

jµAµ d
4x

με

jµ = −eψ̄f γ
µψi = −eū(pf )γµu(pi )e

−i(pi−pf )x

Υπενθυμίζουμε ότι για σωματίδια με spin=0 το αντίστοιχο

ρεύμα είναι

jµ = −e(pf + pi )
µe−i(pi−pf )x

Η κορυφή στην περίπτωση spin=1/2 είναι τώρα ένας πίνακας.
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Άσκηση 28 Δείξτε την παρακάτω σχέση (ανάπτυξη Gordon)

ūf γ
µui =

1

2m
ūf [(pi + pf )µ + iσµν(pf − pi )ν ] ui

Δηλαδή, ενώ το σωματίδιο με spin=0 αλληλεπιδρά με το

ηλεκτρομαγνητικό πεδίο με το φορτίο του (−e(pf + pi )
µ
), ενώ το

spin=1/2 δρα και με την μαγνητική ροπή του (−eσµν(pf − pi )ν).
Αυτή η έννοια φαίνεται καλύτερα όταν πάμε στο όριο των

μικρών ενεργειών όπου p/m << 1. Ας θεωρήσουμε Aµ 6= f (t).
Οπότε (χρησιμοποιούμε κεφαλαία I και F αντί των i f )

TFI = −i
∫

jµAµ d
4x = −i

∫
−eūFγ

µuIAµe
−i(pF−pI )x d4x

= −i
[∫

(−eūFγ
µuI )Aµe

−i(pF−pI )·x d3x

]
2πδ(EF − EI )

Χρησιμοποιώντας την ανάπτυξη Gordon, ο δεύτερος όρος της

ανάπτυξης του ūFγ
µuI δίνει ūF iσ

µνuI (pF − pI )νAµ. Γράφοντας

το u =

(
uA

uB

)
, όπου uA και uB είναι οι μεγάλες και οι μικρές
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συνιστώσες αντίστοιχα, ο όρος ūF iσ
µνuI γράφεται για τις τρεις

περιπτώσεις:

α) ν, µ = 1, 2, 3. ūF iσ
µνuI ⇒ (u†A u†B)Fγ

0iσij

(
uA

uB

)
I

.

Αλλά

iγ0σij = i

(
1 0
0 −1

)
i

2

[(
0 σi

−σi 0

)
,

(
0 σj

−σj 0

)]
=

= i

(
1 0
0 −1

)
i

2

(
−(σiσj − σjσi ) 0

0 −(σiσj − σjσi )

)
=

= i

(
1 0
0 −1

)
i

2
2

(
−iεijkσk 0

0 −iεijkσk

)
Άρα, θα εμφανιστούν όροι της μορφής ūAFσkuAI και ūBFσkuBI .

Ο δεύτερος όρος είναι κατά (p/m)2
μικρότερος από τον πρώτο.

Επομένως, θα μείνει ο όρος ūAF iσkuAI εijk (pF − pI )jAi
.
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β) µ = 0, ν = 1, 2, 3. Το γ0σ0j
είναι πίνακας με στοιχεία εκτός

διαγωνίου, άρα αναμιγνύει μεγάλες και μικρές συνιστώσες,

επομένως όλοι οι όροι είναι τάξης (p/m). Και τέλος

γ) µ = ν = 0, το σµν = 0
Επομένως, μαζεύοντας τους ‘‘μεγάλους’’ όρους μόνο, έχουμε

Tfi = −e2πδ(EF − EI )

∫
d3xe−i(pF−pI )·xūAF εijkσ

k (pF − pI )jAiuAI =

= −ie2πδ(EF − EI )

∫
d3x

(
∂je−i(pF−pI )·x

)
ūAF εijkσ

kAiuAI =

= ie2πδ(EF − EI )

∫
d3xe−i(pF−pI )·xūAF εijkσ

k
(
∂jAi

)
uAI =

= −ie2πδ(EF − EI )

∫
d3xe−i(pF−pI )·xūAF [σ ·∇× A] uAI

(όπου στην 3η γραμμή απορρίφθηκε το επιφανειακό

ολοκλήρωμα). Ο όρος μέσα στην αγκύλη δεν είναι τίποτα άλλο

παρά σ · B, με B = ∇× A το μαγνητικό πεδίο.

127/410



Σκέδαση Moeller(e−e− → e−e−)
Γνωρίζουμε ότι για το Tfi γράφουμε

Tfi = −i(2π)4δ(4)(pA + pB − pC − pD)M

Αλλά

Tfi = −i
∫

j (1)
µ

(
− 1

q2

)
jµ(2)(x) d4x =

− i (−eūCγµuA)

(
− 1

q2

)
(−eūDγ

µuB) (2π)4δ(4)(pA + pB − pC − pD)
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όπου q = pC − pA = pB − pD . Οπότε, το αναλλοίωτο πλάτοςM
είναι

−iM = (ieūCγµuA)
−igµν

q2
(ieūDγνuB)

όπως είχαμε ορίσει τις ‘‘κορυφές’’. Βέβαια, υπάρχει και το

διάγραμμα με διασταυρωμένα τα ηλεκτρόνια C και D και το

επιπλέον −, λόγω ανταλλαγής όμοιων φερμιονίων. Το συνολικό

πλάτος είναι λοιπόν

M = −e2 (ūCγµuA) (ūDγ
µuB)

(pA − pC )2
+ e2 (ūDγµuA) (ūCγ

µuB)

(pA − pD)2
(15)
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Για να πάμε στην ‘‘μη πολωμένη’’ ενεργό διατομή (δηλαδή σ΄

αυτήν που δεν διακρίνουμε το spin πριν και μετά την σκέδαση),

θα πρέπει να τετραγωνίσουμε το αναλλοίωτο πλάτος, να

πάρουμε μέσο όρο του spin των εισερχομένων και να αθροίσουμε

στα spin των εξερχομένων ηλεκτρονίων

1

(2sA + 1)(2sB + 1)

∑
spin

|M|2

Ας δούμε αυτήν την ‘‘πράξη’’ πρώτα στην περίπτωση χαμηλής

ενέργειας. Τότε τα εισερχόμενα ηλεκτρόνια είναι

u(s) =
√

2m

(
χ(s)

0

)
και ū(s) =

√
2m
(
χ†(s) 0

)
s = 1, 2

και παίρνουμε

ū(s)γµu(s′) =

{
2m µ = 0
0 µ 6= 0

}
δss′

μιας και

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, χ(s) =

(
δ1s

δ2s

)
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Βλέπουμε, λοιπόν, ότι για p/m << 1 το spin δεν αλλάζει. Αυτό

το περιμέναμε. Το ηλεκτρικό πεδίο δεν αλλάζει την προβολή του

spin. Το μαγνητικό πεδίο είναι υπεύθυνο γι΄ αυτό, και αυτό

εμφανίζεται σε μεγάλες ταχύτητες (ενέργειες).

Η Εξ.(15) δίνει

M(↑↑→↑↑) =M(↓↓→↓↓) = −e24m2

(
1

t
− 1

u

)
M(↑↓→↑↓) =M(↓↑→↓↑) = −e24m2 1

t

M(↑↓→↓↑) =M(↓↑→↑↓) = e24m2 1

u

και

|M|2 =
1

2

1

2
(4m2e2)22

((
1

t
− 1

u

)2

+
1

t2
+

1

u2

)
όπου t = (pA − pC )2

και u = (pA − pD)2
.
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Στο Κ.Μ. έχουμε (θ η γωνία μεταξύ pA και pC )

t = (pA − pC )2 = 2m2 − 2pµApCµ = 2m2 − 2(E 2 − p2 cos θ) =
2(m2 − E 2 + p2 cos θ) = −2p2(1− cos θ) = −4p2 sin2 θ/2 και

u = −2p2(1 + cos θ) = −4p2 cos2 θ/2, και η ενεργός διατομή

dσ

dΩ

∣∣∣∣
ΚΜ

=
1

64π2

1

s

pf

pi
|M|2 =

=
1

64π2

1

s

1

4
16m4e42

[(
1

sin2 θ/2
− 1

cos2 θ/2

)2

+
1

sin4 θ/2
+

1

cos4 θ/2

]
1

16p4
=

=
1

128π2

1

s
m4

[(
e2

4π

)2

(4π)2

]
2

p4[
1

sin4 θ/2
+

1

cos4 θ/2
− 1

sin2 θ/2 cos2 θ/2

]
=

=
1

4

α2

p4

m4

s

[
1

sin4 θ/2
+

1

cos4 θ/2
− 1

sin2 θ/2 cos2 θ/2

]
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όπου α = e2/(4π). Για p/m << 1, s ' 4m2
οπότε m4/s = m2/4.

Σκέδαση e−µ− → e−µ−

Ας πάμε πίσω στη σκέδαση e−µ− → e−µ− οπότε έχουμε μόνο

ένα διάγραμμα. Το αναλλοίωτο πλάτος γράφεται

M = −e2
[
ū(k ′)γµu(k)

] 1

q2

[
ū(p′)γµu(p)

]
με q = k − k ′. Γράφουμε

|M|2 =
e4

q4
Lµν(e)L

(µ)
µν

με

Lµν(e) = (1/2)
∑
spin e

[
ū(k ′)γµu(k)

] [
ū(k ′)γνu(k)

]∗
L(µ)
µν = (1/2)

∑
spin µ

[
ū(p′)γµu(p)

] [
ū(p′)γνu(p)

]∗
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Να υπολογίσουμε την δεύτερη αγκύλη του Lµν(e)[
ū(k ′)γνu(k)

]∗
=
[
ū(k ′)γνu(k)

]†
= u†(k)γν†ū†(k ′) =

= u†(k)γν†γ0†u(k ′) = u†(k)γ0γνu(k ′)

= ū(k)γνu(k ′)

Άρα, γράφοντας αναλυτικά τους δείκτες των πινάκων και των

spinors

Lµν(e) =
1

2

∑
s,s′

[
ū(s′)(k ′)αγ

µ
αβu

(s)(k)β

] [
ū(s)(k)δγ

ν
δεu

(s′)(k ′)ε
]

όπου βέβαια υπονοείται άθροιση στα α, β, δ και ε. Αλλά∑
s

u(s)(k)β ū
(s)(k)δ = (k/+ m)βδ και∑

s′

u(s′)(k ′)ε ū
(s′)(k ′)α = (k/′ + m)εα

Οπότε, γράφουμε

Lµν(e) =
1

2
(k/′+m)εαγ

µ
αβ(k/+m)βδγ

ν
δε =

1

2
Tr
[
(k/′ + m)γµ(k/+ m)γν

]
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Θεωρήματα ίχνών και πίνακες γ
Η βασική σχέση είναι η γµγν + γνγµ = 2gµν . Βασικά

θεωρήματα είναι τα ακόλουθα

TrI = 4

Tr [γµ] = 0

Tr [περιττός αριθμός πινάκων γ] = 0

Tr [γµγν ] = 4gµν οπότε Tr [a/b/] = 4a · b
για n άρτιος ακέραιος

Tr [a/1a/2...a/n] = (a1 · a2)Tr [a/3...a/n]− (a1 · a3)Tr [a/2a/4...a/n] + ...

+ (a1 · an)Tr [a/2a/3...a/n−1]

οπότε

Tr [a/1a/2a/3a/4] = 4[(a1·a2)(a3·a4)−(a1·a3)(a2·a4)+(a1·a4)(a2·a3)]

Tr [γ5] = 0

Tr [γ5a/b/] = 0

Tr [γ5a/b/c/d/] = 4iεµνρσaµbνcρdσ
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Άσκηση 29 Δείξτε τα παραπάνω θεωρήματα των ιχνών

Σκέδαση e−µ− → e−µ− και e+e− → µ+µ−

Ξαναγυρίζουμε στην σκέδαση e−µ− → e−µ− Είχαμε φτάσει στο

σημείο να γράψουμε το τετράγωνο του αναλλοίωτου πλάτους

|M|2 =
e4

q4
Lµν(e)L

(µ)
µν

όπου

Lµν(e) =
1

2
Tr
[
(k/′ + m)γµ(k/+ m)γν

]
και όμοια και για το

L(µ)µν =
1

2
Tr
[
(p/′ + m)γµ(p/+ m)γν

]
Από τις ιδιότητες των ιχνών των πινάκων παίρνουμε

Lµν(e) =
1

2
Tr
[
(k/′ + m)γµ(k/+ m)γν

]
=

1

2
Tr
[
k/′γµk/γν + m2γµγν

]
=

1

2
4
[
kµ′kν + kν′kµ − gµν(kk ′ −m2)

]
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και

L(µ)µν = 2
[
p′µpν + p′νpµ − gµν(pp′ −M2)

]
Οπότε

|M|2 =
e4

q4
Lµν(e)L(µ)µν =

=
8e4

q4

[
(k ′ · p′)(k · p) + (k ′ · p)(k · p′)

−m2p′ · p −M2k ′ · k + 2m2M2
]

(16)

Για την περίπτωση που E >> m,M παίρνουμε

|M|2 =
e4

(k − k ′)4

[
(k ′ · p′)(k · p) + (k ′ · p)(k · p′)

]
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Υπενθυμίζοντας ότι (συνεχίζουμε για E >> m,M)

s = (k + p)2 ' 2k · p = 2k ′ · p′

t = (k − k ′)2 ' −2k · k ′ = −2p · p′

u = (k − p′)2 ' −2k · p′ = −2k ′ · p

έχουμε τελικά

|M|2 = 2e4 s
2 + u2

t2
, για την e−µ− → e−µ−

Για το e−e+ → µ−µ+
, απλά χρειαζόμαστε την αντικατάσταση

s ↔ t

|M|2 = 2e4 t
2 + u2

s2
, για την e−e+ → µ−µ+
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Γνωρίζοντας ότι

dσ

dΩ

∣∣∣∣
ΚΜ

=
1

64π2s

pf

pi
|M|2

παίρνουμε, για την e−e+ → µ−µ+

dσ

dΩ

∣∣∣∣
ΚΜ

=
1

64π2s
2e4 t2 + u2

s2
=

1

64π2s
2e4 1

2
(1 + cos2 θ) =

=
α2

4s
(1 + cos2 θ), όπου α =

e2

4π

Για να βρούμε την συνολική ενεργό διατομή θα πρέπει να

ολοκληρώσουμε∫
dΩ(1 + cos2 θ) =

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θ(1 + cos2 θ)dθ = 2π

8

3
=

16

3
π

139/410



Οπότε παίρνουμε

σ(e−e+ → µ−µ+) =
4πα2

3s

Διατήρηση της ελικότητας σε μεγάλες ενέργειες

΄Εχουμε ήδη δει ότι για E >> m ισχύει

PLu =
1

2
(1− γ5)u ≡ uL με αρνητική ελικότητα λ = −1/2

PRu =
1

2
(1 + γ5)u ≡ uR με θετική ελικότητα λ = +1/2

Ας το δούμε αυτό καλύτερα πηγαίνοντας στην γνωστή μορφή

των λύσεων του Dirac για θετικές ενέργειες

u(1,2) =

(
χ(s)

σ·p
E+mχ

(s)

)
χ(1) =

(
1
0

)
και χ(2) =

(
0
1

)
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Άσκηση 28 Δείξτε την παρακάτω σχέση (ανάπτυξη Gordon)

ūf γ
µui =

1

2m
ūf [(pi + pf )µ + iσµν(pf − pi )ν ] ui

(Π)

Λύση

ūf [(pi + pf )µ + iσµν(pf − pi )ν ] ui =

ūf

[
(pi + pf )µ + i

i

2
(γµγν − γνγµ)(pf − pi )ν

]
ui =

ūf

[
(pi + pf )µ − 1

2
γµγνpfν −

1

2
γνγµpiν +

1

2
γµγνpiν +

1

2
γνγµpfν

]
ui =

ūf

[
(pi + pf )µ − 1

2
γµγνpfν −

1

2
γνγµpiν + mγµ

]
ui =

ūf

[
(pi + pf )µ − pµf +

1

2
γνγµpf ν − pµi +

1

2
γµγνpiν + mγµ

]
ui =

ūf 2mγµui = (2m)ūf γ
µui

όπου χρησιμοποιήσαμε την εξίσωση του Dirac: (p/i −m)ui = 0
και ūf (p/f −m) = 0 και ότι γµγν + γνγµ = 2gµν .
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