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Περιληψη

Η αριθµητική σχετικότητα είναι ο κλάδος της γενικής σχετικότητας που στόχο έχει την αριθµητική
επίλυση των εξισώσεων πεδίου του Einstein, για την υπολογιστική µελέτη χωϱόχϱονων που παρουσιά-
Ϲουν (αστρο)ϕυσικό ενδιαφέρον και των οποίων η µετϱική δεν υπολογίζεται µε αναλυτικές µεθόδους.
Για την επίτευξη του στόχου αυτού, απαιτείται ένας ϕορµαλισµός που αναδιατυπώνει τις εξισώσεις
Einstein ενός ϕυσικού συστήµατος ώστε να λάϐουν δυναµική µοϱϕή, ξεκινώντας από τη συναλλοίωτη
και υπολογιστικά µη-υλοποιήσιµη µοϱϕή που είναι γραµµένες. Σε πϱώτο στάδιο γίνεται αποσύϹευξη
του χρόνου από τον χώϱο, µέσω του "3+1" διαχωρισµού του τετραδιάστατου χωϱόχϱονου σε χωροει-
δείς τρισδιάστατες υπερεπιφάνειες και στις γραµµές του χρόνου. Μια τέτοια διαµέριση είναι πάντοτε
εϕικτή µε την παϱαδοχή ότι οι χωϱόχϱονοι που µελετώνται είναι καθολικά υπερβολικοί. Η γεωµετϱία
κάϑε υπερεπιφάνειας περιγράφεται από τη χωϱική µετϱική γαβ που επάγεται από τη Lorentzian
µετϱική του χωϱόχϱονου, και την εξωτερική καµπυλότητα Kαβ της, οι οποίες αποτελούν τις δυναµικές
µεταβλητές, ενώ το lapse α και οι συνιστώσες του shift vector βi αποτελούν συναρτήσεις ϐαθµίδας
που σχετίζονται µε την επιλογή συντεταγµένων (διαµέρισης) και καθορίζονται από µια (αυθαίρετη)
επιλογή ϐαθµίδας. Στα πλαίσια του 3+1 διαχωρισµού οι εξισώσεις Einstein µετασχηµατίζονται στις
ισοδύναµες εξισώσεις ADM-York ή 3+1 εξισώσεις, που απαρτίζονται από τις εξισώσεις των περιορισµών
(Χαµιλτονιανός - ορµής) οι οποίες δεν περιέχουν χϱονικές παραγώγους των δυναµικών µεταβλητών και
πϱέπει να ικανοποιούνται από αυτές ανά πάσα στιγµή, καθώς και τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης. Οι
εξισώσεις ADM-York είναι εξέχουσας σηµασίας καθότι παϱέχουν το πλαίσιο για τη διατύπωση και
επίλυση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών (Cauchy) για τις εξισώσεις Einstein. Τα αρχικά δεδοµένα
για το πϱόϐληµα Cauchy πϱέπει αϕενός να ικανοποιούν τις εξισώσεις των περιορισµών και αϕετέϱου
να αποτυπώνουν το υπό µελέτη (αστρο)ϕυσικό σύστηµα. Η κατασκευή τους γίνεται ϑεωρώντας µια
σύµµορφη αποδόµηση των δυναµικών µεταβλητών κατά York-Lichnerowicz και έπειτα εφαρµόζοντας
το λεγόµενο CTT decomposition, ή εναλλακτικά το CTS/XCTS decomposition. Γνωστά παραδείγ-
µατα αρχικών δεδοµένων για συστήµατα µελανών οπών χωϱίς αρχική οϱµή και στροφορµή είναι τα
αρχικά δεδοµένα Brill-Lindquist και Misner, ενώ για µελανές οπές µε οϱµή και στροφορµή τα αρ-
χικά δεδοµένα Bowen-York. Οι εξισώσεις ADM-York χρησιµοποιήθηκαν µέχϱι τα µέσα της δεκαετίας
του 1990 παϱότι παϱουσίαϹαν µεγάλη αριθµητική αστάθεια, η οποία αποδίδεται στο γεγονός ότι το
σύστηµα των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης είναι ασθενώς υπερβολικό και µη-καλά τοποθετηµένο. Οι
Baumgarte, Shapiro, Shibata και Nakamura µε τον οµώνυµο BSSN ϕορµαλισµό τροποποίησαν τις
αρχικές εξισώσεις ADM-York εισάγοντας τις ϐοηθητικές δυναµικές µεταβλητές "Gammas" ώστε να
πϱοκύψει ένα ισχυϱά υπερβολικό και άϱα καλά τοποθετηµένο σύστηµα εξισώσεων, το οποίο να είναι
υπολογιστικά ευσταθές. Ο BSSN ϕορµαλισµός και οι διάφορες παραλλαγές του αποτελούν σήµεϱα
το καθιερωµένο σύστηµα εξισώσεων στην αριθµητική σχετικότητα για την προσοµοίωση κάϑε είδους
χωϱόχϱονου.
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Abstract

Numerical relativity is the branch of general relativity that aims to solve Einstein’s field equations
numerically on the computer, in order to study spacetimes of (astro)physical interest for which
the exact metric cannot be obtained analytically. To achieve this goal, a dynamical reformulation
of Einstein’s equations must be employed given that, in their original covariant form, the equa-
tions cannot be solved numerically. Time and space must therefore be treated distinctly, which is
achieved through the 3+1 decomposition of four-dimensional spacetime into a family of spacelike
three-dimensional hypersurfaces, each labeled by a global time function and threaded by a con-
gruence of time lines. Such a foliation can always be performed for globally hyperbolic spacetimes.
The geometry of each hypersurface is described by its spatial metric γαβ induced by the Lorentzian
spacetime metric, and its extrinsic curvature Kαβ; these constitute the dynamical variables. In
contrast, the lapse function α and the components of the shift vector βi are gauge functions associ-
ated with our choice of coordinates (how our spacetime is foliated) and are determined arbitrarily by
imposing gauge conditions. Within the framework of the 3+1 decomposition, Einstein’s equations
are recast into the ADM-York or 3+1 equations. This system of equations consists of the constraints
(the Hamiltonian and momentum constraints), which do not contain time derivatives of the dynam-
ical variables and must be satisfied at all times, as well as the evolution equations. The ADM-York
equations play an important role in formulating and subsequently solving an initial value (Cauchy)
problem for Einstein’s equations. When constructing initial data for the Cauchy problem, one must
solve the constraint equations whilst ensuring that the data obtained represent a snapshot of the
physical system under consideration. The York-Lichnerowicz decomposition is used to separate
the degrees of freedom that can be determined by the constraints; the dynamical variables are
further decomposed by applying the CTT decomposition or its alternatives, namely the CTS/XCTS
decompositions. For multiple black holes in a moment of time symmetry, commonly used initial
data are provided by the Brill-Lindquist and Misner solutions, while for multiple boosted and/or
spinning black holes the Bowen-York solution is employed. The ADM-York equations were imple-
mented in 3+1 simulations up until the mid-1990s, although they exhibited significant numerical
instabilities. These instabilities can be traced to the fact that the ADM-York evolution equations are
only weakly hyperbolic and thus ill-posed. Baumgarte, Shapiro, Shibata, and Nakamura modified
the original ADM-York equations by introducing auxiliary dynamical "Gamma" variables resulting
in the so-called BSSN formalism which is a strongly hyperbolic, and hence well-posed, system of
equations. Nowadays, the BSSN system and its variants are considered the de facto standard in
the field of numerical relativity, for the simulation of all types of spacetimes.
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1 Πϱόλογος

1

Πϱόλογος

Η παϱούσα διπλωµατική εργασία αποτελεί µια εισαγωγή στην αριθµητική γενική σχετικότητα (ή απλά
αριθµητική σχετικότητα - numerical relativity) η οποία αποσκοπεί στην επίλυση των εξισώσεων πεδίου
του Einstein µέσω υπολογιστικών µεϑόδων. Η αριθµητική σχετικότητα είναι ένα εξαιρετικά ενεργό ερε-
υνητικό πεδίο καθότι οι υπολογιστικές προσοµοιώσεις καθοδηγούν τους πειραµατικούς ϕυσικούς και
αστρονόµους (π.χ. στο LIGO ή Virgo) στη µελέτη και ανίχνευση των ϐαρυτικών κυµάτων, ιδιαίτερα
αυτών που εκπέµπονται από τη συγχώνευση µελανών οπών. Επιπλέον παϱέχει αριθµητικές λύσεις
για τη γεωµετϱία (τη µετϱική) σύνθετων χωϱόχϱονων στους οποίους λαµβάνουν χώϱα ενδιαφέροντα
αστροφυσικά ϕαινόµενα (π.χ. κοσµικός πληθωρισµός στο πϱώιµο σύµπαν, black hole binaries -
mergers, καταρρέοντα άστρα κτλ.), ειδικά όταν η εύϱεση αναλυτικών λύσεων είναι αδύνατη, κάτι που
συµβαίνει σχεδόν πάντοτε στη γενική σχετικότητα λόγω της µη-γϱαµµικότητας και πολυπλοκότητας
των εξισώσεων Einstein.

Η ανάγκη χϱήσης υπολογιστικών-αϱιϑµητικών µεϑόδων για την εύϱεση λύσεων στις εξισώσεις πεδίου
του Einstein αναγνωρίστηκε ήδη από τις αρχές της δεκαετίας του 1950 από τους J. Wheeler και J.
von Neumann. Λίγα χρόνια αϱγότεϱα, τον Ιανουάϱιο του 1957 στο συνέδριο GR1 µε ϑέµα "Role
of Gravitation in Physics" στο πανεπιστήµιο της North Carolina, Chapel Hill, οι Β. DeWitt και C.
W. Misner πϱότειναν επίσηµα τη χϱήση υπολογιστών για την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων του
Einstein. Ο Misner συνόψισε τη συϹήτηση που πραγµατοποιήθηκε σε µια συνεδρίαση ως εξής:

"First we assume that you have a computing machine better than anything we have now, and
many programmers and a lot of money, and you want to look at a nice pretty solution of the Einstein
equations. The computer wants to know from you what are the values of gµν and ∂gµν/∂t at some
initial surface, say at t = 0. Now, if you don’t watch out when you specify these initial conditions,
then either the programmer will shoot himself or the machine will blow up. In order to avoid this
calamity you must make sure that the initial conditions which you prescribe are in accord with certain
differential equations in their dependence on x, y, z at the initial time. These are what are called the
‘constraints’ ".

Με την πάϱοδο των χϱόνων αποδείχϑηκε ότι στην πϱάξη το εγχείϱηµα της αριθµητικής επίλυσης των
εξισώσεων του Einstein είναι ακόµη πιο περίπλοκο από τις αρχικές ανησυχίες που εξέϕϱασε ο Mis-
ner. Προκειµένου να διαφανούν οι προκλήσεις αλλά και οι δυνατότητες που διαθέτει η αριθµητική
σχετικότητα, ένα µεγάλο µέϱος της εργασίας αυτής επικεντρώνεται στη ϑεµελίωση της αριθµητικής
σχετικότητας µε απαϱχή τον 3+1 διαχωρισµό του χωϱόχϱονου. Ο διαχωρισµός του χωϱόχϱονου σε
χώϱο και χϱόνο οδήγησε στις πϱώτες υπολογιστικά υλοποιήσιµες εξισώσεις οι οποίες εξελίχθηκαν στα-
διακά στον σύγχϱονο BSSN ϕορµαλισµό. Ο ϕορµαλισµός BSSN είναι ο κατ’ εξοχήν πιο ϐελτιωµένος
και διαδεδοµένος ϕορµαλισµός που χρησιµοποιείται σήµεϱα στις υπολογιστικές προσοµοιώσεις µιας
πληθώρας διαφορετικών χωϱόχϱονων, οι οποίοι είτε περιέχουν ύλη-ενέϱγεια είτε όχι. Οϕείλει το όνοµά
του στους Baumagrte, Shapiro, Shibata και Nakamura και αναπτύχθηκε σχετικά πρόσφατα, στα τέλη
της δεκαετίας του 1990. Αποτελεί ουσιαστικά µια τϱοποποίηση του αρχικού ADM ϕορµαλισµού η
οποία εξασφαλίζει ϐελτιωµένη αριθµητική ευστάθεια. Κώδικες που υλοποιούν τον BSSN ϕορµαλισµό
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1 Πϱόλογος

αξιοποιούνται κατά κόϱον από ερευνητικές οµάδες που ασχολούνται µε τη ϐαϱύτητα, την κοσµολογία,
τη σχετικιστική αστροφυσική και τη σχετικιστική µαγνητοϋδροδυναµική και µάλιστα διατίθενται ελεύ-
ϑερα στο διαδίκτυο (ϐλ. Einstein Toolkit και IllinoisGRMHD του Illinois Numerical Relativity Group).
Απώτερος στόχος της εργασίας αυτής είναι η επεξήγησή του, αϕού πϱώτα συϹητηϑούν οι αρχές της
αριθµητικής σχετικότητας µε έµφαση στην εξαγωγή των εξισώσεων ADM-York γνωστών και ως 3+1
εξισώσεων. Οι εξισώσεις ADM-York ήταν ουσιαστικά οι πϱώτες που οδήγησαν στη διατύπωση των
εξισώσεων Einstein υπό τη µοϱϕή ενός υπολογιστικά υλοποιήσιµου προβλήµατος αρχικών τιµών -
προβλήµατος Cauchy (το οποίο όπως ϑα δούµε ήταν µη-καλά τοποθετηµένο, πϱάγµα που οδήγησε
στην αναδιαµόρφωσή του κατά BSSN και όχι µόνο).

Ειδικότεϱα, η διπλωµατική εργασία ακολουθεί την εξής δοµή: στο κεφάλαιο 2 γίνεται µια λεπτοµερής
εισαγωγή στις αρχές της γενικής σχετικότητας, όπου παρουσιάζονται ϐασικές έννοιες της διαφορικής
γεωµετϱίας και αναλύεται η δοµή του χωροχρόνου. Στόχος του κεφαλαίου είναι να ϑεµελιώσει όλα
τα ϕυσικά µεγέϑη, τους (διαφορικούς) τελεστές, τις εξισώσεις και τις συµβάσεις που χρησιµοποιούνται
στη γενική σχετικότητα, καθότι αποτελούν ϐάση για τη µελέτη της αριθµητικής σχετικότητας η οποία
ακολουθεί στα επόµενα κεφάλαια. Στο κεφάλαιο 3 επεξηγείται o 3+1 διαµερισµός του χωϱόχϱονου
σε τρισδιάστατες χωροειδείς υπερεπιφάνειες (Cauchy) και στις γραµµές του χρόνου, που αποτελεί το
πϱώτο ϐήµα για τη δυναµική αναδιατύπωση των εξισώσεων Einstein. Αυτό το κεφάλαιο ασχολείται
κυϱίως µε τη γεωµετϱία των χωροειδών επιφανειών, ορίζοντας τα µεγέϑη που απαιτούνται για την
περιγραφή της εσωτεϱικής και εξωτερικής γεωµετϱίας τους και συσχετίζοντας τα µεγέϑη αυτά µε τις
τις πϱοϐολές του τετραδιάστατου τανυστή Riemann. Στο κεφάλαιο 4 οι γεωµετϱικές σχέσεις που
εξήχθησαν στο κεφάλαιο 3, σε συνδυασµό µε τις εξισώσεις πεδίου του Einstein, οδηγούν στις περίφη-
µες 3+1 εξισώσεις ή εξισώσεις ADM-York οι οποίες είναι ισοδύναµες µε τις εξισώσεις Einstein αλλά
είναι γραµµένες στη γλώσσα του 3+1 ϕορµαλισµού. Οι 3+1 εξισώσεις µελετώνται από τη σκοπιά ενός
προβλήµατος αρχικών τιµών (πϱόϐληµα Cauchy) υπό περιορισµούς (constraints), οι οποίοι αποτελούν
ολοκληϱωτικές συνθήκες για την ενσωµάτωση των υπερεπιφανειών στον περιβάλλοντα χωϱόχϱονο. Το
κεφάλαιο 5 πραγµατεύεται την επίλυση των περιορισµών αυτών για την κατασκευή ενός κατάλληλου
συνόλου αρχικών δεδοµένων, αναλόγως του αστροφυσικού συστήµατος που µελετάται. Για τον σκοπό
αυτό εισάγεται ένας σύµµορφος µετασχηµατισµός της χωϱικής µετϱικής και µια αντίστοιχη σύµ-
µορφη αποδόµηση των υπόλοιπων δυναµικών µεγεθών. Στη συνέχεια οι εξισώσεις των περιορισµών
γράφονται µε σύµµορφους όϱους και επιλύονται για χωϱόχϱονους που περιέχουν συστήµατα µελανών
οπών. Η µελέτη των εξισώσεων της αριθµητικής σχετικότητας ολοκληρώνεται στο κεφάλαιο 6, όπου
παρουσιάζεται το σύστηµα εξισώσεων BSSN που είναι σήµεϱα το πιο διαδεδοµένο στις προσοµοιώ-
σεις. Πραγµατοποιείται µια σύντοµη εισαγωγή σε έννοιες των µετϱικών διαφορικών εξισώσεων όπως
η υπερβολικότητα και η καλή τοποθέτηση ενός συστήµατος µεϱικών διαφορικών εξισώσεων, ώστε να
αιτιολογηθεί η αριθµητική αστάθεια των 3+1 εξισώσεων η οποία αποδίδεται εν τέλει στην ασθενή υπ-
ερβολικότητα των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης. Εντοπίζονται οι ανεπιθύµητοι όϱοι που καθιστούν το
σύστηµα ασθενώς υπερβολικό και έπειτα επεξηγείται η διαδικασία που ακολουθείται στον BSSN ϕορ-
µαλισµό ώστε να απορροφηθούν οι όϱοι αυτοί σε νέες δυναµικές µεταβλητές (gammas), οδηγώντας σε
ένα ισχυϱά υπερβολικό και άϱα αριθµητικά ευσταθές σύστηµα, ικανό να προσοµοιώσει παντός είδους
χωϱόχϱονους.
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2

Στοιχεία Γενικής Σχετικότητας

2.1 Πολλαπλότητες - Manifolds

Η γενική σχετικότητα στηϱίϹεται πάνω σε ϐασικές ιδέες της διαϕοϱικής γεωµετϱίας. Στα πλαίσια της
ϑεωϱίας αυτής ο χωϱόχϱονος, ο οποίος είναι εν γένει καµπυλωµένος, αντιµετωπίϹεται ως µια 4-διάστατη
Lorentzian διαϕοϱίσιµη πολλαπλότητα (differentiable manifold). Πϱοκειµένου να επεξηγήσουµε αυτή
τη γεωµετϱική δοµή, χϱειάϹεται να διατυπώσουµε οϱισµένες χϱήσιµες µαϑηµατικές έννοιες.

Οϱισµός 2.1: Οµοιοµοϱϕισµός (homeomorphism)

΄Εστω M , N δύο τοπολογικοί χώϱοι και φ : M → N µια συνάϱτηση. Η συνάϱτηση φ λέγεται
οµοιοµοϱϕισµός αν ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες:

1. φ είναι 1− 1 και επί (αντιστϱέψιµη)

2. φ είναι συνεχής

3. φ−1 : N →M είναι συνεχής

Αν υπάϱχει οµοιοµοϱϕισµός φ : M → N τότε οι χώϱοι M και N λέγονται οµοιοµοϱϕικοί ή
τοπολογικά ισοδύναµοι και αυτό συµϐολίϹεται γϱάϕοντας M ∼= N .

Χϱησιµοποιώντας οµοιοµοϱϕισµούς, µποϱούµε να οϱίσουµε χάϱτες σε έναν τοπολογικό χώϱο M οι
οποίοι καϑιστούν τις γειτονιές γύϱω από σηµεία του M οµοιοµοϱϕικές µε τον Ευκλείδειο χώϱο Rn.
ΑπεικονίϹουν δηλαδή µε µοναδικό τϱόπο σηµεία του M σε σηµεία του Rn τα οποία, κατά τα γνωστά,
ταυτοποιούνται χϱησιµοποιώντας συντεταγµένες. Οι συντεταγµένες αυτές, λόγω του οµοιοµοϱϕισµού,
"κληϱονοµούνται" και από το αϱχικό σηµείο του M , οϱίϹοντας ένα τοπικό σύστηµα συντεταγµένων.

Οϱισµός 2.2: Χάϱτης (chart), Σύστηµα συντεταγµένων, Συντεταγµένες

΄Εστω M ένας τοπολογικός χώϱος. Ονοµάζουµε n-διάστατο χάϱτη (chart) του M το Ϲεύγος (U,φ)
όπου U ⊆ M ανοικτό υποσύνολο του M και φ οµοιοµορφισµός µε φ : U → φ(U) ⊆ Rn όπου
φ(U) ανοικτό υποσύνολο του Rn. Ισχύει δηλαδή U ∼= φ(U).

Ο οµοιοµορφισµός φ οϱίϹει ένα (τοπικό) σύστηµα συντεταγµένων στο U ⊆ M . Αν p ∈ U τότε
φ(p) = (x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) ≡ xµ(p) µε τις πραγµατικές συναρτήσεις x1, x2, . . . , xn να λέ-
γονται (τοπικές) συντεταγµένες του σηµείου p στον χάϱτη (U,φ).
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2.1. Πολλαπλότητες - Manifolds

Σχήµα 2.1.1: Χάϱτης (U,φ) όπου U ⊆ M ανοιχτό υποσύνολο του χώϱου M και φ ένας οµοιοµοϱϕισµός µε
φ : U → φ(U) ⊆ Rn. Το σηµείο p ∈ U απεικονίϹεται στο οµοιοµοϱϕικό του φ(p) ∈ φ(U) και ταυτοποιείται µε τις
συντεταγµένες φ(p) = (x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) ≡ xµ(p).

Πϱοκειµένου να πεϱιγϱάψουµε όλα τα σηµεία του τοπολογικού χώϱου χϱησιµοποιώντας ένα σύστηµα
συντεταγµένων, επεκτείνουµε την έννοια του χάϱτη σε µια συλλογή χαϱτών η οποία αποτελείται από
ανοιχτά υποσύνολα {Ua} (µαϹί µε τους αντίστοιχους οµοιοµοϱϕισµούς {φa}) που καλύπτουν όλη
την έκταση του τοπολογικού χώϱου. Οι χάϱτες αυτοί αλληλοεπικαλύπτονται, οπότε το ίδιο σηµείο
του M µποϱεί να πεϱιγϱάϕεται από διαϕοϱετικές συντεταγµένες που πϱοέκυψαν από διαϕοϱετικούς
οµοιοµοϱϕισµούς. H επιλογή χάϱτη ισοδυναµεί µε επιλογή συστήµατος συντεταγµένων και είναι
δυνατό να µεταϕεϱϑούµε από ένα σύστηµα συντεταγµένων σε άλλο µέσω των απεικονίσεων µετάϐασης.
Αυτές δεν είναι τίποτα άλλο παϱά µετασχηµατισµοί συντεταγµένων (οι οποίοι αναπαϱίστανται από
έναν Ιακωϐιανό πίνακα) που συσχετίϹουν τις συντεταγµένες σηµείων που ανήκουν στην τοµή δύο
υποσυνόλων του M .

Οϱισµός 2.3: ΄Ατλαντας (atlas), Απεικόνιση µετάϐασης (transition map)

΄Εστω M ένας τοπολογικός χώϱος και A ένα σύνολο δεικτών. Η συλλογή από n-διάστατους χάϱτες
του M :

S = {(Ua, φa), a ∈ A}

ϑα ονοµάϹεται Cr άτλαντας στον M αν ικανοποιεί τις ιδιότητες:

1. ∪aUa =M δηλαδή τα υποσύνολα Ua ⊆M καλύπτουν τον M

2. Αν Ua ∩ Uβ ̸= ∅ τότε φβ ◦ φ−1
a είναι Cr διαφορίσιµες συναρτήσεις µε Cr διαφορίσιµο αν-

τίστροφο για κάϑε a, β ∈ A. (όπου Cr η οικογένεια των συναϱτήσεων µε συνεχείς παραγώ-
γους µέχϱι και r τάξης).
Σε αυτή την πεϱίπτωση λέµε ότι οι χάϱτες (Ua, φa) και (Uβ, φβ) είναι Cr συµβατοί.

Οι οµοιοµορφισµοί φβ ◦ φ−1
a : φa(Ua ∩ Uβ) → φβ(Ua ∩ Uβ) λέγονται απεικονίσεις µετάϐασης

(transition maps) ή µετασχηµατισµοί συντεταγµένων (coordinate transformations).

Αν οι φβ ◦ φ−1
a είναι απείϱως διαφορίσιµες, δηλαδή C∞, τότε ο S είναι C∞ άτλαντας ή αλλιώς

διαφορίσιµος/λείος άτλαντας (smooth atlas) του M . Ισχύει ότι κάϑε λείος άτλαντας περιέχεται
σε έναν µοναδικό µεγιστικό λείο άτλαντα, όπου µε τον όϱο µεγιστικός εννοούµε ότι ο άτλαντας
αυτός περιέχει κάϑε χάϱτη της M που είναι διαφορικά (C∞) συµβατός µε τον αρχικό.
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Σχήµα 2.1.2: Απεικονίσεις µετάϐασης φβ ◦ φ−1
α και φa ◦ φ−1

β µε πεδία οϱισµού φa(Ua ∩ Uβ) και φβ(Ua ∩ Uβ)
αντίστοιχα. Παϱιστάνουν τον µετασχηµατισµό συντεταγµένων ενός σηµείου p ∈ Ua ∩ Uβ. Η πϱώτη απεικόνιση
αντιστοιχεί στον µετασχηµατισµό xµ → x̃ν = x̃ν(xµ) και η δεύτεϱη στον αντίστϱοϕο x̃ν → xµ = xµ(x̃ν).

Οϱισµός 2.4: ∆ιαϕοϱίσιµη Πολλαπλότητα (Differentiable manifold)

Μια n-διάστατη, διαϕοϱίσιµη (C∞), πϱαγµατική πολλαπλότητα M οϱίϹεται ως ο τοπολογικός
χώϱος ο οποίος:

1. Είναι Hausdorff, δηλαδή διακϱιτά σηµεία του M ανήκουν σε ξένες µεταξύ τους γειτονιές:
∀ p1, p2 ∈ M, p1 ̸= p2 υπάϱχουν ανοιχτά υποσύνολα του M , τα U ∋ p1 και V ∋ p2, τέτοια
ώστε U ∩ V = ∅

2. Είναι δεύτεϱος αϱιϑµήσιµος (second countable), έχει δηλαδή αϱιϑµήσιµη τοπολογική
ϐάση

3. Επιδέχεται µεγιστικό διαϕοϱίσιµο (C∞) άτλαντα (επιδέχεται δηλαδή διαϕοϱική δοµή)

Οι δύο πϱώτες ιδιότητες του ορισµού (2.4) είναι περισσότερο τεχνικές, ώστε να αποφύγουµε ιδιάζουσες
τοπολογίες. Η τελευταία ιδιότητα είναι και η πιο σηµαντική διότι κάνει την n-διάστατη διαφορίσιµη
πολλαπλότητα M να µοιάϹει τοπικά µε τον Rn, παϱόλο που σε µεγαλύτεϱη κλίµακα η M µποϱεί
να έχει πολύ πιο πολύπλοκη τοπολογία. Το γεγονός αυτό σε συνδυασµό µε τη διαφορική δοµή της
πολλαπλότητας επιτϱέπει να ορίσουµε στην M γεωµετϱικά αντικείµενα όπως διανύσµατα, 1-forms και
τανυστές.

ΣυνοψίϹοντας, οι σηµαντικές ιδιότητες που έχει µια διαφορίσιµη πολλαπλότητα είναι:

(A) Κάϑε σηµείο p ∈M ανήκει σε ένα τουλάχιστον ανοιχτό υποσύνολο Ua ⊆M το οποίο απεικονίζε-
ται µέσω του οµοιοµορφισµού φα σε ένα ανοιχτό υποσύνολο φα(Uα) ⊆ Rn.
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(B) Αν δύο υποσύνολα δεν είναι ξένα Ua∩Uβ ̸= ∅, η απεικόνιση µετάϐασης φβ ◦φ−1
α : φa(Ua∩Uβ) →

φβ(Ua ∩ Uβ) παϱιστάνει µια διαϕοϱίσιµη (C∞) συνάϱτηση που συνδέει τα σηµεία του συνόλου
φa(Ua ∩ Uβ) ⊆ φa(Ua) ⊆ Rn µε τα σηµεία του φβ(Ua ∩ Uβ) ⊆ φβ(Uβ) ⊆ Rn

΄Ενα εγγενές λοιπόν κοµµάτι της γενικής σχετικότητας είναι η ελευθερία στην επιλογή συντεταγ-
µένων (coordinate freedom) που απορρέει από το γεγονός ότι τα σηµεία της διαφορίσιµης πολ-
λαπλότητας ανήκουν σε περισσότερους από έναν χάϱτες.

2.2 ∆ιανύσµατα - Vectors

Τα διανύσµατα είναι γεωµετϱικά αντικείµενα που οϱίϹονται πάντα σε ένα συγκεκϱιµένο σηµείο p µιας
n-διάστατης διαϕοϱίσιµης πολλαπλότητας M . Ζουν στον λεγόµενο εϕαπτόµενο χώϱο (tangent space)
της M στο σηµείο p ο οποίος έχει επίσης διάσταση n και συµϐολίϹεται TpM . Οι εϕαπτόµενοι χώϱοι
TpM και TqM δύο διαϕοϱετικών σηµείων p ̸= q της M είναι διαϕοϱετικοί διανυσµατικοί χώϱοι οπότε
δεν υπάϱχει ϕυσικός τϱόπος µε τον οποίο να συγκϱίνουµε διανύσµατα που ϐϱίσκονται σε διαϕοϱετικά
σηµεία. Η συλλογή όλων των εϕαπτόµενων χώϱων όλων των σηµείων της πολλαπλότητας M ονοµάϹεται
εϕαπτόµενη δέσµη (tangent bundle) µε σύµϐολο TM .

Σχήµα 2.2.1: (a) Εϕαπτόµενο διάνυσµα Vp στην καµπύλη γ στο σηµείο της p. Το Vp ανήκει στον εϕαπτόµενο
χώϱο TpM . (b) Οι εϕαπτόµενοι χώϱοι TpM και TqM σε δύο διαϕοϱετικά σηµεία p ̸= q της πολλαπλότητας είναι
διαϕοϱετικοί άϱα δεν υπάϱχει νόηµα στο να οϱίσουµε πϱάξεις ανάµεσα στα αντίστοιχα διανύσµατα Vp και Wq.

Οϱισµός 2.5: ∆ιάνυσµα (vector)

∆ιάνυσµα (vector) είναι ένας τελεστής ο οποίος όταν δϱάσει σε κάποια λεία ϐαϑµωτή συνάϱτηση
f :M → R, µε f ∈ C∞(M) ≡ F (M) , δίνει την παϱάγωγό της κατά µήκος µιας λείας καµπύλης
γ : I ⊂ R → M σε ένα σηµείο p πάνω στην καµπύλη. Αν η καµπύλη παϱαµετϱοποιείται από τη
µεταϐλητή t ∈ I µε γ(t) ⊂M και p = γ(0), τότε το διάνυσµα Vp οϱίϹεται:

Vp : C
∞(M) → R µε Vp(f) =

d

dt
[(f ◦ γ)(t)]

∣∣∣
p
=

d

dt
[f(γ(t))]

∣∣∣
t=0

(2.2.1)

Η σύνϑεση f ◦ γ : I → R είναι ο πεϱιοϱισµός της συνάϱτησης f πάνω στην καµπύλη γ.

Το Vp λέγεται εϕαπτόµενο διάνυσµα στην καµπύλη γ στο σηµείο p. Εξ’ οϱισµού το Vp είναι µια
"παϱαγώγιση" (derivative), διαϑέτει δηλαδή τις εξής δύο ιδιότητες:

1. Γϱαµµικότητα (Linearity): Vp(af + bg) = aVp(f) + bVp(g) µε f, g ∈ F (M) και a, b = const

2. Κανόνας Leibniz (Leibnizarity): Vp(fg) = Vp(f)g(p) + f(p)Vp(g)
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Σχήµα 2.2.2: Λεία καµπύλη γ : I ⊂ R → M µε παϱάµετϱο t και λεία πϱαγµατική συνάϱτηση f : M → R. Η
σύνϑεση (f ◦ γ)(t) δίνει τις τιµές της f κατά µήκος της γ και η παϱάγωγός της ως πϱος t υπολογισµένη στο σηµείο
p = γ(0) αναπαϱίσταται από το διάνυσµα Vp(f).

Σε ένα σύστηµα συντεταγµένων (x1, x2, . . . , xn) που καϑοϱίϹεται από έναν οµοιοµοϱϕισµό φ, µποϱούµε
να πεϱιγϱάψουµε την καµπύλη γ µέσω παϱαµετϱικών εξισώσεων, δηλαδή µιας n-άδας συντεταγµένων
όπου κάϑε µία είναι συνάϱτηση της παϱαµέτϱου t:

(φ ◦ γ)(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) ≡ xµ(t) (2.2.2)

Σχήµα 2.2.3: Μέσω του οµοιοµοϱϕισµού φ η λεία καµπύλη γ : I → M αναπαϱίσταται από τις παϱαµετϱικές
εξισώσεις των συντεταγµένων (φ ◦ γ)(t) ≡ xµ(t).

Επίσης µποϱούµε να εκϕϱάσουµε την f ως συνάϱτηση των συντεταγµένων, µε πεδίο οϱισµού στον Rn:

(f ◦ φ−1)(xν) ≡ f(xν) (2.2.3)

Σχήµα 2.2.4: Μέσω του οµοιοµοϱϕισµού φ η συνάϱτηση f :M → R γϱάϕεται ως συνάϱτηση των συντεταγµένων
(f ◦ φ−1)(xν) ≡ f(xν).
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Εποµένως γϱάϕουµε:

Vp(f) =
d

dt
[(f ◦ γ)(t)]

∣∣∣
t=0

=
d

dt
[(f ◦ φ−1︸ ︷︷ ︸

f(xν)

◦φ ◦ γ︸ ︷︷ ︸
xµ(t)

)(t)]
∣∣∣
t=0

=
∂f(xν)

∂xµ

∣∣∣
xν(0)

dxµ(t)

dt

∣∣∣
t=0

(2.2.4)

όπου χϱησιµοποιήσαµε τον κανόνα παϱαγώγισης σύνϑετων συναϱτήσεων, υπονοώντας ότι ισχύει η
σύµϐαση Einstein που πϱονοεί άϑϱοιση των άνω και κάτω επαναλαµϐανόµενων δεικτών. Η πιο πάνω
σχέση ισχύει για κάϑε αυϑαίϱετη συνάϱτηση f οπότε µποϱούµε να γϱάψουµε:

Vp =
dxµ

dt

∂

∂xµ

∣∣∣
p
=

d

dt

∣∣∣
p

(2.2.5)

όπου
d

dt
=
dxµ

dt

∂

∂µ
(2.2.6)

είναι ο τελεστής κατευθυνόµενης παϱαγώγισης (directional derivative operator) κατά µήκος της γ(t).
Με άλλα λόγια, το εφαπτόµενο διάνυσµα στο σηµείο p µιας καµπύλης γ(t) δεν είναι τίποτα άλλο παϱά
ο τελεστής της κατευθυνόµενης παράγωγου κατά µήκος της γ(t), στο σηµείο p.

Αποδεικνύεται ότι οι κατευθυνόµενες παράγωγοι κατά µήκος όλων των καµπυλών που διέρχονται
από ένα σηµείο p ∈ M συνιστούν ένα διανυσµατικό χώϱο, τον οποίο ταυτοποιούµε µε τον TpM .
Αφότου επιλέξουµε σύστηµα συντεταγµένων (x1, . . . , xn), παϱατηϱούµε από την (2.2.5) ότι οι τελεστές
µεϱικής παϱαγώγισης ∂

∂xµ

∣∣∣
p
≡ ∂µ|p σχηµατίζουν ϐάση για τον TpM . Τα διανύσµατα ∂µ λέγονται co-

ordinate vectors και η αντίστοιχη ϐάση {eµ} = {∂µ} που δηµιουργούν καλείται coordinate basis ή
holonomic basis. Ουσιαστικά οι τελεστές µεϱικής παϱαγώγισης είναι τα εφαπτόµενα διανύσµατα -
τελεστές κατευθυνόµενης παϱαγώγισης κατά µήκος των γραµµών των συνταγµένων (coordinate lines),
που είναι καµπύλες στις οποίες µια συγκεκριµένη συντεταγµένη µεταβάλλεται και χρησιµοποιείται ως
παϱάµετϱος ενώ οι υπόλοιπες µένουν σταθερές. Πράγµατι, η ∂κ είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα στην
coordinate line µε παϱάµετϱο τη συντεταγµένη xκ = t ενώ xµ = const, µ ̸= κ δηλαδή στην καµπύλη
(x1, . . . , xκ−1, t, xκ+1, . . . , xn):

d

dt
=

d

dxκ
=
∂xµ

∂xκ
∂

∂xµ
= δµκ∂µ = ∂κ (2.2.7)

Σχήµα 2.2.5: Οι τελεστές µεϱικής παϱαγώγισης ∂µ ως coordinate vectors του εϕαπτόµενου χώϱου TpM .
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Γενικεύουµε αυτά τα συµπεράσµατα για διανυσµατικά πεδία V (tensor fields) τα οποία απεικονίζουν
οποιοδήποτε σηµείο p ∈ M στο αντίστοιχο διάνυσµα Vp. ∆ηλαδή αν f µια λεία συνάϱτηση το διανυσ-
µατικό πεδίο V ορίζεται V (f) : p→ Vp(f). Συνεπώς:

V =
d

dt
=
dxµ

dt

∂

∂µ
≡ dxµ

dt
∂µ (2.2.8)

∆εδοµένου λοιπόν ενός συστήµατος συντεταγµένων (x1, x2, . . . , xn) οι συνιστώσες (components) του
διανυσµατικού πεδίου V ως πϱος τη ϐάση διανυσµάτων {eµ} = {∂µ} είναι V µ ≡ dxµ

dt
. ΄Ετσι το V

εκϕϱάϹεται κατά µοναδικό τϱόπο στη ϐάση αυτή σαν ο γϱαµµικός συνδυασµός:

V = V µ∂µ (2.2.9)

H καµπύλη γ(t) της οποίας το εϕαπτόµενο διάνυσµα σε κάϑε σηµείο p είναι το Vp καλείται ολοκληϱω-
τική καµπύλη του διανυσµατικού πεδίου V . Αν xµ(t) η παϱαµετϱική µοϱϕή της ολοκληϱωτικής
καµπύλης και V µ γνωστά, τότε η ολοκληϱωτική καµπύλη πϱοκύπτει από την επίλυση του (αυτόνοµου)
συστήµατος διαϕοϱικών εξισώσεων:

d

dt
xµ(t) = V µ(xκ(t)) (2.2.10)

∆εδοµένου κάποιου αϱχικού σηµείου p0 µε συντεταγµένες xµp0 από το οποίο διέϱχεται η καµπύλη για
t = 0, δηλαδή xµ(0) = xµp0, η (2.2.10) έχει µοναδική λύση, την γp0(t). Αν δεν πϱοσδιοϱίσουµε αϱχικές
συνϑήκες, λαµϐάνουµε µια µονοπαϱαµετϱική οικογένεια - congruence ολοκληϱωτικών καµπυλών
που δεν τέµνονται και γεµίϹουν την πεϱιοχή της πολλαπλότητας στην οποία οϱίϹεται το αντίστοιχο
διανυσµατικό πεδίο.

Μετασχηµατισµός συνιστωσών διανύσµατος

Εϕόσον τα διανύσµατα είναι γεωµετϱικά αντικείµενα, δεν αλλάζουν κάτω από µετασχηµατισµούς
συντεταγµένων. Αλλάζουν όµως οι συνιστώσες τους διότι αλλάζουν τα διανύσµατα ϐάσης. Συγ-
κεκριµένα, κάτω από την αλλαγή συντεταγµένων xµ → x̃ν(xµ) τα διανύσµατα της νέας ϐάσης
{ẽν} = {∂̃ν} σχετίζονται µε αυτά της παλιάς {eµ} = {∂µ} µέσω της παϱακάτω σχέσης, που
πϱοκύπτει από τον κανόνα αλυσίδας (chain rule):

∂̃ν =
∂xµ

∂x̃ν
∂µ (2.2.11)

Η αναλλοιώτητα του V (V = V µ∂µ = Ṽ ν ∂̃ν ) κάτω από µετασχηµατισµούς συντεταγµένων οδηγεί
στην κάτωϑι σχέση που συνδέει τις συνιστώσες του V στη νέα ϐάση Ṽ ν µε τις συνιστώσες στην
παλιά ϐάση V µ:

Ṽ ν =
∂x̃ν

∂xµ
V µ (2.2.12)

Το αντικείµενο ∂x̃ν

∂xµ
στη σχέση (2.2.12) αναπαϱίσταται από έναν n×n πίνακα που έχει ως στοιχεία

τις µεϱικές παϱαγώγους των νέων συντεταγµένων ως πϱος τις παλιές και ονοµάϹεται Ιακωϐιανός

πίνακας. Ο πίνακας ∂xµ

∂x̃ν
=
(
∂x̃ν

∂xµ

)−1

που εµϕανίϹεται στη (2.2.11) είναι ο αντίστϱοϕος του
Ιακωϐιανού πίνακα.
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2.3 ∆ιαϕοϱικές µοϱϕές πϱώτης τάξης - 1-forms

Τα δυϊκά (dual) γεωµετϱικά αντικείµενα των διανυσµάτων λέγονται διαϕοϱικές µοϱϕές 1ης τάξης ή
1-forms ή συνδιανύσµατα (covectors). ΟϱίϹονται σε ένα συγκεκϱιµένο σηµείο p και σχηµατίϹουν έναν
διανυσµατικό χώϱο που ονοµάϹεται συνεϕαπτόµενος χώϱος (cotangent space) µε σύµϐολο T ∗

pM , ο
οποίος είναι δυϊκός στον εϕαπτόµενο χώϱο TpM και ίδιας διάστασης µ’ αυτόν. Φοϱµαλιστικά, τα
1-forms ω είναι γϱαµµικές απεικονίσεις που δϱουν σε ένα διάνυσµα V και δίνουν ένα πϱαγµατικό
αϱιϑµό:

ω : TpM → R µε ω(V ) = ωµV
µ ∈ R (2.3.1)

΄Εστω {eµ} µια ϐάση διανυσµάτων του χώϱου TpM και {θν} η δυϊκή της ϐάση, δηλαδή η ϐάση των
1-forms του χώϱου T ∗

pM . Η δυϊκή ϐάση οϱίϹεται µέσω της σχέσης:

θν(eµ) = δνµ (2.3.2)

Το 1-form ω γϱάϕεται µε µοναδικό τϱόπο στη ϐάση {θν} ως ο γϱαµµικός συνδυασµός:

ω = ωµθ
µ (2.3.3)

Οι πϱαγµατικοί αϱιϑµοί ωµ είναι οι συνιστώσες του ω στη ϐάση {θν} και σύµϕωνα µε την (2.3.2)
πϱοκύπτουν από τη δϱάση του 1-form στα αντίστοιχα διανύσµατα ϐάσης eµ του TpM :

ω(eµ) = ωνθ
ν(eµ) = ωνδ

ν
µ = ωµ (2.3.4)

Το διαϕοϱικό/κλίση (differential ή gradient) df µιας λείας συνάϱτησης f :M → R στο σηµείο p ∈M ,
είναι επίσης ένα 1-form δηλαδή df : TpM → R άϱα df ∈ T ∗

pM . Η δϱάση του df σε ένα διάνυσµα
V ∈ TpM οϱίϹεται:

df(V ) = V (f) =
df

dt
(2.3.5)

όπου t η παϱάµετϱος της καµπύλης στην οποία το V είναι εϕαπτόµενο. Αν λοιπόν έχουµε ένα
σύστηµα συντεταγµένων (x1, x2, . . . , xn) στη γειτονιά του p, µποϱούµε να επιλέξουµε ως συνάϱτηση
κάποια συγκεκϱιµένη συντεταγµένη f = xκ και να εξετάσουµε πως δϱα το διαϕοϱικό της σε ένα
coordinate vector eµ = ∂µ του TpM :

dxκ(∂µ) = ∂µ(x
κ) = δκµ (2.3.6)

Εποµένως τα διαϕοϱικά των συντεταγµένων ικανοποιούν τη συνϑήκη δυϊκότητας (2.3.2). ΄Ετσι το
σύνολο {dx1, dx2, . . . , dxn} ≡ {dxν} αποτελεί ϐάση των 1-forms η οποία είναι δυϊκή στην {∂µ} γι’
αυτό λέγεται dual coordinate basis. Οπότε ένα 1-form ω γϱάϕεται σ’ αυτή τη ϐάση:

ω = ωµdx
µ (2.3.7)

Σηµείωση: Η δυϊκότητα {eµ} ↔ {θµ} (ή {∂µ} ↔ {dxµ} για την coordinate basis) συνεπάγεται ότι τα
διανύσµατα µποϱούν να ειδωϑούν ως απεικονίσεις V : T ∗

pM → R που δϱουν σε 1-forms. Υπό αυτή
την έννοια ισχύει, κατ’ αναλογία µε την (2.3.2), ότι:

eµ(θ
ν) = δ ν

µ (2.3.8)

Βάσει του πιο πάνω οϱισµού:
V (ω) = ω(V ) = ωµV

µ ∈ R (2.3.9)
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Μετασχηµατισµός συνιστωσών 1-form

Κάτω από έναν µετασχηµατισµό συντεταγµένων xµ → x̃ν(xµ), τα 1-forms της ϐάσης µετασχη-
µατίζονται ως:

dx̃ν =
∂x̃ν

∂xµ
dxµ (2.3.10)

Εϕόσον το ω µένει αναλλοίωτο, εξάγουµε ότι οι συνιστώσες του στη νέα ϐάση γϱάϕονται:

ω̃ν =
∂xµ

∂x̃ν
ωµ (2.3.11)

2.4 Τανυστές - Tensors

΄Ενας τανυστής τάξης (r, s) ή
(
r
s

)
όπου r, s ∈ N0 οϱίϹεται ως το γεωµετϱικό αντικείµενο που δϱα πάνω

σε r 1-forms και s διανύσµατα και δίνει έναν πϱαγµατικό αϱιϑµό. Φοϱµαλιστικά, οϱίϹεται ως η πιο
κάτω πλειογϱαµµική (multilinear) απεικόνιση:

T : T ∗
pM × . . .× T ∗

pM︸ ︷︷ ︸
r όϱοι

×TpM × . . .× TpM︸ ︷︷ ︸
s όϱοι

→ R µε T (ω1, . . . , ωr, V1, . . . , Vs) ∈ R (2.4.1)

Με άλλα λόγια, ένας τανυστής T τάξης (r, s) δέχεται σαν όϱισµα r το πλήϑος 1-forms ω1, . . . , ωr και s
το πλήϑος διανύσµατα V1, . . . , Vs και τα απεικονίϹει στον πραγµατικό αριθµό T (ω1, . . . , ωr, V1, . . . , Vs).
Οι τανυστές τάξης (r, s) στο σηµείο p δηµιουργούν έναν διανυσµατικό χώϱο που συµβολίζεται T (r,s)

p M
και έχει διάσταση nr+s µε n = dimM .

Σηµείωση: Τα διανύσµατα αποτελούν παϱάδειγµα τανυστή τάξης (1, 0) ενώ τα 1-forms είναι τανυστές
τάξης (0, 1). Τα ϐαθµωτά µεγέϑη (scalars) είναι τανυστές τάξης (0, 0).

∆εδοµένης µιας ϐάσης {eµ} του χώϱου TpM των διανυσµάτων και µιας ϐάσης {θµ} του χώϱου T ∗
pM

των 1-forms, οι συνιστώσες του τανυστή T ως πϱος αυτές τις ϐάσεις ορίζονται:

T µ1...µrν1...νs = T (θµ1 , . . . , θµr , eν1 , . . . , eνs) (2.4.2)

Σηµείωση: Τανυστές τάξης (r, 0) λέγονται ανταλλοίωτοι (contravariant) τανυστές r-τάξης και οι συνιστώσες
τους έχουν µόνο άνω δείκτες, ενώ τανυστές τάξης (0, s) λέγονται συναλλοίωτοι (covariant) τανυστές
s-τάξης και έχουν µόνο κάτω δείκτες. Ο αριθµός των άνω (contravariant) δεικτών που έχουν οι
συνιστώσες είναι ο αριθµός των 1-forms, ενώ ο αριθµός των κάτω (covariant) δεικτών είναι ο αριθµός
των διανυσµάτων, που δέχεται στο όϱισµά του ο τανυστής.

Ο πραγµατικός αριθµός που πϱοκύπτει από τη δϱάση του T είναι:

T (ω1, . . . , ωr, V1, . . . , Vs) = T (ωµ1θ
µ1 , . . . , ωµrθ

µr , V ν1eν1 , . . . , V
νseνs)

= ωµ1 . . . ωµrV
ν1 . . . V νsT (θµ1 , . . . , θµr , eν1 , . . . , eνs)

= T µ1...µrν1...νs ωµ1 . . . ωµrV
ν1 . . . V νs
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Αν S είναι τανυστής τάξης (k, l) και T τανυστής τάξης (r, s) τότε το τανυστικό τους γινόµενο S ⊗ T
οϱίϹεται ως ο τανυστής τάξης (k + r, l + s) µε:

(S⊗T )(ω1, . . . , ωk, . . . , ωk+r, V1, . . . , Vl, . . . , Vl+s) = S(ω1, . . . , ωk, V1, . . . , Vl)T (ωk+1, . . . , ωk+r, Vl+1, . . . , Vl+s)
(2.4.3)

Η ϐάση του T τάξης (r, s) σχηµατίϹεται από το τανυστικό γινόµενο (συµϐ. ⊗) r στοιχείων της ϐάσης
του TpM και s στοιχείων της δυικής της, δηλαδή της ϐάσης του T ∗

pM . Συνήϑως οι ϐάσεις αυτές είναι
η coordinate basis {∂µ} των διανυσµάτων και η δυική της {dxµ} των 1-forms οπότε ο T γϱάϕεται:

T = T µ1...µrν1...νs ∂µ1 ⊗ . . .⊗ ∂µr ⊗ dxν1 ⊗ . . .⊗ dxνs (2.4.4)

Μετασχηµατισµός συνιστωσών τανυστή τάξης (r,s)

΄Εστω {∂µ}, {∂̃ν} δύο ϐάσεις του TpM και {dxµ}, {dx̃ν} οι αντίστοιχες δυικές τους ϐάσεις
στον T ∗

pM . Κάτω από την αλλαγή συντεταγµένων xµ → x̃ν(xµ) οι συνιστώσες του τανυστή T
µετασχηµατίϹονται σύµϕωνα µε τη σχέση:

T̃α1...αr

β1...βs
=
∂x̃α1

∂xµ1
. . .

∂x̃αr

∂xµr
∂xν1

∂x̃β1
. . .

∂xνs

∂x̃βs
T µ1...µrν1...νs (2.4.5)

2.4.1 Συστολές δεικτών - Contractions

∆εδοµένου ενός τανυστή T τάξης (r, s) µποϱούµε να δηµιουργήσουµε έναν νέο τανυστή S τάξης
(r − 1, s − 1) συστέλλοντας δύο δείκτες του αρχικού. Η συστολή (contraction) ισοδυναµεί µε την
αντικατάσταση του k-οστού (k = 1, . . . , r) 1-form στο όϱισµα του T µε το 1-form ϐάσης θµ ενώ
ταυτόχϱονα το l-οστό διάνυσµα (l = 1, . . . , s) αντικαθίσταται από το αντίστοιχο δυικό διάνυσµα ϐάσης
eµ. Για παϱάδειγµα, το contraction του πρώτου 1-form µε το πϱώτο διάνυσµα στο όϱισµα ενός τανυστή
T τάξης (3, 2) δίνει έναν καινούργιο τανυστή S τάξης (2, 1) σύµφωνα µε τη σχέση:

S(ω, η, V ) = T (θµ, ω, η, eµ, V ) (2.4.6)

και η πιο πάνω σχέση ισχύει σε κάϑε σύστηµα συντεταγµένων αϕού T (θ̃µ, ω, η, ẽµ, V ) = T (θµ, ω, η, eµ, V ).

Με όϱους συνιστωσών, ο ορισµός του contraction συνεπάγεται ότι ο k-οστός άνω δείκτης εξισώνε-
ται µε τον l-οστό κάτω δείκτη οπότε νοείται άϑϱοιση στον επαναλαµβανόµενο άνω και κάτω δείκτη.
Στο παϱάδειγµά µας, οι συνιστώσες του S προκύπτουν ϑέτοντας τον πϱώτο άνω δείκτη και τον πϱώτο
κάτω δείκτη των συνιστωσών του T ίσους µε µ και αϕού ο µ επαναλαµβάνεται, αθροίζουµε στο εύϱος
τιµών του µ = 1, . . . , n όπου n = dimM :

Sαβγ = T µαβµγ = T 1αβ
1γ + T 2αβ

2γ + . . .+ T nαβnγ (2.4.7)

Σηµείωση: Η ϑέση του δείκτη που αϑϱοίϹεται έχει σηµασία, καϑότι το τανυστικό γινόµενο δεν υπακούει
στην αντιµεταϑετική ιδιότητα. Γενικά δηλαδή:

S(ω, η, V ) = T (θµ, ω, η, eµ, V ) ̸= T (ω, η, θµ, eµ, V ) = R(ω, η, V ) (2.4.8)

Με όϱους δεικτών η πιο πάνω σχέση διατυπώνεται: Sαβγ = T µαβµγ ̸= Tαβµµγ = Rαβ
γ .
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Σηµείωση: Η συστολή των δύο δεικτών T µν ενός τανυστή τάξης (1, 1) δίνει έναν πραγµατικό αρι-
ϑµό που συµβολίζεται T και ονοµάζεται ίχνος (trace) του τανυστή.

T ≡ T λλ (2.4.9)

2.4.2 (Αντι-)Συµµετϱικοποίηση τανυστών - (Anti-)Symmetrisation of tensors

΄Ενας τανυστής τάξης (r, s) είναι συµµετϱικός (symmetric) / αντισυµµετϱικός (antisymmetric)
στον k-οστό και l-οστό άνω (contravariant) δείκτη του αν κάτω από την εναλλαγή των δύο αυτών
δεικτών οι συνιστώσες του παϱαµένουν ίδιες / παίϱνουν ένα πϱόσηµο (−):

T µ1...µk−1 αµk+1...µl−1 β µl+1...µr
ν1...νs

= T µ1...µk−1 β µk+1...µl−1 αµl+1...µr
ν1...νs

⇒ T συµµετϱικός (2.4.10)

T µ1...µk−1 αµk+1...µl−1 β µl+1...µr
ν1...νs

= −T µ1...µk−1 β µk+1...µl−1 αµl+1...µr
ν1...νs

⇒ T αντισυµµετϱικός (2.4.11)

Οµοίως ορίζουµε έναν τανυστή (αντι)συµµετϱικό στον k-οστό και l-οστό κάτω (covariant) δείκτη.

Σηµείωση: Αν ο τανυστής παϱαµένει ίδιος κάτω από την εναλλαγή οποιωνδήποτε δύο δεικτών (ίδιου
τύπου - και οι 2 άνω ή και οι 2 κάτω) τότε λέγεται πλήϱως συµµετρικός (totally symmetric). Αν ο
τανυστής παίϱνει πϱόσηµο (−) κάτω από την εναλλαγή οποιωνδήποτε δύο δεικτών (ίδιου τύπου) τότε
λέγεται πλήϱως αντισυµµετρικός (totally antisymmetric) π.χ. Levi-Civita symbol εijk.

Μποϱούµε να συµµετρικοποιήσουµε έναν γενικό τανυστή ως πϱος ένα υποσύνολο n δεικτών του
(ίδιου τύπου) αθροίζοντας τις συνιστώσες που προκύπτουν από όλες τις δυνατές µεταθέσεις των συγ-
κεκριµένων δεικτών και διαιρώντας µε το πλήϑος n! των µεταθέσεων. Οι δείκτες που συµµετρικοποιούν-
ται µπαίνουν σε παρένθεση ( ). Για παϱάδειγµα:

T(µν) =
1

2!
(Tµν + Tνµ) (2.4.12)

T (µνρ)
σ =

1

3!
(T µνρσ + T ρµνσ + T νρµσ + T νµρσ + T ρνµσ + T µρνσ ) (2.4.13)

Με ανάλογο τϱόπο µποϱούµε να αντισυµµετρικοποιήσουµε έναν τανυστή, όπου τώϱα στο άθροισµα οι
άρτιες µεταθέσεις δεικτών έχουν ϑετικό πϱόσηµο ενώ οι περιττές αρνητικό. Οι δείκτες που αντισυµ-
µετρικοποιούνται µπαίνουν σε αγκύλη [ ]. Για παϱάδειγµα:

T[µν] =
1

2!
(Tµν − Tνµ) (2.4.14)

T µ[νρσ]λ =
1

3!
(T µνρσλ + T µσνρλ + T µρσνλ − T µρνσλ − T µσρνλ − T µνσρλ ) (2.4.15)

Αν οι δείκτες που επιθυµούµε να (αντι)συµµετϱικοποιήσουµε δεν ϐρίσκονται ο ένας δίπλα στον
άλλο, τοποθετούµε τους δείκτες που εξαιρούνται από την (αντι)συµµετϱικοποίηση ανάµεσα σε δύο
κατακόϱυϕες γραµµές. Λόγου χάϱη:

T µ[ν|ρ|σ] =
1

2!
(T µνρσ − T µσρν ) (2.4.16)

Σηµείωση: Το contraction του Ϲεύγους συµµετρικών δεικτών ενός τανυστή µε το Ϲεύγος αντισυµ-
µετρικών δεικτών ενός άλλου τανυστή δίνει αποτέλεσµα µηδέν. ∆ηλαδή T (µν)S[µν] = 0.
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2.5 Ειδική Σχετικότητα - Special Relativity

Η ειδική σχετικότητα (special relativity) είναι µια ϑεωρία που εισήγαγε ο A. Einstein το 1905 ϐασισ-
µένος στο γεγονός ότι οι Εξισώσεις του Maxwell για τον ηλεκτροµαγνητισµό πϱέπει να παραµένουν
αναλλοίωτες κατά τη µετάϐαση από ένα αδρανειακό σύστηµα αναϕοϱάς σε ένα άλλο. Είναι χϱήσιµο
να αναλυθεί καθότι σε µια αρκούντως µικϱή περιοχή γύϱω από οποιοδήποτε σηµείο του χωϱόχϱονου,
είναι δυνατό να ϑεωρήσουµε έναν παϱατηϱητή Lorentz που εκτελεί ελεύθερη πτώση, για τον οποίο
τοπικά οι νόµοι της ϕυσικής λαµβάνουν τη µοϱϕή που προβλέπει η ειδική σχετικότητα.

Οι νόµοι της ειδικής σχετικότητας ισχύουν µόνο για µια ειδική κατηγορία συστηµάτων αναϕοϱάς
- παϱατηϱητών που λέγονται αδρανειακά συστήµατα αναϕοϱάς (inertial frames of reference)
ή αδρανειακοί παϱατηϱητές. Αδρανειακά συστήµατα είναι εκείνα ως πϱος τα οποία ένα ελεύθερο
σώµα (σώµα στο οποίο ασκείται µηδενική συνισταµένη εξωτερική δύναµη) παϱαµένει ακίνητο ή κινείται
ευθύγραµµα µε σταθερή ταχύτητα. Με άλλα λόγια τα αδρανειακά συστήµατα είναι µη-επιταχυνόµενα
συστήµατα στα οποία ισχύει ο πρώτος νόµος του Νεύτωνα της κλασικής µηχανικής. Αν υπάρχει ένα
τέτοιο σύστηµα τότε υπάρχουν άπειϱα, τα οποία κινούνται µε σταθερές σχετικές ταχύτητες µεταξύ τους.

Οι δύο ϐασικές υποϑέσεις-αξιώµατα της ειδικής ϑεωρίας της σχετικότητας είναι:

Αξιώµατα (Postulates) Ειδικής Σχετικότητας

1. Παγκοσµιότητα της ταχύτητας του ϕωτός (Einstein): "Η ταχύτητα του ϕωτός στο
κενό έχει την ίδια τιµή c σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναϕοϱάς."

∆ηλαδή το µέτϱο της ταχύτητας του ϕωτός είναι σταθερό και ανεξάϱτητο από την κίνηση
της πηγής που το εκπέµπει και του αδρανειακού παϱατηϱητή που το λαµβάνει. Η ακϱιϐής
τιµή της ταχύτητας του ϕωτός στο κενό είναι c = 2.99792458 · 108 m/s ≈ 3 · 108 m/s.

2. Αϱχή της σχετικότητας (Galileo-Einstein): "Οι νόµοι της ϕυσικής είναι ίδιοι για όλα
τα αδρανειακά συστήµατα αναϕοϱάς και εκφράζονται µε τις ίδιες µαθηµατικές σχέσεις."

Πανοµοιότυπα πειράµατα που εκτελούνται από διαφορετικούς αδρανειακούς παϱατηϱητές
δίνουν τα ίδια αποτελέσµατα, έτσι είναι αδύνατο κάποιος αδρανειακός παϱατηϱητής να
καθορίσει αν είναι ακίνητος ή κινείται µε σταθερή ταχύτητα. Αυτό σηµαίνει ότι ο
χωϱόχϱονος στην ειδική σχετικότητα είναι ισοτϱοπικός και οµογενής και δεν υπάρχει
κάποιος "πϱονοµιακός-απόλυτος" παϱατηϱητής ως πϱος τον οποίο να ορίζονται µε
απόλυτο τϱόπο ο χϱόνος, οι ϑέσεις και οι ταχύτητες των σωµάτων.

Στο εξής για λόγους απλότητας ϑα χϱησιµοποιούµε ϕυσικές µονάδες, στις οποίες η ταχύτητα του ϕωτός
τίϑεται ίση µε τη µονάδα, οπότε ο χϱόνος αποκτά διαστάσεις µήκους (1 s = 3 · 108 m):

c = 1 (2.5.1)

O χωϱόχϱονος στην ειδική σχετικότητα ο µοντελοποιείται από έναν επίπεδο (χωϱίς καµπυλότητα και
άϱα χωϱίς ϐαϱύτητα) τετϱαδιάστατο διανυσµατικό χώϱο στον οποίο δεν υπάϱχει ύλη και ενέϱγεια, που
ονοµάϹεται χωϱόχϱονος Minkowski και συχνά συµϐολίϹεται M = R3+1.
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Οϱισµός 2.6: Χωϱόχϱονος Minkowski

Ο χωϱόχϱονος Minkowski, που συµβολίζεται µε (M, η), ορίζεται ως η διαφορίσιµη πολλαπλότητα
M = R4 εφοδιασµένη µε τη µετϱική Minkowski ηµν (καρτεσιανό σύστηµα: ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)).

Ο χωϱόχϱονος Minkowski συνδυάζει τις τϱεις χωϱικές συντεταγµένες {xi} = {x1, x2, x3} = {x, y, z} (σε
καρτεσιανό σύστηµα) του Ευκλείδειου χώϱου R3 µε τη µία διάσταση του χρόνου x0 = t ∈ R σε µια ενι-
αία, συνεχή δοµή (spacetime continuum). ΄Ενας τέτοιος χώϱος χαρακτηρίζεται ως ψευδο-Ευκλείδειος
διότι η µετϱική είναι ηµν και όχι αυτή του τετραδιάστατου Ευκλείδειου χώϱου δµν. Φορµαλιστικά,
o χωϱόχϱονος Minkowski αποτελεί το απλούστερο παϱάδειγµα µιας τετραδιάστατης ΛοϱεντϹιανής δι-
αφορίσιµης πολλαπλότητας, καθώς η µετϱική έχει υπογραφή (3, 1) και ακολουθεί τη σύµβαση προσή-
µου (−,+,+,+). Σε κάϑε διαφορίσιµη πολλαπλότητα διάστασης n ≥ 2 µε υπογραφή του τύπου
(n − 1, 1) ή ισοδύναµα (1, n − 1), µποϱεί να οριστεί τοπικά (ϐάσει του ϑεωρήµατος 2.1) και ενδε-
χοµένως καθολικά, όπως στην πεϱίπτωση του χωϱόχϱονου Minkowsk, αιτιακή δοµή.

Με ϐάση τα πιο πάνω, ένα σηµείο P που ανήκει στον χωϱόχϱονο οϱίϹει ένα γεγονός/συµϐάν και
περιγράφεται από τέσσεϱις µεταβλητές {xµ} = {t, x, y, z} , µ = 0, 1, 2, 3 που για τον χωϱόχϱονο
Minkowski λέγονται παγκόσµιες αδρανειακές συντεταγµένες (global inertial coordinates), οπότε γρά-
ϕουµε P ≡ P (t, x, y, z). Οι συντεταγµένες (t, x, y, z) = (x0, x1, x2, x3) ενός γεγονότος µποϱούν να
καταχωϱηϑούν ως συνιστώσες σε ένα αντικείµενο 4 συνιστωσών που λέγεται τετϱαδιάνυσµα ϑέσης
µε συνιστώσες xµ. Η εξέλιξη ενός γεγονότος ή ισοδύναµα η αλληλουχία χωροχρονικών σηµείων που
διαγράφει ένα σωµατίδιο, αναπαρίσταται γενικά µε µία καµπύλη στον χωϱόχϱονο, η οποία ονοµάζεται
κοσµική γϱαµµή (worldline). Η κοσµική γϱαµµή εκφράζεται συνήϑως σε παϱαµετϱική µοϱϕή, όπου
κάϑε σηµείο της xµ = xµ(λ) καθορίζεται µε µοναδικό τϱόπο από την τιµή της παϱαµέτϱου λ.

Θεωϱούµε τώϱα δύο αδρανειακά συστήµατα/παϱατηϱητέςO καιO′ των οποίων οι άξονες είναι παϱάλλη-
λοι και οι αρχές τους (0, 0, 0) συµπίπτουν την κοινή χϱονική στιγµή t = t′ = 0. Ο τονούµενος
παϱατηϱητής O′ κινείται µε σταθερή ταχύτητα v⃗ = vx̂ ως πϱος τον O. ΄Εστω ένα γεγονός P το
οποίο στο αδρανειακό σύστηµα O εκφράζεται µε τις χωροχρονικές συντεταγµένες (t, x, y, z) ενώ στο
O′ µε (t′, x′, y′, z′). Σύµφωνα µε τα αξιώµατα (1) & (2) προκύπτουν οι ακόλουθες γραµµικές σχέσεις
µετασχηµατισµού µεταξύ των συντεταγµένων που αποδίδει ο κάϑε παϱατηϱητης στο P , γνωστές ως
µετασχηµατισµοί Lorentz:

t′ = γ(t− vx) (2.5.2)

x′ = γ(x− vt) (2.5.3)

y′ = y (2.5.4)

z′ = z (2.5.5)

όπου γ = 1√
1−v2 ο παϱάγοντας Lorentz. Θεωϱώντας τις συντεταγµένες ενός γεγονότος ως συνιστώσες

του τετϱαδιανύσµατος ϑέσης xµ όπου µ = 0, 1, 2, 3 µποϱούµε να γϱάψουµε τον µετασχηµατισµό
Lorentz σε συµπαγή πινακοποιηµένη µοϱϕή. Αν ο παϱατηϱητής O καταγϱάϕει τετϱαδιάνυσµα xµ ενώ
ο O′ καταγϱάϕει x′µ τότε ο µετασχηµατισµός Lorentz µεταξύ τους γϱάϕεται:

x′µ = Λµνx
ν (2.5.6)

όπου Λµν τα στοιχεία του συµµετϱικού πίνακα Λ που αναπαϱιστά πϱοωϑήσεις Lorentz (Lorentz boost
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matrix). Η σχέση (2.5.6) είναι µια ιδιότητα που ικανοποιούν εξ’ οϱισµού όλα τα τετϱαδιανύσµατα.
Θεωϱώντας ότι η κίνηση του O′ γίνεται κατά τον άξονα x ο πίνακας Λ δίνεται από τη σχέση:

Λ =


γ −γv 0 0

−γv γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.5.7)

΄Ενας γενικός µετασχηµατισµός Lorentz πεϱιλαµϐάνει πϱοωϑήσεις (boosts) σε τυχαία διεύϑυνση v⃗ =
(vx, vy, vz) όπου v⃗ η σχετική ταχύτητα του O′ ως πϱος τον O, καϑώς και πεϱιστϱοϕές (rotations) γύϱω
από τους τϱεις άξονες του χώϱου. Για ευκολία, ϑέτουµε vi = tanhφi (φi η ωκύτητα-rapidity στον xi

άξονα) έτσι ο Λ γϱάϕεται ως γινόµενο πινάκων πϱοωϑήσεων και (αϱιστεϱόστϱοϕων) πεϱιστϱοϕών:

Λ =


coshφx − sinhφx 0 0
− sinhφx coshφx 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




coshφy 0 − sinhφy 0
0 1 0 0

− sinhφy 0 coshφy 0
0 0 0 1




coshφz 0 0 − sinhφz
0 1 0 0
0 0 1 0

− sinhφz 0 0 coshφz

 ·

·


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos θx − sin θx
0 0 sin θx cos θx



1 0 0 0
0 cos θy 0 sin θy
0 0 1 0
0 − sin θy 0 cos θy



1 0 0 0
0 cos θz − sin θz 0
0 sin θz cos θz 0
0 0 0 1

 (2.5.8)

Αναλυτικότεϱα, ο πίνακας Lorentz Λ των πϱοωϑήσεων και πεϱιστϱοϕών ανήκει σε µια οµάδα Lie που
λέγεται οµάδα Lorentz και είναι υποοµάδα της οµάδας Poincaré. Ισχύει δηλαδή Λ ∈ O(3, 1), µε την
ιδιότητα:

ηµν = ηρσΛ
ρ
µΛ

σ
ν ⇔ η = ΛTηΛ (2.5.9)

Το διάστηµα (interval) ανάµεσα σε δύο γεγονότα P1 και P2 που απέχουν χϱονικά κατά ∆t = t2 − t1
και χωϱικά κατά ∆x = x2−x1,∆y = y2− y1,∆z = z2− z1 στις διευϑύνσεις x, y, z αντίστοιχα, οϱίϹεται
µέσω της σχέσης:

(∆s)2 = −(∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 = ηµν∆x
µ∆xν (2.5.10)

όπου ηµν η µετϱική Minkowski και µ, ν = 0, 1, 2, 3. Σε διαϕοϱική µοϱϕή, η πιο πάνω σχέση οϱίϹει
το στοιχείο µήκους του χωχϱόχϱονου Minkowski που εκϕϱάϹει την απόσταση µεταξύ δύο απειϱοστά
κοντινών γεγονότων:

ds2 = ηµνdx
µdxν (2.5.11)

ΜετασχηµατίϹοντας κατά Lorentz (2.5.6) τις συντεταγµένες πϱοκύπτει, µε χϱήση της (2.5.9), ότι η τιµή
του διαστήµατος είναι ίδια σε όλα τα αδϱανειακά συστήµατα αναϕοϱάς:

(∆s′)2 = (∆s)2 (2.5.12)

΄Ολοι δηλαδή οι αδρανειακοί παϱατηϱητές των οποίων οι συντεταγµένες συνδέονται µέσω του µετασχη-
µατισµού Lorentz συµφωνούν στην αριθµητική τιµή που υπολογίζουν για το (∆s)2 ≡ ∆s2, η οποία
µποϱεί να είναι ϑετική, µηδέν ή αρνητική. Η αναλλοιώτητα του διαστήµατος επιτϱέπει να ορίσουµε
αιτιακή δοµή ανάµεσα στα γεγονότα:

1. ∆s2 < 0: Χρονοειδές (timelike) διάστηµα. ∆ύο χρονοειδώς χωρισµένα γεγονότα P1,P2 µποϱούν
να επικοινωνήσουν και να επηρεάσουν το ένα το άλλο µέσω σωµατιδίου µε µάϹα (αιτιακά συνδ-
εδεµένα). Υπάρχει αδρανειακό σύστηµα αναϕοϱάς όπου τα γεγονότα P1 και P2 συµβαίνουν στο
ίδιο χωϱικό σηµείο.
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2. ∆s2 = 0: Φωτοειδές (lightlike/null) διάστηµα. ∆ύο ϕωτοειδώς χωϱισµένα γεγονότα P1,P2

µποϱούν να επικοινωνήσουν και να επηϱεάσουν το ένα το άλλο µε µια ακτίνα ϕωτός (αιτιακά
συνδεδεµένα).

3. ∆s2 > 0: Χωϱοειδές (spacelike) διάστηµα. ∆ύο χωϱοειδώς χωϱισµένα γεγονότα P1,P2 δεν
µποϱούν να επικοινωνήσουν ούτε να επηϱεάσουν το ένα το άλλο (αιτιακά ασύνδετα). Υπάϱχει
αδϱανειακό σύστηµα αναϕοϱάς όπου τα γεγονότα P1 και P2 συµϐαίνουν ταυτόχϱονα.

Ο κώνος ϕωτός CP ενός σηµείου/γεγονότος P ορίζεται ως ο γεωµετϱικός τόπος των γεγονότων που
είναι ϕωτοειδώς χωρισµένα από το P τα οποία σχηµατίζουν µία τρισδιάστατη κωνική υπερεπιφάνεια µε
κορυφή το P στον τετραδιάστατο χωϱόχϱονο. ∆ηλαδή, οι γενέτειϱες του κώνου ϕωτός ενός γεγονότος
είναι οι ϕωτεινές ακτίνες (ϕωτοειδείς κοσµικές γραµµές) που ξεκινούν από το γεγονός µία δεδοµένη
χϱονική στιγµή. Στην πραγµατικότητα ο κώνος ϕωτός είναι ένας διπλός κώνος, που αποτελείται από
τον µελλοντικό κώνο ϕωτός ο οποίος δείχνει πϱος την κατεύϑυνση όπου η χϱονική συντεταγµένη
αυξάνεται (δηµιουργείται από ϕωτεινές ακτίνες που εξέρχονται από το P ) και τον συµµετρικό του που
δείχνει πϱος την αντίθετη κατεύϑυνση και λέγεται παρελθοντικός κώνος ϕωτός (δηµιουργείται από
ϕωτεινές ακτίνες που συγκλίνουν στο P ). Σηµεία που είναι χρονοειδώς χωρισµένα από το P κείτονται
εντός του κώνου ϕωτός, σηµεία που είναι χωροειδώς χωρισµένα από το P εκτός του κώνου ϕωτός
(και άϱα απϱοσπέλαστα) ενώ σηµεία που είναι ϕωτοειδώς χωρισµένα από το P ϐρίσκονται εξ’ ορισµού
πάνω στον κώνο ϕωτός. Συνάγουµε λοιπόν ότι ο κώνος ϕωτός ενός γεγονότος οριοθετεί τις περιοχές
του χωϱόχϱονου που επηρεάζουν (ϐρίσκονται στο αιτιακό παρελθόν) και επηρεάζονται (ϐρίσκονται στο
αιτιακό µέλλον) από το γεγονός και τις ξεχωρίζει από τις αιτιακά ασύνδετες περιοχές που δεν έχουν
επιρροή στο γεγονός.

Τα γεγονότα που λαµβάνουν χώϱα στον χωροχρόνο αναπαρίστανται ως σηµεία του λεγόµενου χωρο-
χρονικού διαγράµµατος Minkowski στο οποίο παριστάνεται επίσης η κίνηση των σωµατιδίων µέσω
καµπυλών-κοσµικών γραµµών. Στο χωροχρονικό διάγραµµα Minkowski (t, x) (οι διαστάσεις y, z δεν
σχεδιάζονται) οι ϕωτεινές ακτίνες ταξιδεύουν σε ευθείες µε κλίση ±1 άϱα οι γενέτειϱες του κώνου σχη-
µατίζουν γωνία ±45◦ µε την κατακόϱυϕο:

ds2 = 0 ⇒ dt

dx
= ±1 (2.5.13)

Σχήµα 2.5.1: Χωϱοχϱονικό διάγϱαµµα Minkowski (t, x), όπου απεικονίϹεται ο κώνος ϕωτός CP του γεγονότος P
ο οποίος αποτελείται από τον µελλοντικό και παϱελϑοντικό κώνο ϕωτός. Σηµεία στο εσωτεϱικό του κώνου ϕωτός
είναι χϱονοειδώς διαχωϱισµένα µε το P , σηµεία στο εξωτεϱικό του είναι χωϱοειδώς χωϱισµένα µε το P και δεν
επικοινωνούν µαϹί του ενώ σηµεία επί του κώνου είναι ϕωτοειδώς χωϱισµένα µε το P .
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Ο ιδιόχϱονος τ (proper time) µετϱά το µήκος µιας χϱονοειδούς καµπύλης, είναι δηλαδή ο χϱόνος που
µετϱάει το ϱολόι ενός σωµατιδίου που ταξιδεύει πάνω σε µια χϱονοειδή κοσµική γϱαµµή (wristwatch
time) ή ισοδύναµα ο χϱόνος που µετϱάει ένας παϱατηϱητής ο οποίος κινείται µαϹί µε το σωµατίδιο και
ϐλέπει όλα τα σηµεία/γεγονότα που διατϱέχει το σωµατίδιο να συµϐαίνουν στο ίδιο χωϱικό σηµείο (ως
πϱος αυτόν το σωµατίδιο ηϱεµεί, γι’ αυτό ο ιδιόχϱονος είναι επίσης γνωστός ως χϱόνος ηϱεµίας). Ο
απειϱοστός ιδιόχϱονος dτ που µεσολαϐεί ανάµεσα σε δύο απειϱοστά κοντινά γεγονότα ισούται µε τον
συντεταγµένο χϱόνο dtREST που καταγϱάϕεται στο σύστηµα ηϱεµίας, όπου τα γεγονότα συµϐαίνουν
στην ίδια χωϱική ϑέση (dx = dy = dz = 0):

dτ 2 = dt2REST (2.5.14)

Εϕόσον στο σύστηµα ηϱεµίας dt2REST = −ds2 και το ds2 είναι ίδιο σε κάϑε αδϱανειακό σύστηµα
αναϕοϱάς, έπεται ότι και ο ιδιόχϱονος είναι µια αναλλοίωτη ποσότητα. Μποϱούµε εποµένως να
δώσουµε έναν οϱισµό του ιδιόχϱονου που είναι εµϕανώς ανεξάϱτητος του παϱατηϱητή. Συγκεκϱιµένα,
ο απειϱοστός ιδιόχϱονος dτ 2 ισούται µε µείον το στοιχείο µήκους ds2 < 0 δύο γειτονικών χϱονοειδώς
χωϱισµένων σηµείων:

dτ 2 = −ds2 (2.5.15)

Υποϑέτουµε ότι ένα σωµατίδιο ακολουϑεί µια χϱονοειδή κοσµική γϱαµµή µε αϱχή το γεγονός A και
πέϱας το γεγονός B. Ο ιδιοχϱόνος που µετϱάει το σωµατίδιο ανάµεσα στα γεγονότα A,B στο δικό του
σύστηµα αναϕοϱάς - σύστηµα ηϱεµίας είναι τAB. Ως πϱος ένα αδϱανειακό σύστηµα µε συντεταγµένες
(t, x, y, z) που ϐλέπει το σωµατίδιο να κινείται µε ταχύτητα u⃗ = (dx/dt, dy/dt, dz/dt) το χϱονικό
διάστηµα ανάµεσα στα γεγονότα A,B είναι tAB.

τAB =

∫ B

A

√
−ds2 =

∫ B

A

√
dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) =

∫ tB

tA

dt

√√√√1−

[(dx
dt

)2
+
(dy
dt

)2
+
(dz
dt

)2]

=

∫ tB

tA

dt
√

1− u⃗(t)2 (2.5.16)

Η πιο πάνω σχέση γϱάϕεται ως σχέση διαϕοϱικών ως:

dτ = dt
√
1− u⃗(t)2 =

dt

γ(t)
(2.5.17)

Αν η σχετική ταχύτητα u⃗ του σωµατιδίου ως πϱος το σύστηµα αναϕοϱάς είναι σταϑεϱή, τότε:

τAB =
1

γ

∫ tB

tA

dt =
tAB
γ

⇔ tAB = γτAB (2.5.18)

Συνεπώς ο χϱόνος tAB ανάµεσα σε δύο γεγονότα όπως µετϱάται από έναν παϱατηϱητή που ϐλέπει το
σύστηµα ηϱεµίας των γεγονότων να κινείται, είναι µεγαλύτεϱος από τον ιδιόχϱονο τAB που µετϱάει το
σύστηµα ηϱεµίας κατά έναν παϱάγοντα γ = 1√

1−u⃗ 2 > 1. Το ϕαινόµενο αυτό είναι γνωστό ως διαστολή
του χϱόνου (time dilation).
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2.5.1 Σχετικιστική Κινηµατική - Relativistic Kinematics

Η τετϱαταχύτητα U ενός σωµατιδίου µε µάϹα έχει συνιστώσες uµ και οϱίϹεται ως η παϱάγωγος του
τετϱαδιανύσµατος ϑέσης xµ = xµ(τ) ως πϱος τον ιδιόχϱονο που καταγϱάϕει το σωµατίδιο:

uµ =
dxµ

dτ
(2.5.19)

Σε ένα συγκεκριµένο σύστηµα αναϕοϱάς (t, x, y, z) µποϱούµε να εκφράσουµε την τετϱαταχύτητα
συναρτήσει του συνηθισµένου τϱι-διανύσµατος ταχύτητας ui = dxi/dt, i = 1, 2, 3 που έχει το σωµατί-
διο στο σύστηµα αυτό. Ο χϱόνος dt που καταγράφει το σύστηµα αναϕοϱάς συνδέεται µε τον ιδιόχϱονο
του σωµατιδίου µέσω της σχέσης διαστολής του χρόνου: dt = γdτ όπου γ ≡ γu = 1√

1−u⃗ 2 µε
u⃗ 2 = (ux)2 + (uy)2 + (uz)2 το µέτϱο της τϱι-ταχύτητας του σωµατιδίου. ΄Αϱα έχουµε:

uµ =
dxµ

dτ
= γ

dxµ

dt
= γ

(dt
dt
,
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
= γ(1, ux, uy, uz) = (γ, γu⃗) (2.5.20)

Το τετϱάγωνο του µέτϱου της τετϱαταχύτητας πϱοκύπτει σταϑεϱό:

uµuµ = ηµνu
µuν = ηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
=

(ηµνdx
µdxν)

dτ 2
=
ds2

dτ 2
2.5.15
= −1 (2.5.21)

Αυτή είναι η σχέση κανονικοποίησης της τετραταχύτητας που αναϕέϱει ότι εξ’ ορισµού η τετϱαταχύτητα
ενός σωµατιδίου µε µάϹα είναι ένα µοναδιαίο χρονοειδές τετϱαδιάνυσµα.

Η τετϱαεπιτάχυνση A ενός σωµατιδίου µε µάϹα έχει συνιστώσες αµ και ορίζεται ως η παράγωγος
της τετραταχύτητας ως πϱος τον ιδιόχϱονο που καταγράφει το σωµατίδιο:

αµ =
duµ

dτ
=
d2xµ

dτ 2
(2.5.22)

Από την κανονικοποίηση της τετραταχύτητας είναι εύκολο να δειχθεί ότι η τετϱαεπιτάχυνση είναι κά-
ϑετη (ορθογώνια) στην τετϱαταχύτητα: αµuµ = 0. Σε ένα συγκεκριµένο σύστηµα αναϕοϱάς (t, x, y, z)
µποϱούµε να εκφράσουµε την τετϱαεπιτάχυνση συναρτήσει της τϱι-ταχύτητας u⃗ και της τϱι-επιτάχυνσης
a⃗ = du⃗/dt που έχει το σωµατίδιο στο σύστηµα αυτό. Χρησιµοποιώντας τη σχέση dγ/dt = γ3 u⃗ · a⃗ λαµ-
ϐάνουµε:

αµ =
(
γ4 u⃗ · a⃗, γ2 a⃗+ γ4 (u⃗ · a⃗)u⃗

)
(2.5.23)

2.5.2 Σχετικιστική ∆υναµική - Relativistic Dynamics

Η σχετικιστική µηχανική στην ειδική σχετικότητα διέπεται από έναν νόµο κίνησης που αποτελεί τη
σχετικιστική γενίκευση του δευτέϱου νόµου του Νεύτωνα στην κλασική µηχανική. Σωµατίδιο µάϹας
(ηϱεµίας) m που στο σύστηµα ηϱεµίας του δέχεται τετϱαδύναµη f (γνωστή και ως δύναµη Minkowski)
έχει εξίσωση κίνησης που δίνεται από την σχετικιστικά αναλλοίωτη εκδοχή του δευτέϱου νόµου του
Νεύτωνα:

fµ = mαµ = m
duµ

dτ
=
d(muµ)

dτ
=
dpµ

dτ
(2.5.24)

Στην παϱαπάνω σχέση οϱίσαµε την τετϱαοϱµή p του σωµατιδίου ως το τετϱαδιάνυσµα µε συνιστώσες:

pµ = muµ (2.5.25)
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Σε ένα συγκεκϱιµένο σύστηµα αναϕοϱάς (t, x, y, z) ως πϱος το οποίο το σωµατίδιο έχει ταχύτητα u⃗ και
υπενϑυµίϹοντας ότι γ ≡ γu =

1√
1−u⃗ 2 , η τετϱαοϱµή έχει συνιστώσες:

pµ = (mγ,mγu⃗) ≡ (E, p⃗) (2.5.26)

Η p0 συνιστώσα της τετϱαοϱµής αντιστοιχεί στην ολική σχετικιστική ενέϱγεια (ή απλά ενέϱγεια) E
του σωµατιδίου στο αδϱανειακό σύστηµα αναϕοϱάς που ϑεωϱήσαµε, η οποία οϱίϹεται:

E = mγ (2.5.27)

Σηµείωση: Παϱατηϱητής (όχι κατ’ ανάγκη αδϱανειακός) που ϐϱίσκεται στο σηµείο O µε τετϱαταχύτητα
vµ µετϱάει την ενέϱγεια του σωµατιδίου, που ϐϱίσκεται στο σηµείο A και έχει τετϱαοϱµή pµ, ως:

Eobs = −pµ(A)vµ(O) = −ηµνpµ(A)vν(O) (2.5.28)

Επιπλέον, η σχετικιστική κινητική ενέϱγεια K του σωµατιδίου µάϹας m κινούµενου µε ταχύτητα
u⃗ οϱίϹεται ως η ολική σχετικιστική ενέϱγεια E µείον την ενέϱγεια ηϱεµίας E0 = m (ενέϱγεια ενός
ακίνητου σώµατος, δηλαδή u⃗ = 0⃗ ⇒ γ = 1):

K = E −m = mγ −m = m(γ − 1) (2.5.29)

Ακόµη, η pi συνιστώσα της τετϱαοϱµής αντιστοιχεί στην i-συνιστώσα της σχετικιστικής οϱµής p⃗ του
σωµατιδίου στο αδϱανειακό σύστηµα αναϕοϱάς που ϑεωϱήσαµε, η οποία οϱίϹεται:

p⃗ = mγu⃗ (2.5.30)

Η σχέση ενέϱγειας-οϱµής συνδέει την ολική ενέϱγεια E µε τη σχετικιστική οϱµή p⃗ καϑώς και τη
µάϹα (ηϱεµίας) m ενός σωµατιδίου. Πϱοκύπτει άµεσα από την κανονικοποίση της τετϱαοϱµής του
σωµατιδίου:

pµpµ = m2uµuµ = −m2

pµpµ = ηµνp
µpν = −(p0)2 + (px)2 + (py)2 + (pz)2 = −E2 + p⃗ 2

}
⇒ E2 = m2 + p⃗ 2 (2.5.31)

Είναι συνήϑως χϱησιµότεϱο να διατυπώσουµε τον σχετικιστικό δεύτεϱο νόµο του Νεύτωνα (2.5.24) σε
ένα συγκεκϱιµένο αδϱανειακό σύστηµα (t, x, y, z) ως πϱος το οποίο το σωµατίδιο έχει ταχύτητα u⃗, αντί
στο σύστηµα ηϱεµίας του σωµατιδίου. Στο σύστηµα αυτό το σωµατίδιο έχει σχετικιστική διανυσµατική
οϱµή p⃗ και δέχεται συνηϑισµένη (διανυσµατική) δύναµη F⃗ , οπότε ο δεύτεϱος νόµος του Νεύτωνα
συσχετίϹει τον ϱυϑµό µεταϐολής της p⃗ µε τη δύναµη F⃗ που ασκείται στο σωµατίδιο σύµϕωνα µε τη
σχέση:

F⃗ =
dp⃗

dt
(2.5.32)

Στο συγκεκϱιµένο σύστηµα αναϕοϱάς η τετϱαδύναµη εκϕϱάϹεται συναϱτήσει της ταχύτητας u⃗ και της
(τϱι)δύναµης F⃗ ως εξής:

fµ =
dpµ

dτ
= γ

dpµ

dt
= γ

(dE
dt
,
dp⃗

dt

)
=
(
γ
dE

dt
, γF⃗

)
= (γF⃗ · u⃗, γF⃗ ) (2.5.33)

Στην ειδική σχετικότητα, όταν ένα σύστηµα σωµατιδίων είναι αποµονωµένο ως πϱος κάποιο αδϱανειακό
σύστηµα αναϕοϱάς, η τετϱαδύναµη που δέχεται το σύστηµα σωµατιδίων µηδενίϹεται στο σύστηµα αυτό

29



Κεϕ. 2 Στοιχεία Γενικής Σχετικότητας

αλλά και κάϑε άλλο αδϱανειακό σύστηµα αναϕοϱάς. Ο λόγος είναι ότι στο σύστηµα δεν εξασκούνται
εξωτεϱικές δυνάµεις, άϱα η τετϱαδύναµη στο σύστηµα µηδενίϹεται ταυτοτικά: f = 0. Ως εκ τούτου, η
συνολική τετϱαοϱµή ptot του συστήµατος διατηϱείται σε κάϑε αδϱανεικό σύστηµα:

(ptot)i = (ptot)f (2.5.34)

Από τον οϱισµό της τετϱαοϱµής, είναι ϕανεϱό πως η διατήϱηση της ολικής τετϱαοϱµής ενός συστήµατος
είναι ισοδύναµη µε τη διατήϱηση της ολικής σχετικιστικής οϱµής p⃗tot του συστήµατος καϑώς και της
ολικής σχετικιστικής του ενέϱγειας Etot. Ο νόµος διατήϱησης της σχετικιστικής οϱµής (dp⃗tot/dt = 0)
και ενέϱγειας (dEtot/dt = 0) ισχύει σε όλα τα αδϱανειακά συστήµατα αναϕοϱάς.

(ptot)i = (ptot)f ⇒

(Etot)i = (Etot)f

(p⃗tot)i = (p⃗tot)f

(2.5.35)

2.6 Μετϱική - Metric

Η µετϱική είναι µια επιπϱόσϑετη δοµή µε την οποία εϕοδιάϹεται µια πολλαπλότητα η οποία πεϱιγϱάϕει
τη γεωµετϱία της. Παϱέχει έναν τϱόπο για τη µέτϱηση αποστάσεων ανάµεσα σε δύο σηµεία της
πολλαπλότητας και κατ’ επέκταση εµϐαδών, όγκων, γωνιών µεταξύ διανυσµάτων κτλ. Κύϱιος στόχος
της γενικής ϑεωϱίας της σχετικότητας είναι ο υπολογισµός της µετϱικής του χωϱόχϱονου, δεδοµένης
της ύλης και ενέϱγειας που πεϱιέχει, µε επίλυση των εξισώσεων του Einstein.

Οϱισµός 2.7: Μετϱική (Metric)

Ο µετϱικός τανυστής ή απλά µετϱική, είναι ένας τανυστής τάξης (0, 2) ο οποίος δϱα σε ένα
Ϲεύγος διανυσµάτων V,W που οϱίϹονται στο σηµείο p ∈M και δίνει έναν πϱαγµατικό αϱιϑµό, το
λεγόµενο εσωτεϱικό (ϐαϑµωτό) γινόµενο των δύο διανυσµάτων:

gp : TpM × TpM → R (2.6.1)

µε
gp(V,W ) = gp(∂µ, ∂ν)V

µW ν = gµν(x
κ(p))V µW ν ∈ R (2.6.2)

Επιλέγοντας ως ϐάση τη δυική coordinate basis η µετϱική στο σηµείο p ∈M γϱάϕεται:

gp = gµν(x
κ(p))dxµ ⊗ dxν (2.6.3)

Η µετϱική σε pseudo-Riemannian πολλαπλότητες διαϑέτει τις εξής δύο ιδιότητες:

1. Συµµετϱική: g(V,W ) = g(W,V ) ∀ V,W ∈ TpM δηλαδή gµν = gνµ

2. Μη-ιδιάϹουσα: Αν g(V,W ) = 0 ∀ W ∈ TpM τότε V = 0 δηλαδή det(gµν) ̸= 0

Σηµείωση: ∆ύο διανύσµατα V,W λέγονται οϱϑογώνια αν το εσωτεϱικό τους γινόµενο µηδενίϹεται:

g(V,W ) = gµνV
µW ν = 0

Σηµείωση: Το εσωτεϱικό γινόµενο g(V,W ) δύο διανυσµάτων συµβολίζεται επίσης µε ⟨V,W ⟩ ή V ·W .
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Με τη ϐοήθεια της µετϱικής υπολογίζουµε το στοιχείο µήκους, το οποίο ορίζεται ως η απόσταση
ανάµεσα σε δύο γειτονικά σηµεία xκ και xκ + dxκ που ϐρίσκονται απειϱοστά κοντά µεταξύ τους:

ds2 = gµνdx
µdxν (2.6.4)

Επιπλέον, το στοιχείο όγκου dV σε µια n-διάστατη πολλαπλότητα δίνεται από τη σχέση:

dV = |det(gµν)|1/2dx1dx2 . . . dxn (2.6.5)

Η µετϱική µας επιτϱέπει επίσης να πϱοσδιοϱίσουµε το µήκος µια καµπύλης που συνδέει δύο σηµεία
p και q. ΄Εστω λεία καµπύλη γ : (a, b) ⊂ R→M όπου γ(a) = p και γ(b) = q η οποία έχει εϕαπτόµενο
διάνυσµα V . Το µήκος της καµπύλης µε αϱχή το p και πέϱας το q δίνεται από τον τύπο:

s =

∫ b

a

dt
√

|g(V, V )|γ(t) =
∫ b

a

dt
√

|gµν
(
γ(t)

)
V µ(t)V ν(t)| (2.6.6)

Σε ένα σύστηµα συντεταγµένων όπου η καµπύλη παϱαµετϱοποιείται µε την παϱάµετϱο t ∈ (a, b) και
πεϱιγϱάϕεται από τις συντεταγµένες γ(t) ≡ xµ(t), το εϕαπτόµενο διάνυσµα έχει συνιστώσες V µ = dxµ(t)

dt

οπότε το µήκος της καµπύλης γϱάϕεται:

s =

∫ b

a

dt

√∣∣∣∣gµν(xα(t))dxµ(t)dt

dxν(t)

dt

∣∣∣∣ (2.6.7)

Τα στοιχεία της µετϱικής γράφονται ως συναρτήσεις των συντεταγµένων που επιλέξαµε. Ωστόσο το
πλήϑος των ϑετικών (p), αρνητικών (q) και µηδενικών (r) ιδιοτιµών της µετϱικής δεν εξαρτάται από
την επιλογή συστήµατος συντεταγµένων (Sylvester’s law) και ονοµάζεται υπογραφή (signature) της
µετϱικής. Συµβολίζεται µε (p, q, r) και υπακούει στον περιορισµό p+ q + r = n = dimM .

Αν όλες οι ιδιοτιµές της µετϱικής είναι ϑετικές, δηλαδή p = n και άϱα q = r = 0, τότε η µετϱική καθώς
επίσης και η αντίστοιχη πολλαπλότητα λέγονται Riemannian. Αν χαλαρώσουµε την παραπάνω συν-
ϑήκη ώστε η µετϱική να είναι απλώς µη-ιδιάϹουσα, δηλαδή r = 0, τότε η υπογραφή γράφεται (p, n−p)
και η µετϱική αλλά και η αντίστοιχη πολλαπλότητα ονοµάζονται pseudo-Riemannian. Στη γενική
σχετικότητα ενδιαφέρον παϱουσιάϹει µια υποκατηγορία των pseudo-Riemmanian πολλαπλοτήτων που
καλούνται Lorentzian στις οποίες η µετϱική διαθέτει µία µόνο αρνητική ιδιοτιµή οπότε η υπογραφή
λαµβάνει τη µοϱϕή (n − 1, 1) (στη ϕυσική υψηλών ενεργειών χρησιµοποιείται η σύµβαση (1, n − 1)
µε µία µόνο ϑετική ιδιοτιµή). Συγκεκριµένα, η ϐασική υπόθεση της γενικής σχετικότητας είναι πως ο
χωϱόχϱονος περιγράφεται σύµφωνα µε τον κάτωϑι οϱισµό:

Οϱισµός 2.8: Χωϱόχϱνος - Spacetime

Ο χωϱόχϱονος (M, g) στη γενική σχετικότητα µοντελοποιείται ως µια τετϱαδιάστατη (συνεκτική
και χϱονικά-πϱοσανατολίσιµη) Lorentzian διαϕοϱίσιµη πολλαπλότητα.

Η µετϱική χϱησιµοποιείται για τον πϱοσδιοϱισµό του µήκους/µέτϱου (norm) ενός διανύσµατος. Το
τετϱάγωνο του µήκους του διανύσµατος V δίνεται από τη σχέση:

|V |2 = g(V, V ) = gµνV
µV ν = V µVµ (2.6.8)
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Σηµείωση: Το τετράγωνο του µήκους σε µια pseudo-Riemannian πολλαπλότητα, όπου η µετϱική δεν
είναι ϑετικά ορισµένη (σε αντίθεση µε µια Riemmanian πολλαπλότητα), µποϱεί να λαµβάνει ϑετική,
αρνητική ή µηδενική τιµή.

Επιπϱόσϑετα, µέσω του εσωτεϱικού γινοµένου µποϱούµε να ορίσουµε τη γωνία θ που σχηµατίζουν
δύο µη-µηδενικά διανύσµατα V,W που ορίζονται στο ίδιο σηµείο. Στην πεϱίπτωση όπου το τετράγωνο
του µήκους των δύο διανυσµάτων είναι ϑετικό (τα δύο διανύσµατα είναι χωϱοειδή) έχουµε:

cosθ =
g(V,W )

|V | |W |
=

g(V,W )√
g(V, V )

√
g(W,W )

(2.6.9)

Η ιδιότητα 2 αναϕέϱει ότι η µετϱική είναι µη-ιδιάϹουσα (non-singular/non-degenerate) το οποίο
συνεπάγεται ότι ισχύει r = 0 και κατά συνέπεια η µετϱική αντιστϱέϕεται. Ο αντίστϱοϕος τανυστής της
µετϱικής g−1 είναι συµµετϱικός, τάξης (2, 0) και οι συνιστώσες του συµϐολίϹονται (g−1)µν ≡ gµν µε:

gµνgνρ = δµρ (2.6.10)

Η µετϱική οϱίϹει ισοµοϱϕισµό g : TpM → T ∗
pM ανάµεσα σε διανύσµατα και 1-forms. Το αντικείµενο

που πϱοκύπτει από τη δϱάση της g πάνω σε ένα διάνυσµα, µε το άλλο όϱισµα να αϕήνεται κενό,
αποτελεί ένα 1-form που σχετίϹεται µε το διάνυσµα αϕού εξαϱτάται ϱητά από αυτό. Συγκεκϱιµένα,
έστω διάνυσµα V ∈ TpM τότε το αντίστοιχο του 1-form είναι Ṽ ≡ g(V, ·) ∈ T ∗

pM µε συνιστώσες:

Vµ ≡ Ṽµ = Ṽ (∂µ) = g(V, ·)(∂µ) = g(V, ∂µ) = g(V ν∂ν , ∂µ) = V νg(∂ν , ∂µ) = gµνV
ν (2.6.11)

Αντίστϱοϕα, η δϱάση της g−1 πάνω σε ένα 1-form δίνει το αντίστοιχό του διάνυσµα µε συνιστώσες:

V µ = gµνVν (2.6.12)

Οι πράξεις αυτές είναι γνωστές ως ανέϐασµα/κατέϐασµα δεικτών (index raising/lowering) και επεκ-
τείνονται άµεσα σε τανυστές οποιασδήποτε τάξης.

2.6.1 Τοπικά Αδϱανειακά Συστήµατα Αναϕοϱάς - Local Inertial Frames

Η µετϱική σε κάϑε πολλαπλότητα µποϱεί τοπικά να λάϐει την κανονική της µοϱϕή, δηλαδή να γϱαϕεί
ως διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία ±1 και 0, µε χϱήση κατάλληλου συστήµατος συντεταγµένων. Στον
χωϱόχϱονο, αυτό σηµαίνει πως η µετϱική µποϱεί να γϱαϕεί ως η µετϱική Minkowski του επίπε-
δου χωϱόχϱονου της ειδικής σχετικότητας, µε τις διορθώσεις να είναι δεύτεϱης τάξης ως πϱος τις
συντεταγµένες αϕού οι δεύτεϱες παράγωγοι της µετϱικής εν γένει δεν µηδενίζονται σε κάποιον αυ-
ϑαίρετο χωϱόχϱονο. Εποµένως είναι πάντοτε δυνατή η κατασκευή ενός τοπικά αδρανειακού συστή-
µατος αναϕοϱάς (σύστηµα αναϕοϱάς Lorentz) όπου µε τον όϱο τοπικά εννοούµε σε κάϑε σηµείο του
χωϱόχϱονου ξεχωριστά και ενδεχοµένως σε µια αρκούντως µικϱή χωϱική και χϱονική περιοχή γύϱω
από αυτό. Το σύστηµα συντεταγµένων για το οποίο αυτό καθίσταται εϕικτό εξαρτάται από το σηµείο
έτσι εν γένει δεν µποϱεί να ϐρεθεί ενιαίο σύστηµα ως πϱος το οποίο ο χωϱόχϱονος να είναι παντού
επίπεδος, εκτός αν καθολικά έχει µηδενική καµπυλότητα. Η δυνατότητα να προσεγγίσουµε τον καµ-
πυλωµένο χωϱόχϱονο ως τοπικά επίπεδο ερµηνεύεται, µε όϱους κλασικής µηχανικής, από το γεγονός
ότι αν περιοριστούµε σε µικϱές περιοχές του χωϱόχϱονου το ϐαρυτικό πεδίο µποϱεί να ϑεωρηθεί
οµογενές σε πϱώτη τάξη και µάλιστα αµελητέο, µε τις διορθώσεις δεύτεϱης τάξης να αντιστοιχούν στις
"παλιρροϊκές δυνάµεις" (tidal forces). Οι δυνάµεις αυτές προκύπτουν ως αποτέλεσµα της καµπυλότη-
τας του χωϱόχϱονου που έχει ως συνέπεια να µην µηδενίζονται οι δεύτεϱες παράγωγοι της µετϱικής.
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Θεώϱηµα 2.1: Τοπικά Αδϱανειακά Συστήµατα Αναϕοϱάς (LIFs)

Σε κάϑε σηµείο p ∈ M του χωϱόχϱονου (και γενικότεϱα κάϑε πολλαπλότητας) υπάϱχει ένα
σύστηµα συντεταγµένων {xµ̂} στο οποίο η µετϱική διαγωνοποιείται στην κανονική της µοϱϕή,
δηλαδή:

gµ̂ν̂(x
κ̂(p)) = ηµ̂ν̂ + O[(xκ̂(p))2] (2.6.13)

όπου ηµν η µετϱική Minkowski.

Η σχέση (2.6.13) είναι ισοδύναµη µε τις συνθήκες gµ̂ν̂(xκ̂(p)) = ηµ̂ν̂ και ∂σ̂gµ̂ν̂ |xκ̂(p) = 0, ωστόσο
εν γένει ∂σ̂∂ρ̂gµ̂ν̂ |xκ̂(p) ̸= 0. Οι συντεταγµένες xκ̂ καλούνται τοπικά αδρανειακές συντεταγµένες
(locally inertial coordinates) και τα αντίστοιχα διανύσµατα ϐάσης δηµιουργούν το λεγόµενο τοπ-
ικό αδρανειακό/Lorentz σύστηµα αναϕοϱάς (local inertial/Lorentz frame ή LIF).

2.7 Αιτιακή ∆οµή - Causal Structure

Το γεγονός ότι τοπικά ο χωϱόχϱονος µοιάϹει µε τον χωϱόχϱονο Minkowski εισάγει αιτιακή δοµή στην
πολλαπλότητα. Συγκεκϱιµένα, ένα διάνυσµα Vp ∈ TpM στο σηµείο p ∈M χαϱακτηϱίϹεται ως:

1. Χωϱοειδές (Spacelike) αν gp(Vp, Vp) > 0

2. Φωτοειδές (Lightlike/Null) αν gp(Vp, Vp) = 0

3. Χϱονοειδές (Timelike) αν gp(Vp, Vp) < 0

Αιτιακά (causal) ονοµάϹονται τα διανύσµατα µε gp(Vp, Vp) ≤ 0 δηλαδή τα χϱονοειδή και ϕωτοειδή
διανύσµατα. Τα ϕωτοειδή διανύσµατα στο σηµείο p ϐϱίσκονται επί των γεννητόϱων ενός διπλού κώνου
ο οποίος ανήκει στον εϕαπτόµενο χώϱο TpM και έχει κοϱυϕή στο σηµείο p, γνωστός ως κώνος
ϕωτός (light/null cone) µε συµϐολισµό Cp. Ο κώνος αυτός διαχωϱίϹει τα χϱονοειδή από τα χωϱοειδή
διανύσµατα στο σηµείο p, καϑώς διανύσµατα που κατευϑύνονται στο εσωτεϱικό του είναι χϱονοειδή
ενώ αυτά που ϐϱίσκονται εκτός του κώνου είναι χωϱοειδή. Ο διπλός κώνος ϕωτός Cp πϱοκύπτει από
την ένωση δύο απλών κώνων ϕωτός, του C+

p που ονοµάϹεται µελλοντικός κώνος ϕωτός και του C−
p που

καλείται παϱελϑοντικός κώνος ϕωτός του σηµείου p.

Σχήµα 2.7.1: ∆ιπλός κώνος ϕωτός Cp που έχει κοϱυϕή στο σηµείο p και ανήκει στον εϕαπτόµενο χώϱο TpM .
Ο διπλός κώνος ϕωτός Cp αποτελείται από την ένωση του µελλοντικού κώνου ϕωτός C+

p και του παϱελϑοντικού
κώνου ϕωτός C−

p .
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Στη γενική σχετικότητα µελετάµε συνήϑως αστροφυσικούς χωϱόχϱονους, αποκλείοντας παθολογικούς
µη-αιτιακούς χωϱόχϱονους (π.χ. αυτούς που περιέχουν κλειστές αιτιακές καµπύλες - closed casual
curves). Αξιώνουµε εποµένως ότι µποϱούµε να αντιστοιχίσουµε µε συνεχή τϱόπο έναν µελλοντικό και
παρελθοντικό κώνο ϕωτός σε κάϑε σηµείο του χωϱόχϱονου (δηλαδή να ορίσουµε το ϐέλος του χρόνου)
οπότε λέµε ότι ο χωϱόχϱονος είναι χϱονικά-πϱοσανατολίσιµος (time-orientable). Πιο ϕορµαλισ-
τικά, µια Lorentzian πολλαπλότητα είναι χϱονικά-πϱοσανατολίσιµη αν και µόνο αν επιδέχεται ένα
λείο, µη-µηδενικό χρονοειδές διανυσµατικό πεδίο T . Επιλέγοντας ένα τέτοιο χρονοειδές διανυσµατικό
πεδίο T καθορίζουµε αυτοµάτως την κατεύϑυνση του άξονα του χρόνου, εκλέγουµε δηλαδή χϱονικό
προσανατολισµό (time orientation). ΄Ενα αιτιακό διάνυσµα V λέγεται µελλοντικά-κατευϑυνόµενο
(future-pointing) αν ϐρίσκεται στον ίδιο κώνο ϕωτός µε το διάνυσµα T (δηλαδή V µTµ < 0) τον οποίο
ταυτοποιούµε µε τον C+

p , αλλιώς αν ανήκει στον άλλο κώνο (δηλαδή V µTµ > 0), τον οποίο ταυτοποιούµε
µε τον C−

p , λέγεται παϱελϑοντικά-κατευϑυνόµενο (past-pointing).

Σηµείωση: Η εισαγωγή αιτιακής δοµής, δηλαδή η ανάθεση χϱονικού προσανατολισµού σε µια πολ-
λαπλότητα, είναι ισοδύναµη µε την εισαγωγή σύµµορφης δοµής (conformal structure). Με τον όϱο
σύµµορφη δοµή εννοούµε µια κλάση από Lorentzian µετϱικές [g] όπου οποιεσδήποτε δύο µετϱικές
g1, g2 ∈ [g] συνδέονται µέσω ενός σύµµορφου µετασχηµατισµού της µορφής g1 = Ω2g2 όπου Ω :
M → R+ µια λεία, ϑετική συνάϱτηση (σύµµορφος παράγοντας). Οι σύµµορφοι µετασχηµατισµοί
διατηϱούν τις γωνίες µεταξύ προσανατολισµένων καµπυλών (και µεταξύ διανυσµάτων) άϱα διατηϱούν
τους κώνους ϕωτός. Εποµένως δύο χωϱόχϱονοι των οποίων οι µετϱικές συνδέονται µε έναν σύµµορφο
µετασχηµατισµό έχουν ίδια αιτιακή δοµή.

Ο χαρακτήρας (character) µιας καµπύλης καθορίζεται από τον τύπο του εφαπτόµενου διανύσµατος σ’
αυτή. Τοπικά, µια καµπύλη γ(t) χαρακτηρίζεται ως χωροειδής/ϕωτοειδής/χϱονοειδής στο σηµείο της
p αν το εφαπτόµενο διάνυσµα Vp είναι χωροειδές/ϕωτοειδές/χϱονοειδές αντίστοιχα. Προφανώς, είναι
δυνατό µια καµπύλη να έχει διαφορετικό χαρακτήρα σε κάϑε σηµείο της, λ.χ. µποϱεί σε ένα σηµείο να
είναι χρονοειδής ενώ σε ένα άλλο χωροειδής, µε εξαίρεση τις γεωδαισιακές καµπύλες. Μια καµπύλη
λέγεται (καθολικά) χωροειδής/ϕωτοειδής/χϱονοειδής αν το εφαπτόµενο διάνυσµα στην καµπύλη εί-
ναι χωροειδές/ϕωτοειδές/χϱονοειδές σε κάϑε σηµείο της. Οποιαδήποτε δύο γεγονότα ανήκουν σε µια
χρονοειδή καµπύλη είναι χρονοειδώς χωρισµένα, αν ϐρίσκονται σε µια ϕωτοειδή καµπύλη είναι ϕω-
τοειδώς χωρισµένα ενώ αν ϐρίσκονται σε µια χωϱοειδή καµπύλη είναι χωροειδώς χωρισµένα. ΄Ετσι µια
χρονοειδής καµπύλη ϐρίσκεται πάντοτε στο εσωτεϱικό του τοπικού κώνου ϕωτός κάϑε σηµείου της,
µια ϕωτοειδής καµπύλη ϐρίσκεται επί του τοπικού κώνου ϕωτός και µια χωροειδής καµπύλη ϐρίσκε-
ται στο εξωτερικό του τοπικού κώνου ϕωτός. Από ϕυσικής άποψης αυτό είναι αναµενόµενο, εφόσον
τα ελεύθερα σωµατίδια µε µάϹα κινούνται µε ταχύτητα µικϱότεϱη από αυτή του ϕωτός και όπως ϑα
δούµε διατρέχουν χρονοειδείς γεωδαισιακές καµπύλες, πϱάγµα που σηµαίνει ότι η τετϱαταχύτητά
τους πϱέπει να ϐρίσκεται πάντα στο εσωτεϱικό του τοπικού κώνου ϕωτός.

Αιτιακές (causal) λέγονται οι χρονοειδείς και ϕωτοειδείς καµπύλες. Οι αιτιακές καµπύλες συνδέουν
γεγονότα στον χωϱόχϱονο τα οποία µποϱούν να επηρεάσουν το ένα το άλλο οπότε λέµε ότι τα γεγονότα
συνδέονται αιτιακά. Μια αιτιακή καµπύλη χαρακτηρίζεται µελλοντικά/παϱελϑοντικά προσανατολισ-
µένη (future/past directed) αν και µόνο αν το εφαπτόµενο διάνυσµα σε κάϑε σηµείο της (πεδίο
ταχυτήτων) είναι µελλοντικά/παϱελϑοντικά κατευθυνόµενο. Σε µια Lorentzian διαφορίσιµη πολ-
λαπλότητα (όπως ο χωϱόχϱονος) το µήκος s µιας χωροειδούς καµπύλης γ(λ) µε συντεταγµένες xµ(λ)
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Σχήµα 2.7.2: Οι χρονοειδείς καµπύλες (κοσµικές γραµµές σωµατιδίων µε µάϹα) διέρχονται πάντα από το
εσωτεϱικό του τοπικού κώνου ϕωτός κάϑε σηµείου τους, οι ϕωτοειδείς καµπύλες (κοσµικές γραµµές άµαϹων
σωµατιδίων π.χ. ϕωτονίων) ϐρίσκονται επάνω στον τοπικό κώνο ϕωτός κάϑε σηµείου τους ενώ οι χωροειδείς
καµπύλες διέρχονται πάντα από το εξωτερικό του τοπικού κώνου ϕωτός κάϑε σηµείου τους.

που ενώνει δύο σηµεία A και B δίνεται από τη σχέση:

s =

∫ B

A

(ds2)1/2 =

∫ λB

λA

(
gµν(x

α(λ))
dxµ

dλ

dxν

dλ

)1/2
dλ (2.7.1)

Για χϱονοειδείς καµπύλες οϱίϹουµε τον ιδίοχϱονο (proper time) τ µέσω της σχέσης dτ 2 = −ds2 =
−gµνdxµdxν > 0 η οποία συνεπάγεται:

τ =

∫ B

A

(−ds2)1/2 =
∫ λB

λA

(
− gµν(x

a(λ))
dxµ

dλ

dxν

dλ

)1/2
dλ (2.7.2)

Σηµείωση: Το µήκος και ο ιδιόχϱονος είναι ποσότητες που δεν εξαρτώνται από την παϱαµετϱοποίηση
της καµπύλης. Αναπαραµετροποίηση της καµπύλης αϕήνει το µήκος/τον ιδιόχϱονο αµετάβλητο.

Ο ιδιόχϱονος όντας το µήκος µιας χρονοειδούς καµπύλης αποτελεί µια αναλλοίωτη ποσότητα και
όλοι οι παϱατηϱητές συµφωνούν για την αριθµητική τιµή του. Είναι ουσιαστικά ο χϱόνος που µετϱάει
ένα ϱολόι που κινείται µαϹί µε το σωµατίδιο κατά µήκος της χρονοειδούς καµπύλης (wristwatch
time). Εναλλακτικά, ο ιδιόχϱονος είναι ο χϱόνος που καταγράφει το ϱολόι ενός συστήµατος αναϕοϱάς
ως πϱος το οποίο το σωµατίδιο ηρεµεί.

Οι ϕωτοειδείς καµπύλες έχουν εξ’ ορισµού µηδενικό µήκος, καθώς σε κάϑε σηµείο τους gµν dx
µ

dλ
dxν

dλ
= 0.
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Οι κοσµικές γραµµές των σωµατιδίων µε µάϹα είναι καµπύλες που παραµετροποιούνται από τον
ιδιόχϱονο τ που καταγράφει το ίδιο το σωµατίδιο, συνεπώς το εφαπτόµενο διάνυσµα σ’ αυτές είναι
η τετϱαταχύτητα uµ = dxµ

dτ
του σωµατιδίου. Ως εκ τούτου, οι κοσµικές γραµµές στον χωϱόχϱονο των

σωµατιδίων µε µάϹα είναι χρονοειδείς καθότι η τετϱαταχύτητα του σωµατιδίου κανονικοποιείται ως:

g(u, u) = uµuµ = gµνu
µuν = gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
=

(gµνdx
µdxν)

dτ 2
=
ds2

dτ 2
=

−dτ 2

dτ 2
= −1 (2.7.3)

Από την άλλη, οι κοσµικές γραµµές των άµαϹων σωµατιδίων είναι ϕωτοειδείς, διότι η παϱάµετϱος
λ που τις περιγράφει επιλέγεται µε τέτοιο τϱόπο ώστε το εφαπτόµενο διάνυσµα σ’ αυτές να είναι η
τετϱαοϱµή pµ = dxµ

dλ
του άµαζου σωµατιδίου που έχει µέτϱο g(p, p) = pµpµ = −m2 = 0.

2.7.1 Αιτιακή ∆οµή Υπεϱεπιϕανειών - Causal Structure of Hypersurfaces

Συµπληϱωµατικά, µποϱούµε να µελετήσουµε την αιτιακή δοµή των υπερεπιφανειών µιας πολλαπλότη-
τας. Μια υπερεπιφάνεια Σ είναι µια n − 1 διάστατη εµβαπτισµένη υποπολλαπλότητα (submanifold)
µιας n διάστατης πολλαπλότητας M , δηλαδή Σ ⊂ M . Εξειδικεύοντας στον χωϱόχϱονο, οι υπ-
ερεπιφάνειες είναι τρισδιάστατες υποπολλαπλότητες του χωϱόχϱονου. Μποϱούµε να ορίσουµε µια
υπερεπιφάνεια Σ προσδιορίζοντας µια συναρτησιακή σχέση µεταξύ των συντεταγµένων xµ της πολ-
λαπλότητας M , που να έχει τη µοϱϕή:

f(xµ) = 0 (2.7.4)

Ο οϱισµός (2.7.4) υποδηλώνει ότι η υπεϱεπιϕάνεια Σ είναι η ισοσταϑµική/ισοϋψής επιϕάνεια (level
surface) - εν πϱοκειµένω µηδενικού ύψους - της ϐαϑµωτής συνάϱτησης f δηλαδή η Σ αποτελείται
από το σύνολο σηµείων Σ = {p ∈ M : f(xµ(p)) = 0}. Εξ’ οϱισµού, η συνάϱτηση f παϱαµένει
σταϑεϱή πάνω σε οποιαδήποτε καµπύλη ανήκει στην υπεϱεπιϕάνεια Σ άϱα η δϱάση του διανύσµατος
V που εϕάπτεται στην υπεϱεπιϕάνεια Σ πάνω στη συνάϱτηση f δίνει V (f) = V µ∂µf = 0 ή ισοδύναµα
df(V ) = 0 δηλαδή η κλίση df είναι κάϑετη στο εϕαπτόµενο διάνυσµα V στη Σ. Το συνδιάνυσµα (1-
form) df = ∇f (ϑα δούµε ότι ο τελεστής ∇ συµπίπτει µε το διαϕοϱικό για ϐαϑµωτές συναϱτήσεις) έχει
συνιστώσες ∂µf = ∇µf και είναι οϱϑογώνιο σε κάϑε εϕαπτόµενο διάνυσµα V στην υπεϱεπιϕάνεια:

∇µf V
µ = 0 ⇒ gµν∇µf V ν = 0 (2.7.5)

Το αντίστοιχό διάνυσµα του ∇µf που δίνεται από τη σχέση ∇µf = gµν∇νf οϱίϹεται ως το κάϑετο
διάνυσµα Nµ στην υπεϱεπιϕάνεια:

Nµ = ∇µf = gµν∇νf (2.7.6)

Εξυπακούεται ότι το κάθετο διάνυσµα στην επιϕάνεια Σ : f(xµ) = 0 είναι κάθετο και στην οικογένεια
υπερεπιφανειών Σc : f(xµ) = c όπου c µια σταθερά. Το κάθετο διάνυσµα είναι µοναδικό πέϱαν
του προσανατολισµού του (µελλοντικά/παϱελϑοντικά κατευθυνόµενο) και του µήκους του. Αν είναι
χωροειδές ή χρονοειδές µποϱεί να κανονικοποιηθεί µε τϱόπο ώστε να έχει µοναδιαίο µήκος (µε αυ-
ϑαιρεσία στην επιλογή προσήµου - προσανατολισµού):

nµ = ± Nµ

|NµNµ|1/2
(2.7.7)

Μια υπερεπιφάνεια µποϱεί να χαρακτηριστεί ως πϱος την αιτιακή της δοµή µε ϐάση το κάθετο διανυσ-
µατικό πεδίο N σ’αυτή ή ισοδύναµα από την επαγόµενη µετϱική (induced metric) της. Η επαγόµενη
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µετϱική µιας υπερεπιφάνειας Σ περιγράφει την εσωτεϱική της γεωµετϱία και πϱοκύπτει από την πλήϱη
µετϱική g της περιβάλλουσας πολλαπλότητας M αφότου η Σ εµβαπτιστεί στην M (συγκεκριµένα η
επαγόµενη µετϱική είναι το αποτέλεσµα της δϱάσης στην g του pullback της απεικόνισης εµβάπτισης:
g
∣∣
Σ
= Φ∗g). Οι υπερεπιφάνειες Σ µιας Lorentzian πολλαπλότητας M κατηγοριοποιούνται ως εξής:

1. Χωϱοειδής (Spacelike) αν το κάϑετο διάνυσµα Np είναι χϱονοειδές σε κάϑε σηµείο p ∈ Σ.
Σε αυτή την πεϱίπτωση, η επαγόµενη µετϱική g

∣∣
Σ

είναι Riemannian (ϑετικά οϱισµένη).

2. Φωτοειδής (Lightlike/Null) αν το κάϑετο διάνυσµα Np είναι ϕωτοειδές σε κάϑε σηµείο p ∈ Σ.
Σε αυτή την πεϱίπτωση, η επαγόµενη µετϱική g

∣∣
Σ

είναι ιδιάϹουσα, έχει δηλαδή τουλάχιστον µία
µηδενική ιδιοτιµή. Ισοδύναµα, για κάϑε διάνυσµα Y υπάϱχει µη-µηδενικό διάνυσµα X ώστε
g
∣∣
Σ
(X, Y ) = 0. Οι ϕωτοειδείς ολοκληϱωτικές καµπύλες τουN λέγονται γεννήτοϱες (generators)

της ϕωτοειδούς υπεϱεπιϕάνειας Σ διότι µαϹί συνϑέτουν τη Σ.

3. Χϱονοειδής (Timelike) αν το κάϑετο διάνυσµα Np είναι χωϱοειδές σε κάϑε σηµείο p ∈ Σ.
Σε αυτή την πεϱίπτωση, η επαγόµενη µετϱική g

∣∣
Σ

είναι Lorentzian (υπογϱαϕή (−,+, . . . ,+)).

Σχήµα 2.7.1.1: Ο χαϱακτήϱας των υπεϱεπιϕανειών Σ καϑοϱίϹεται από τον χαϱακτήϱα του κάϑετου διανύσµατος
N σ’ αυτές. Η Σ καλείται χωϱοειδής αν NµNµ < 0 παντού στη Σ, ϕωτοειδής αν NµNµ = 0 και χϱονοειδής αν
NµNµ > 0. Αν η Σ είναι χωϱοειδής τότε δεν τέµνεται από τον κώνο ϕωτός ενός σηµείου της, αν είναι ϕωτοειδής ο
κώνος ϕωτός έχει γεννήτοϱα επί της Σ ενώ αν είναι χϱονοειδής τέµνεται από τον κώνο ϕωτός.

2.7.2 Επιϕάνεια Cauchy & Υπεϱϐολικότητα - Cauchy Surface & Hyperbolicity

Για την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων Einstein στον υπολογιστή, χρειάζεται να διατυπώσουµε
ένα πϱόϐληµα αρχικών τιµών (πϱόϐληµα Cauchy). Ειδικότερα, στόχος είναι αφότου προσδιορίσουµε
τη γεωµετϱία του χωϱόχϱονου σε κάποια αρχική χϱονική στιγµή t0 (προσδιορίζοντας τη µετϱική του
ή µεγέϑη των οποίων η γνώση καθορίζει πλήϱως τη µετϱική), να χρησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις
πεδίου του Einstein για να εξελίξουµε τις αρχικές συνθήκες και να κατασκευάσουµε ολόκληϱο τον
χϱονόχϱονο, για χϱονικές στιγµές t ≥ t0. Προκειµένου να καθίσταται αυτό δυνατό, πϱέπει να εργαζό-
µαστε µε καθολικά υπερβολικούς (globally hyperbolic) χωϱόχϱονους για τους οποίους, ξεκινώντας από
ένα σύνολο αρχικών δεδοµένων σε µια επιϕάνεια Cauchy, µποϱούµε να ϐϱούµε τη µοναδική λύση ενός
συστήµατος (ιδανικώς ισχυϱά) υπερβολικών και καλώς-τοποϑετηµένων (well-posed) διαφορικών εξ-
ισώσεων η οποία αντιστοιχεί στη χϱονική εξέλιξη των δεδοµένων αυτών. Αυτό ϑα οδηγήσει στην εύϱεση
της γεωµετϱίας ολόκληϱου του χωϱόχϱονου. Ο Geroch απέδειξε ότι για να είναι ένας χωϱόχϱονος
καθολικά υπερβολικός πϱέπει να επιδέχεται µια (υπεϱ)επιϕάνεια Cauchy Σ πϱάγµα που τον καθιστά

37



Κεϕ. 2 Στοιχεία Γενικής Σχετικότητας

διαφοροµορφικό µε τον χώϱο R × Σ. Για να καταλήξουµε στον οϱισµό της επιϕάνειας Cauchy και
του καθολικά υπερβολικά χωϱόχϱονου χρειαζόµαστε ορισµένες έννοιες αιτιότητας που περιγράφουν
την αιτιακή δοµή του χωϱόχϱονου και γενικότεϱα µιας χϱονικά-πϱοσανατολίσιµης διαφορίσιµης πολ-
λαπλότητας.

΄Εστω (M, g) µια χϱονικά-πϱοσανατολίσιµη διαφορίσιµη Lorentzian πολλαπλότητα (π.χ. ο χωϱόχϱονος).
Οι σχέσεις αιτιότητας (causality relations) ανάµεσα σε δύο σηµεία p, q ∈M ορίζονται ως εξής:

� p≪ q : υπάϱχει µελλοντικά πϱοσανατολισµένη χϱονοειδής καµπύλη στην M από το p στο q.
Λέµε ότι το p πϱοηγείται χϱονολογικά του q.

� p < q : υπάϱχει µελλοντικά πϱοσανατολισµένη αιτιακή καµπύλη στην M από το p στο q.
Λέµε ότι το p πϱοηγείται αιτιακά του q.

� p ≤ q : είτε p < q είτε τα σηµεία ταυτίϹονται p = q

΄Εστω τυχόν σηµείο - γεγονός p ∈ M . Το χϱονολογικό µέλλον (chronological future) I+(p) του
σηµείου p οϱίϹεται ως το σύνολο σηµείων της M τα οποία συνδέονται µε το p µέσω µιας µελλοντικά
πϱοσανατολισµένης χϱονοειδούς καµπύλης που αϱχίϹει από το p δηλαδή:

I+(p) = {q ∈M : p≪ q} (2.7.8)

Το χϱονολογικό µέλλον του p πεϱιλαµϐάνει γεγονότα που ϐϱίσκονται στο εσωτεϱικό του µελλοντικού
κώνου ϕωτός του p, µε τα οποία το p µποϱεί να επικοινωνήσει διαµέσου ενός σωµατιδίου µε µάϹα.
Οµοίως, το αιτιακό µέλλον (causal future) J+(p) του σηµείου p οϱίϹεται ως το σύνολο σηµείων της
M τα οποία συνδέονται µε το p µέσω µιας µελλοντικά πϱοσανατολισµένης αιτιακής καµπύλης που
αϱχίϹει από το p δηλαδή:

J+(p) = {q ∈M : p ≤ q} (2.7.9)

Το αιτιακό µέλλον του p περιλαµβάνει γεγονότα που ϐρίσκονται στο εσωτεϱικό καθώς και στην επιϕάνεια
του µελλοντικού κώνου ϕωτός του p, µε τα οποία το p µποϱεί να επικοινωνήσει διαµέσου ενός σήµατος
δηλαδή µέσω ενός ϕωτονίου ή ενός σωµατιδίου µε µάϹα. Βέϐαια, το αιτιακό µέλλον του p περιλαµβάνει
το ίδιο το σηµείο p (αλλά το χϱονολογικό µέλλον όχι) διότι ένα γεγονός συνδέεται µε τον εαυτό του
µέσω µιας τετριµµένης καµπύλης µηδενικού µήκους, δηλαδή µέσω µιας ϕωτοειδούς καµπύλης.

Γενικεύουµε τους πιο πάνω ορισµούς σε ένα υποσύνολο S ⊂M της πολλαπλότηταςM . Το χϱονολογικό
µέλλον του S ορίζεται ως το σύνολο σηµείων της πολλαπλότητας που συνδέονται µε τα σηµεία του S
µέσω µιας µελλοντικά προσανατολισµένης χρονοειδούς καµπύλης που έχει αϱχή στο S, δηλαδή:

I+(S) =
⋃
p∈S

I+(p) (2.7.10)

Οµοίως, το αιτιακό µέλλον της S οϱίϹεται:

J+(S) =
⋃
p∈S

J+(p) (2.7.11)

Σηµείωση: Tο χϱονολογικό παϱελϑόν I−(p) και αιτιακό παϱελϑόν J−(p) του σηµείου p καϑώς και
το χϱονολογικό παϱελϑόν I−(S) και αιτιακό παϱελϑόν J−(S) του συνόλου S οϱίϹονται µε ανάλογο
τϱόπο, όπου αντί µελλοντικά πϱοσανατολισµένων καµπυλών τα σηµεία συνδέονται µε παϱελϑοντικά
πϱοσανατολισµένες καµπύλες.

38



2.7. Αιτιακή ∆οµή - Causal Structure

Σχήµα 2.7.2.1: (a) Το χϱονολογικό µέλλον I+(p) και παϱελϑόν I−(p) του σηµείου p πεϱιλαµϐάνουν γεγονότα
στον µελλοντικό και παϱελϑοντικό κώνο ϕωτός αντίστοιχα, ενώ το αιτιακό µέλλον J+(p) και παϱελϑόν J−(p)
πεϱιλαµϐάνουν το εσωτεϱικό συν την επιϕάνεια των κώνων. (β) Το χϱονολογικό µέλλον I+(S) και παϱελϑόν
I−(S) καϑώς και το αιτιακό µέλλον J+(S) και παϱελϑόν J−(S) του συνόλου S οϱίϹονται από την ένωση των
αντίστοιχων συνόλων όλων των σηµείων της S.

Μια ϕυσική απαίτηση που µποϱούµε να ϑέσουµε για τον χωϱόχϱονο, είναι αυτή της ισχυϱής αιτιότη-
τας (strong casualty) η οποία αποκλείει παθολογικές καταστάσεις όπως κλειστές (και σχεδόν κλειστές)
αιτιακές καµπύλες που επιτρέπουν σε µελλοντικά γεγονότα να επηρεάσουν το παρελθόν τους. Μια
χϱονικά-πϱοσανατολίσιµη διαφορίσιµη Lorentzian πολλαπλότητα M είναι ισχυϱά αιτιακή (strongly
causal) αν για κάϑε σηµείο p ∈ M και οποιαδήποτε γειτονιά U ⊂ M του p, µποϱεί να ϐρεθεί µια
µικϱότεϱη γειτονιά V ⊂ U του p η οποία τέµνεται από κάϑε αιτιακή καµπύλη το πολύ µια ϕοϱά.
Με άλλα λόγια, σε κάϑε σηµείο µποϱούµε να ϐϱούµε µια γειτονιά V την οποία µόλις µια αιτιακή
καµπύλη τη διαπεράσει, δεν τη διαπερνά για δεύτεϱη ϕοϱά. Σε αυτή τη γειτονιά η αιτιακή καµπύλη
παϱαµένει πάντοτε σε κάποια πεπερασµένη απόσταση από τον εαυτό της και αϕού µια τέτοια γειτονιά
υπάρχει γύϱω από όλα τα σηµεία ενός ισχυϱά αιτιακού χωϱόχϱονου, συνάγουµε πως η καµπύλη δεν
µποϱεί να συναντήσει πουθενά τον εαυτό της ούτε να πλησιάσει αυθαίρετα κοντά στον εαυτό της.

Υπάϱχει επίσης µια πιο ισχυϱή έννοια αιτιότητας, αυτή της σταθερής αιτιότητας (stable causal-
ity). ΄Ενας χωϱόχϱονος λέγεται σταθερά αιτιακός (stably causal) αν παϱαµένει αιτιακός (δεν περιέχει
κλειστές αιτιακές καµπύλες) κάτω από µικϱές διαταραχές της µετϱικής του. ∆ηλαδή ένας χωϱόχϱονος
(M, g) είναι σταθερά αιτιακός αν υπάρχει χρονοειδές πεδίο ωµ τέτοιο ώστε ο χωϱόχϱονος (M, g′), µε
g′µν = gµν − ωµων, να µην περιέχει κλειστές αιτιακές καµπύλες. Η σταθερή αιτιότητα συνεπάγεται
ισχυϱή αιτιότητα (το αντίστροφο δεν ισχύει). Ο Hawking απέδειξε ότι ένας χωϱόχϱονος είναι σταθερά
αιτιακός αν και µόνο αν υπάρχει λεία συνάϱτηση t : M → R τέτοια ώστε το διανυσµατικό πεδίο µε
συνιστώσες −∇µt να είναι παντού µελλοντικά κατευθυνόµενο. Η συνάϱτηση αυτή λέγεται συνάϱτηση
καθολικού χρόνου (global time function), διότι διαδραµατίζει τον ϱόλο ενός "κοσµικού ϱολογιού",
µιας και η t αυξάνεται κατά µήκος κάϑε µελλοντικά προσανατολισµένης αιτιακής καµπύλης.
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΄Εστω µια µελλοντικά προσανατολισµένη αιτιακή καµπύλη γ(t) όπου γ : I → M . Το σηµείο p ∈ M
καλείται µελλοντικό τελικό σηµείο (future endpoint) της καµπύλης γ(t) αν για κάϑε γειτονιά O ∋ p
υπάρχει t0 ∈ I τέτοιο ώστε γ(t) ∈ O, ∀t > t0. Αυτό σηµαίνει ότι µετά από µια συγκεκριµένη τιµή
της παϱαµέτϱου t όλα τα σηµεία τα καµπύλης περιορίζονται σε µια µικϱή γειτονιά γύϱω από το µελ-
λοντικό τελικό σηµείο p, έτσι ϑεωρούµε ότι η καµπύλη τερµατίζει. Κατ’ αναλογία, το σηµείο p ∈ M
καλείται παρελθοντικό τελικό σηµείο (past endpoint) της παρελθοντικά προσανατολισµένης αιτιακής
καµπύλης γ(t) αν για κάϑε γειτονιά O ∋ p υπάρχει t0 ∈ I τέτοιο ώστε γ(t) ∈ O, ∀t < t0. Από τον
οϱισµό (2.4) η διαφορίσιµη πολλαπλότητα M είναι τοπολογικός χώϱος Hausdorff (διακριτά σηµεία
ανήκουν ξένες γειτονιές) έτσι συµπεραίνουµε ότι µια µελλοντικά/παϱελϑοντικά προσανατολισµένη
αιτιακή καµπύλη µποϱεί να έχει το πολύ ένα µελλοντικό/παϱελϑοντικό τελικό σηµείο.

Μια αιτιακή καµπύλη ονοµάζεται µελλοντικά µη-επεκτάσιµη (future inextendible) αν δεν έχει µελ-
λοντικό τελικό σηµείο και παρελθοντικά µη-επεκτάσιµη (past inextendible) αν δεν έχει παρελθοντικό
τελικό σηµείο. ∆ιαισθητικά, µια µελλοντικά µη-επεκτάσιµη καµπύλη γ : (a, b) → M δεν σταµατάει
σε κάποιο πεπερασµένο σηµείο, συνεχίϹει µέχϱι το άπειϱο του αιτιακού της µέλλοντος και αυτό έπεται
ότι το όϱιο limt→b− γ(t) δεν υπάρχει. Αν µια αιτιακή καµπύλη είναι µελλοντικά µη-επεκτάσιµη καθώς
και παρελθοντικά µη-επεκτάσιµη, δηλαδή δεν έχει µελλοντικό ούτε παρελθοντικό τελικό σηµείο, τότε
καλείται µη-επεκτάσιµη (inextendible).

Σηµείωση: Αν ένας χωϱόχϱονος (M, g) είναι ισχυϱά αιτιακός, τότε η µελλοντικά προσανατολισµένη
αιτιακή καµπύλη γ : I → K που ανήκει στο συµπαγές (κλειστό και ϕραγµένο) σύνολο K ⊂ M έχει
υποχρεωτικά µελλοντικό τελικό σηµείο στο K (και η παρελθοντικά προσανατολισµένη καµπύλη −γ
έχει παρελθοντικό τελικό σηµείο στο K). Αυτό σηµαίνει ότι σε έναν ισχυϱά αιτιακό χωϱόχϱονο, µια
µελλοντικά µη-επεκτάσιµη αιτιακή καµπύλη δεν µποϱεί να περιοριστεί σε ένα συµπαγές υποσύνολο
K αϕού δεν διαθέτει µελλοντικό τελικό σηµείο, οπότε αν ξεκινάει από το K αναγκαστικά εξέρχεται
και δεν επιστϱέϕει. Οµοίως για παρελθοντικά προσανατολισµένες αιτιακές καµπύλες.

΄Ενα υποσύνολο S ⊂ M ονοµάζεται άχϱονο (achronal) αν δεν υπάρχει µελλοντικά προσανατολισ-
µένη χρονοειδής καµπύλη που να τέµνει το S δύο ϕοϱές, δηλαδή ένα σηµείο της επιϕάνειας S δεν
µποϱεί να ανήκει στο χϱονολογικό µέλλον ενός άλλου σηµείου της S. ΄Ετσι για κάϑε p, q ∈ S ισχύει
p ̸∈ I+(q) και q ̸∈ I+(p). Εποµένως η ικανή και αναγκαία συνθήκη που καθιστά ένα σύνολο S άχϱονο
είναι:

I+(S) ∩ S = ∅ (2.7.12)

Σχήµα 2.7.2.2: ΄Αχϱονο σύνολο (αϱιστεϱά) και µη-άχϱονο σύνολο (δεξιά).
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Θεωϱούµε τώϱα ένα κλειστό άχϱονο σύνολο S ⊂ M . Το µελλοντικό πεδίο εξάϱτησης (future domain
of dependence) του S συµϐολίϹεται D+(S) και οϱίϹεται ως το σύνολο σηµείων:

D+(S) = {p ∈M : κάϑε παϱελϑοντικά µη-επεκτάσιµη αιτιακή καµπύλη που διέϱχεται από το p τέµνει το S}
(2.7.13)

Αντίστοιχα, το παϱελϑοντικό πεδίο εξάϱτησης (past domain of dependence) του S συµϐολίϹεται D−(S)
και οϱίϹεται ως το σύνολο σηµείων:

D−(S) = {p ∈M : κάϑε µελλοντικά µη-επεκτάσιµη αιτιακή καµπύλη που διέϱχεται από το p τέµνει το S}
(2.7.14)

Το (συνολικό) πεδίο εξάϱτησης του S ορίζεται από την ένωση: D(S) = D+(S) ∪D−(S).

Σηµείωση: To µελλοντικό/παϱελϑοντικό πεδίο εξάϱτησης είναι γνωστά και ως µελλοντικό/παϱελϑοντικό
ανάπτυγµα Cauchy (future/past Cauchy development) ενώ το (συνολικό) πεδίο εξάϱτησης λέγεται
επίσης ανάπτυγµα Cauchy (Cauchy development).

Στην ουσία το σύνολο S αποτελεί το παρελθόν της περιοχής D+(S) του χωϱόχϱονου, δηλαδή κάϑε
σηµείο του D+(S) λαµβάνει σήµατα αποκλειστικά από σηµεία του S (σήµατα από σηµεία εκτός του S
δεν ϕτάνουν στην περιοχή D+(S)) τα οποία καθορίζουν την κατάστασή του µιας και όλες οι αιτιακές
καµπύλες που διέρχονται από το p ∈ D+(S) τέµνουν την S στο παρελθόν. Κατ’ αναλογία, το σύνολο S
αποτελεί το µέλλον της περιοχής D−(S) εφόσον γεγονότα του D−(S) επηρεάζουν µόνο γεγονότα που
ανήκουν στο σύνολο S, οπότε προσδιορίζοντας δεδοµένα στο S καθορίζουµε µια συγκεκριµένη διαµόρ-
ϕωση παρελθοντικών γεγονότων στην D−(S) η οποία όταν εξελιχθεί χϱονικά δίνει το σύνολο S. Υπό
αυτή την έννοια, λέµε ότι προσδιορίζουµε αρχικά δεδοµένα στο S, τα οποία καθορίζουν πλήϱως και µε
µοναδικό τϱόπο την ϕυσική κατάσταση του συνολικού πεδίου εξάϱτησης D(S) = D+(S)∪D−(S). Για
τον λόγο αυτό το D(S) λέγεται επίσης περιοχή πλήϱους αιτιακής εξάϱτησης, διότι περιλαµβάνει όλα
εκείνα τα γεγονότα του χωϱόχϱονου που κείτονται στο παρελθόν (αίτια) και το µέλλον (αποτελέσµατα)
του S τα οποία επηρεάζονται (εξαρτώνται αιτιακά) αποκλειστικά από την κατάσταση του S. Γνωρίζοντας
την κατάσταση του S, διατυπώνοντας δηλαδή αρχικές συνθήκες, µποϱούµε να προβλέψουµε γεγονότα
του µέλλοντος και του παρελθόντος που ανήκουν στην περιοχή D(S).

Σηµείωση: Προφανώς, ένα σηµείο p του χωϱόχϱονου µποϱεί να ανήκει στο αιτιακό µέλλον της S,
p ∈ J+(S) αλλά όχι στο µελλοντικό πεδίο εξάϱτησης p ̸∈ D+(S). Εν γένει λοιπόν, ισχύει:

D+(S) ⊆ J+(S) (2.7.15)

Αυτό συµϐαίνει όταν υπάϱχει µελλοντικά πϱοσανατολισµένη αιτιακή καµπύλη που να συνδέει το p µε
την S, αλλά αυτό δεν ισχύει για κάϑε τέτοια καµπύλη, δηλαδή το p συνδέεται αιτιακά και µε σηµεία
εκτός της S. Σε αυτή την πεϱίπτωση το παϱελϑόν του p δεν καϑοϱίϹεται εξ’ ολοκλήϱου από την S και
δεδοµένα στην S δεν επαϱκούν για να πϱοϐλέψουµε την κατάσταση του σηµείου p.
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Σχήµα 2.7.2.3: (a) Το µελλοντικό D+(S) και παρελθοντικό D−(S) πεδίο εξάϱτησης του κλειστού και άχϱονου
συνόλου S συναποτελούν το συνολικό πεδίο εξάϱτησης D(S). Κάϑε µη-επεκτάσιµη αιτιακή καµπύλη που διέρχε-
ται από σηµεία του D(S) τέµνει το S ακϱιϐώς µια ϕοϱά. (b) Πεδίο εξάϱτησης του συνόλου S σε χωϱόχϱονο µε
ιδιόµορφο σηµείο (singularity). Το σηµείο q δεν ανήκει στο D+(S) διότι υπάρχει παρελθοντικά µη-επεκτάσιµη
αιτιακή καµπύλη που διέρχεται από αυτό, η οποία δεν τέµνει το S καθότι πέϕτει στην ιδιοµορφία και τερµατίζει.

Το σύνοϱο του D+(S) λέγεται µελλοντικός οϱίϹοντας Cauchy του S και συµϐολίϹεται H+(S). Είναι
το όϱιο µελλοντικών γεγονότων (απώτεϱα γεγονότα στο µέλλον) τα οποία µποϱούν να πϱοϐλεϕϑούν
από τα δεδοµένα που οϱίϹονται στο S. Αντιστοίχως, το σύνοϱο του D−(S) λέγεται παϱελϑοντικός
οϱίϹοντας Cauchy του S και συµϐολίϹεται H−(S). Είναι το όϱιο παϱελϑοντικών γεγονότων (νωϱίτεϱα
γεγονότα στο παϱελϑόν) τα οποία µποϱούν να πϱοϐλεϕϑούν από τα δεδοµένα που οϱίϹονται στο S.
Φοϱµαλιστικά, οι οϱίϹοντες Cauchy πϱοσδιοϱίϹονται από τις σχέσεις:

H+(S) = D+(S)− I−(D+(S)) (2.7.16)

H−(S) = D−(S)− I+(D−(S)) (2.7.17)

όπου A δηλώνει την τοπολογική κλειστότητα του A και A − B ≡ A \ B δηλώνει τη διαφορά δύο
συνόλων (στοιχεία του A που δεν ανήκουν στο B).

Οι δύο ορίζοντες είναι ϕωτοειδείς επιϕάνειες καθότι σχηµατίζονται από ϕωτοειδείς καµπύλες. Μποϱεί
να δειχθεί ότι ο µελλοντικός και παρελθοντικός ορίζοντας Cauchy είναι και οι δύο κλειστοί (ως τοµή
κλειστών συνόλων) και άχϱονοι (δεν υπάρχει χρονοειδής καµπύλη που να συνδέει δύο σηµεία του
ορίζοντα). ΜαϹί συνιστούν τον (συνολικό) ορίζοντα Cauchy H(S) του S, µέσω της ένωσης:

H(S) = H+(S) ∪H−(S) (2.7.18)

O οϱίϹοντας Cauchy H(S) αποτελεί το σύνοϱο του πεδίου εξάϱτησης D(S). Γεγονότα που ϐϱίσκονται
πέϱα από τη συνοϱιακή επιϕάνειαH(S) δεν µποϱούν να πϱοϐλεϕϑούν ντετεϱµινιστικά από τη χϱονική
εξέλιξη κάποιων αϱχικών δεδοµένων που οϱίϹονται στο S.
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Σχήµα 2.7.2.4: ∆ιδιάστατη (αϱιστεϱά) και τϱισδιάστατη (δεξιά) απεικόνιση της αιτιακής δοµής του κλειστού και
άχϱονου συνόλου S. Με D+(S)/D−(S) συµϐολίϹουµε το µελλοντικό/παϱελϑοντικό πεδίο εξάϱτησης του S του
οποίου η συνοϱιακή επιϕάνεια H+(S)/H−(S) λέγεται µελλοντικός/παϱελϑοντικός οϱίϹοντας Cauchy.

∆ιαϑέτουµε πλέον όλα τα απαϱαίτητα εργαλεία προκειµένου να διατυπώσουµε τον οϱισµό της επιϕάνειας
Cauchy.

Οϱισµός 2.9: Eπιϕάνεια Cauchy - Cauchy surface

΄Ενα κλειστό και άχϱονο σύνολο Σ ⊂M λέγεται (υπεϱ)επιϕάνεια Cauchy του χωϱόχϱονου (M, g)
αν το πεδίο εξάρτησής του είναι ολόκληϱος ο χωϱόχϱονος: D(Σ) =M . Ισοδύναµα, το Σ αποτελεί
επιϕάνεια Cauchy αν και µόνο αν ο ορίζοντας Cauchy του είναι κενός: H(Σ) = ∅.

Η επιϕάνεια Cauchy Σ τέµνεται από κάϑε µη-επεκτάσιµη αιτιακή καµπύλη του M (καµπύλη
χωϱίς µελλοντικό ή παρελθοντικό τελικό σηµείο) ακϱιϐώς µια ϕοϱά. Αυτό σηµαίνει ότι ολόκληϱος
ο χωροχρόνος είναι αιτιακά συνδεδεµένος µε την άχϱονη υπερεπιφάνεια γεγονότων Σ.

Με ϕυσικούς όϱους η ύπαϱξη επιϕάνειας Cauchy είναι εξέχουσας σηµασίας, διότι προσδιορίζον-
τας αρχικά δεδοµένα σε µια επιϕάνεια Cauchy µποϱούµε να προβλέψουµε τη γεωµετϱία όλου το
χωϱόχϱονου, εξελίσσοντας χϱονικά τα δεδοµένα στο µέλλον και το παρελθόν της επιϕάνειας, µέσω των
εξισώσεων Einstein.

Οϱισµός 2.10: Καϑολικά Υπεϱϐολικός Χωϱόχϱονος - Globally hyperbolic spacetime

΄Ενας χωϱόχϱονος (M, g) ονοµάϹεται καϑολικά υπεϱϐολικός αν και µόνο αν επιδέχεται επιϕάνεια
Cauchy Σ.

Σηµείωση: Αν ένας χωϱόχϱονος είναι καθολικά υπερβολικός, έπεται ότι είναι σταθερά αιτιακός (stably
causal), επιδέχεται δηλαδή συνάϱτηση καθολικού χρόνου. Συνεπώς είναι και ισχυϱά αιτιακός.
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Σηµείωση: Παϱόλο που ένας τυχαίος χωϱόχϱονος δεν είναι κατ’ ανάγκη καθολικά υπερβολικός, µέχϱι
στιγµής έχει παϱατηϱηϑεί ότι όλοι οι αστροφυσικοί χωϱόχϱονοι που µελετώνται στη γενική σχετικότητα
είναι πράγµατι καθολικά υπερβολικοί.

Εϕόσον ένας καθολικά υπερβολικός χωϱόχϱονος είναι σταθερά αιτιακός και η επιϕάνεια Cauchy εί-
ναι άχϱονη (τα σηµεία της δεν συνδέονται αιτιακά µεταξύ τους), µποϱεί να ϑεωρηθεί ως τοµή του
χωϱόχϱονου σε µια συγκεκριµένη χϱονική στιγµή t0. Με άλλα λόγια αποτελεί την ισοσταθµική
επιϕάνεια µε τιµή t0 της συνάϱτησης καθολικού χρόνου t που ορίζεται σε όλο τον χωϱόχϱονο, δηλαδή:

Σt0 = {p ∈M : t(p) = t0} (2.7.19)

Η συνάϱτηση t διαδραµατίζει τον ϱόλο µιας παγκόσµιας χϱονικής συντεταγµένης του χωϱόχϱονου η
οποία είναι γνησίως αύξουσα κατά µήκος κάϑε µελλοντικά προσανατολισµένης αιτιακής καµπύλης.

Συνεπώς προσδιορίζοντας αρχικά δεδοµένα σε µία µόνο τοµή ενός καθολικά υπερβολικού χωϱόχϱονου,
συγκεκριµένα στην επιϕάνεια Cauchy, µποϱούµε να γνωρίζουµε όλα τα γεγονότα που έχουν συµβεί
ή ϑα συµβούν στον υπό µελέτη χωϱόχϱονο. Τονίζεται ότι σε έναν υπερβολικό χωϱόχϱονο η επιϕάνεια
Cauchy δεν είναι µοναδική, καθώς µε έναν οµοιοµορφισµό µποϱούµε να την παραµορφώσουµε
διατηρώντας την τοπολογία της, παίρνοντας έτσι µια νέα επιϕάνεια Cauchy οµοιοµορφική µε την
πϱώτη. ΄Αϱα οποιοσδήποτε δύο επιϕάνειες Cauchy σε έναν καθολικά υπερβολικά χωϱόχϱονο είναι
οµοιοµορφικές µεταξύ τους.

Σχήµα 2.7.2.5: Ο καϑολικά υπεϱϐολικός χωϱόχϱονος (M, g) διαϑέτει την επιϕάνεια Cauchy Σ1 η οποία τέµνεται
από κάϑε µη-επεκτάσιµη (χωϱίς αϱχή και τέλος) αιτιακή καµπύλη του M σε ακϱιϐώς ένα σηµείο. Η επιϕάνεια
Cauchy δεν είναι µοναδική, για παϱάδειγµα η Σ2 είναι επίσης επιϕάνεια Cauchy του M οµοιοµοϱϕική µε τη Σ1.

Σύµϕωνα µε τον Geroch, η τοπολογία ενός καϑολικά υπεϱϐολικού χωϱόχϱονου καϑοϱίϹεται πλήϱως
από την τοπολογία της επιϕάνειας Cauchy που επιδέχεται. Συγκεκϱιµένα, ο καϑολικά υπεϱϐολικός
χωϱόχϱονος M είναι ισοµετϱικός µε τον R × Σ, όπου Σ µια επιϕάνεια Cauchy του M . Το σχετικό
ϑεώϱηµα παϱατίϑεται πιο κάτω.

Σηµείωση: Η ισοµετϱία είναι µια ειδική κατηγοϱία διαϕοϱοµοϱϕισµού που διατηϱεί τη γεωµετϱία.
Λέµε ότι δύο χωϱόχϱονοι (M, g) και (M ′, g′) είναι ισοµετϱικοί αν υπάϱχει διαϕοϱοµοϱϕισµός ϕ :
M →M ′ τέτοιος ώστε gµν = ϕ∗g′µν (όπου ϕ∗ το pullback που ϑα οϱιστεί στην επόµενη ενότητα).
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Θεώϱηµα 2.2: Θεώϱηµα Geroch (Τοπολογία καϑολικά υπεϱϐολικού χωϱόχϱονου)

Αν Σ είναι µια επιϕάνεια Cauchy του χωϱόχϱονου (M, g) τότε ο M είναι ισοµετϱικός µε τον χώϱο
R× Σ.

Αυτό συνεπάγεται ότι υπάρχει µια λεία συνάϱτηση καθολικού χρόνου (global time function)
t : M → R τέτοια ώστε το χρονοειδές διάνυσµα µε συνιστώσες −∇µt να είναι µελλοντικά κατευ-
ϑυνόµενο και κάθετο στις χωροειδείς υπερεπιφάνειες σταθερού χρόνου Σt οι οποίες αποτελούν
επιϕάνειες Cauchy µε την ίδια τοπολογία όπως αυτή της Σ. Η οικογένεια µη-τεµνόµενων υπ-
ερεπιφανειών Σt καλύπτει πλήϱως τον χωϱόχϱονο M υπό την έννοια M =

⋃
t∈RΣt και καλείται

διαµέριση (foliation) του M .

Σηµείωση: Η λεία συνάϱτηση t : M → R λέγεται επίσης και χϱονική συνάϱτηση Cauchy (Cauchy
time-function) διότι οι ισοσταθµικές επιϕάνειες Σt της t είναι επιϕάνειες Cauchy. ΄Ολα τα σηµεία
p ∈ Σt µιας δεδοµένης επιϕάνειας Cauchy Σt αντιστοιχούν στον ίδιο (παγκόσµιο) χϱόνο t(p) = t,
οπότε οι Σt παριστάνουν στιγµιότυπα του χωϱόχϱονου.

Ειδικότεϱα, γράφοντας M ∼= R× Σ, εννοούµε ότι µποϱούµε να περιγράψουµε τον χωϱόχϱονο χρησι-
µοποιώντας τη διάσταση R (που αναφέρεται στον άξονα του καθολικού χρόνου t ∈ R) σε συνδυασµό
µε την τρισδιάστατη χωϱοειδή υπερεπιφάνεια Cauchy Σ η οποία παϱιστάνει µια τρισδιάστατη χωϱική
ϕέτα του χωϱόχϱονου σε κάποια δεδοµένη χϱονική στιγµή. Συνεπώς το ϑεώϱηµα του Geroch µας
επιτϱέπει να πραγµατοποιήσουµε διαχωρισµό του χωϱόχϱονου σε χώϱο και χϱόνο, µέσω του
λεγόµενου "3+1" ϕορµαλισµού, τον οποίο ϑα εξετάσουµε στο Κεφάλαιο 3.

2.8 Παϱάγωγος Lie - Lie Derivative

Η παράγωγος Lie γενικεύει την ιδέα της κατευθυνόµενης παραγώγου καθώς δίνει τον ϱυθµό µεταϐολής
ενός τανυστή κατά µήκος των ολοκληϱωτικών καµπυλών (ή γραµµών ϱοής) ενός δεδοµένου διανυσ-
µατικού πεδίου. Προκειµένου να εισάγουµε µια παράγωγο σε µια πολλαπλότητα, χρειάζεται να
ϐϱούµε τϱόπο να συγκρίνουµε τανυστές που ορίζονται σε διαφορικά σηµεία της πολλαπλότητας.
Αυτό επιτυγχάνεται µέσω του Lie dragging σε συνδυασµό τις απεικονίσεις pushforward/pullback που
επάγει. Για τον οϱισµό τους, πϱέπει πϱώτα να ορίσουµε την έννοια του διαφοροµορφισµού ανάµεσα
σε δύο πολλαπλότητες.

Οϱισµός 2.11: ∆ιαϕοϱοµοϱϕισµός - Diffeomorphism

΄Εστω M,N δύο διαϕοϱίσιµες πολλαπλότητες και ϕ : M → N µια συνάϱτηση. Η συνάϱτηση ϕ
λέγεται διαϕοϱοµοϱϕισµός (diffeomorphism) αν ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες:

1. ϕ είναι 1− 1 και επί (bĳection - αντιστϱέψιµη)

2. ϕ είναι διαϕοϱίσιµη/λεία (C∞)

3. ϕ−1 : N →M είναι διαϕοϱίσιµη/λεία (C∞)

Αν υπάρχει διαφοροµορφισµός ϕ : M → N τότε οι πολλαπλότητες M,N λέγονται διαφορο-
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µορφικές (diffeomorphic). Αν ϕ : M → N διαφοροµορφισµός και p ∈ M τότε ο ϕ επάγει µια
απεικόνιση που καλείται διαφορικό (differential):

ϕ∗ ≡ dϕ : TpM → Tϕ(p)N (2.8.1)

η οποία είναι ισοµοϱϕισµός (isomorphism) ανάµεσα στους εϕαπτόµενους χώϱους TpM,Tϕ(p)N .

΄Εστω λείο διανυσµατικό πεδίο V στην κατεύϑυνση του οποίου ϑέλουµε να υπολογίσουµε την παράγ-
ωγο Lie του τανυστικού πεδίου T . Θεωρούµε σηµείο p ∈M στο οποίο ορίζεται ο τανυστής Tp. Επίσης
ϑεωρούµε µια µονοπαϱαµετϱική οικογένεια διαφοροµορφισµών ϕt : R ×M → M µε γεννήτορα
το πεδίο V (ϱοή - flow παραγόµενη από το πεδίο V ), η οποία µετατοπίϹει σηµεία κατά µήκος της
ολοκληϱωτικής καµπύλης του V κατά απόσταση t ∈ R. Φορµαλιστικά η ϱοή του V ορίζεται:

ϕt(p) ≡ ϕ(t, p) = γp(t) (2.8.2)

όπου γp(t) η ολοκληϱωτική καµπύλη του V η οποία διέρχεται από το σηµείο p = ϕ0(p) = γp(0)
(µε ϕ0 = 1 η ταυτοτική απεικόνιση). Χρησιµοποιώντας την απεικόνιση ϕt µετακινούµε το σηµείο p
πάνω στην ολοκληϱωτική καµπύλη του V κατά συγκεκριµένη απόσταση t, µέχϱι να ϕτάσουµε σε ένα
καινούργιο σηµείο ϕt(p) ≡ q. Η διαδικασία αυτή είναι γνωστή ως Lie dragging. Οµοίως µποϱούµε
να µετατοπίσουµε κατά Lie µια καµπύλη σ στην κατεύϑυνση του V σέρνοντας όλα τα σηµεία της κατά
την ίδια απόσταση t, δηλαδή ϕt ◦ σ. Στο σηµείο ϕt(p) που πϱοκύπτει από Lie dragging µποϱούµε να
ορίσουµε τανυστές που σχετίζονται µε τους τανυστές στο αρχικό σηµείο p µέσω µιας απεικόνισης που
επάγεται από τη ϕt (γενίκευση του διαφορικού) η οποία ονοµάζεται pushforward και συµβολίζεται
(ϕt)∗ ≡ dϕt : T

(r,s)
p M → T

(r,s)
ϕt(p)

M .

Το pushforward ενός τανυστή Tp ∈ T
(r,s)
p M που επάγεται από έναν διαφοροµορφισµό ϕ είναι επίσης

τανυστής τάξης (r, s) ο οποίος ορίζεται στο ϕ(p), συµβολίζεται ϕ∗T ∈ T
(r,s)
ϕ(p)M και η δϱάση του δίνεται

µέσω της σχέσης:

(ϕ∗T )(ω1, . . . , ωr, V1, . . . , Vs) = T [ϕ∗ω1, . . . , ϕ
∗ωr, (ϕ

−1)∗V1, . . . , (ϕ
−1)∗Vs] (2.8.3)

Σχήµα 2.8.1: (a) Οϱισµός του Lie dragging. Το σηµείο p µετατοπίϹεται κατά απόσταση t µέσω της ϱοής ϕt που
παϱάγει το διανυσµατικό πεδίο V , οπότε λαµϐάνουµε το νέο σηµείο q ≡ ϕt(p). Η καµπύλη ϕt(p)t∈R συµπίπτει
µε την ολοκληϱωτική καµπύλη (γϱαµµή ϱοής) γp(t) του πεδίου V που διέϱχεται από το p. Κατ’ αναλογία το Lie
dragging κάϑε σηµείου της καµπύλης σ κατά την ίδια απόσταση t παϱέχει µια νέα καµπύλη ϕt ◦ σ.
(b) Η απεικόνιση ϕt ανάµεσα σε σηµεία της πολλαπλότητας επάγει την απεικόνιση pushforward (ϕt)∗ ανάµεσα
στους αντίστοιχους διανυσµατικούς χώϱους των τανυστών.

46



2.8. Παϱάγωγος Lie - Lie Derivative

Επιϑυµούµε να προσδιορίσουµε τον ϱυθµό µεταϐολής του τανυστικού πεδίου T κατά µήκος της
κατεύθυνσης του V , στο σηµείο p. Εφόσον πϱόκειται για κατευθυνόµενη παϱαγώγιση, απαιτείται να
υπολογίσουµε σε πϱώτο στάδιο την τιµή του τανυστικού πεδίου στο διπλανό σηµείο q ≡ ϕt(p) που
ϐρίσκεται στην κατεύϑυνση του V και απέχει κατά t από το αρχικό σηµείο p , λαµβάνουµε δηλαδή την
ποσότητα Tϕt(p). Τώϱα όµως Tϕt(p) ∈ T

(r,s)
ϕt(p)

M ενώ Tp ∈ T
(r,s)
p M και ως γνωστό δεν µποϱούµε να συγκρί-

νουµε τανυστές που ανήκουν σε διαφορετικούς διανυσµατικούς χώϱους. Χρειάζεται να µεταϕέϱουµε
το Tϕt(p) πίσω στον χώϱο T

(r,s)
p M , δηλαδή πίσω στο σηµείο p και αυτό επιτυγχάνεται µέσω της αν-

τίστροφης απεικόνισης της pushforward που λέγεται pullback (ϕ−1
t )∗ ≡ ϕ∗

t : T
(r,s)
ϕt(p)

M → T
(r,s)
p M .

Λόγω της ιδιότητας ϕt ◦ ϕs = ϕt+s της µονοπαµετϱικής οικογένειας διαφοροµορφισµών, πϱοκύπτει
ότι η αντίστροφη απεικόνιση γράφεται ϕ−1

t = ϕ−t. Το αντίστροφο του pushforward (ϕ−1
t )∗ = (ϕ−t)∗

(δηλαδή το pullback) ϑα οδηγήσει τον τανυστή Tϕt(p) πίσω στο σηµείο p ώστε να µποϱούµε να λάϐουµε
τη διαφορά του µε τον Tp µιας και τα δύο αντικείµενα ορίζονται στο σηµείο p. ∆ιαιρώντας τη διαφορά
αυτή µε την ποσότητα t και ϑεωρώντας το όϱιο t → 0, σχηµατίζουµε τελικά την παράγωγο Lie στο
σηµείο p:

(LV T )p = lim
t→0

(ϕ−t)∗[Tϕt(p)]− Tp
t

(2.8.4)

= lim
t→0

ϕ∗
t [Tϕt(p)]− Tp

t
(2.8.5)

=
d

dt
ϕ∗
t [Tϕt(p)]

∣∣∣
t=0

(2.8.6)

Εξ’ οϱισµού η παϱάγωγος Lie είναι ένας τελεστής παϱαγώγισης που απεικονίϹει τανυστές τάξης (r, s)
σε τανυστές της ίδιας τάξης. ΄Οντας τελεστής παϱαγώγισης, χαϱακτηϱίϹεται από τις πιο κάτω ιδιότητες:

1. Γϱαµµικότητα: LV (aT + bS) = aLV T + bLV S

2. Κανόνας Leibniz: LV (T ⊗ S) = LV T ⊗ S + T ⊗ LV S

όπου a, b ∈ R σταϑεϱές και T, S τανυστές ίδιας τάξης στην ιδιότητα (1), αυϑαίϱετης τάξης στην (2).

Σχήµα 2.8.2: Οϱισµός παϱαγώγου Lie του τανυστικού πεδίου T κατά την κατεύϑυνση του διανυσµατικού πεδίου
V, υπολογισµένη στο σηµείο p. Συγκϱίνουµε το pullback κατά t του τανυστή Tϕt(p) µε τον τανυστή Tp, καϑότι και
τα δύο αντικείµενα οϱίϹονται στο ίδιο σηµείο p.

� Η παράγωγος Lie µια ϐαθµωτής συνάϱτησης f : M → R κατά την κατεύϑυνση του διανυσ-
µατικού πεδίου V , υπολογισµένη στο σηµείο p, είναι:

(LV f)p = lim
t→0

ϕ∗
tf − f

t
=

d

dt
ϕ∗
tf
∣∣∣
t=0

=
d

dt
(f ◦ ϕt)

∣∣∣
t=0

2.2.1
= Vp(f) = V µ∂µf

∣∣∣
p

(2.8.7)
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� Η παϱάγωγος Lie ενός διανυσµατικού πεδίουW κατά την κατεύϑυνση του διανυσµατικού πεδίου
V , στο σηµείο p, είναι διάνυσµα που οϱίϹεται µέσω της δϱάσης του σε µια δοκιµαστική συνάϱτηση
f :

(LVW )p(f) = lim
t→0

(ϕ−t)∗Wϕt(p) −Wp

t
(f) = lim

t→0
(ϕ−t)∗

Wϕt(p) − ϕt∗Wp

t
(f) = lim

t→0

Wϕt(p)(f)− ϕt∗Wp(f)

t

= lim
t→0

Wp(f) + tVp(W (f))−Wp(ϕ
∗
tf)

t
= lim

t→0

Wp(f) + tVp(W (f))−Wp(f + tV (f))

t

= lim
t→0

Wp(f) + tVp(W (f))−Wp(f)− tWp(V (f))

t
= Vp(W (f))−Wp(V (f))

≡ [V,W ]p(f)

Συµϐολίσαµε [V,W ] το Lie Bracket των δύο διανυσµατικών πεδίων που ορίζεται µέσω της
[V,W ](f) = V (W (f))−W (V (f)). Εποµένως σε κάποιο σύστηµα συντεταγµένων όπου V = V µ∂µ
και W = W µ∂µ οι συνιστώσες του LVW είναι:

(LVW )µ ≡ LVW
µ = [V,W ]µ ≡ V ν∂νW

µ −W ν∂νV
µ (2.8.8)

� Η παϱάγωγος Lie ενός 1-form ω κατά την κατεύϑυνση του διανυσµατικού πεδίου V , είναι το
1-form µε συνιστώσες:

(LV ω)µ ≡ LV ωµ = V ν∂νωµ + ων∂µV
ν (2.8.9)

� Γενικεύοντας τα πιο πάνω αποτελέσµατα, η παϱάγωγος Lie ενός τανυστή T τάξης (r, s) κατά την
κατεύϑυνση του διανυσµατικού πεδίου V , είναι ο τανυστής τάξης (r, s) µε συνιστώσες:

(LV T )
µ1...µr

ν1...νs
≡ LV T

µ1...µr
ν1...νs

= V ρ∂ρT
µ1...µr

ν1...νs

− T ρ...µrν1...νs ∂ρV
µ1 − . . .− T µ1...ρν1...νs ∂ρV

µr

+ T µ1...µrρ...νs ∂ν1V
ρ + . . .+ T µ1...µrν1...ρ ∂νsV

ρ (2.8.10)

Ιδιότητες Lie Derivative

Αποδεικνύεται ότι η παϱάγωγος Lie διαϑέτει τις ακόλουϑες ιδιότητες:

1. LaV+bU = aLV + bLU µε a, b = const.

2. L[V,U ] = [LV , LU ]

3. [[LV1 , LV2 ], LV3 ] + [[LV3 , LV1 ], LV2 ] + [[LV2 , LV3 ], LV1 ] = 0 (Ταυτότητα Jacobi)

4. LV µετατίϑεται µε contractions (και άϱα ίχνη) οπότε σε συνδυασµό µε τον κανόνα Leibniz:

LV (T (ω1, . . . , ωr,W1, . . . ,Ws)) = (LV T )(ω1, . . . , ωr,W1, . . . ,Ws)

+ T (LV ω1, . . . , ωr,W1, . . . ,Ws) + . . .+ T (ω1, . . . , LV ωr,W1, . . . ,Ws)

+ T (ω1, . . . , ωr, LVW1, . . . ,Ws) + . . .+ T (ω1, . . . , ωr,W1, . . . , LVWs)

Σηµείωση: Αντί της µεϱικής παραγώγου ∂µ, µποϱούµε να ορίσουµε την παράγωγο Lie χρησιµοποιών-
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τας τη συναλλοίωτη παράγωγο ∇µ µιας σύνδεσης ∇ η οποία δεν έχει στϱέψη - είναι συµµετρική (όπως
η σύνδεση Levi-Civita που επιπϱοσϑέτως είναι συµβατή µε τη µετϱική). Σε αυτή την πεϱίπτωση:

(LV T )
µ1...µr

ν1...νs
≡ LV T

µ1...µr
ν1...νs

= V ρ∇ρT
µ1...µr

ν1...νs

− T ρ...µrν1...νs ∇ρV
µ1 − . . .− T µ1...ρν1...νs ∇ρV

µr

+ T µ1...µrρ...νs ∇ν1V
ρ + . . .+ T µ1...µrν1...ρ∇νsV

ρ

Ο λόγος που µποϱούµε να το κάνουµε αυτό είναι διότι οι επιπλέον όϱοι που εισάγει µια τέτοια
συναλλοίωτη παϱάγωγος, δηλαδή όϱοι πεϱιέχουν τα σύµϐολα Christoffel, απλοποιούνται µεταξύ τους.
΄Ετσι µένουν µόνο οι όϱοι µε τις µεϱικές παϱαγώγους και ανακτούµε τη σχέση (2.8.10).

2.8.1 Συµµετϱίες & ∆ιανύσµατα Killing - Symmetries & Killing vectors

Οϱισµός 2.12: Συµµετϱία (Symmetry)

΄Εστω διαφοροµορφισµός ϕ : M → M και τανυστικό πεδίο T . Λέµε ότι ο ϕ είναι µετασχηµα-
τισµός συµµετρίας ή απλά συµµετρία (symmetry) του τανυστικού πεδίου T αν αυτό παϱαµένει
αναλλοίωτο κάτω από τη δϱάση του pullback ϕ∗ δηλαδή:

ϕ∗T = T (2.8.11)

Αν ισχύει ϕ∗
tT = T , για κάϑε t ∈ R, όπου ϕt η ϱοή που παϱάγει το διανυσµατικό πεδίο V ,

τότε λέµε ότι η (ϕt)t∈R είναι µια µονοπαϱαµετϱική οικογένεια συµµετϱιών του τανυστικού
πεδίου T . Με ϐάση τον οϱισµό (2.8.5) της παϱαγώγου Lie, συµπεϱαίνουµε ότι η ϕt αποτελεί
µονοπαϱαµετϱική οικογένεια συµµετϱιών του τανυστή T αν και µόνο αν η παϱάγωγος Lie του T
κατά µήκος του διανυσµατικού πεδίου V που γεννά τη ϕt µηδενίϹεται παντού στην M :

LV T = 0 (2.8.12)

Οι πιο σηµαντικές συµµετρίες στην γενική σχετικότητα είναι αυτές της µετϱικής. Αν ο διαφοροµορ-
ϕισµός ϕ είναι µια συνεχής συµµετρία της µετϱικής, ισχύει δηλαδή:

ϕ∗g = g (2.8.13)

τότε η ϕ καλείται ισοµετϱία (isometry). Η αντίστοιχη µονοπαϱαµετϱική οικογένεια ισοµετϱιών ϕt
παϱάγεται από ένα διανυσµατικό πεδίο ξ το οποίο ονοµάϹεται διανυσµατικό πεδίο Killing (Killing
vector field) και ικανοποιεί τη συνϑήκη:

Lξg = 0 (2.8.14)

Η συνϑήκη αυτή υποδηλώνει ότι ένα διάνυσµα Killing δείχνει πϱος την κατεύϑυνση όπου η µετϱική
παϱαµένει αµετάϐλητη. Συνεπώς καϑώς κινούµαστε κατά µήκος της ολοκληϱωτικής καµπύλης του
διανυσµατικού πεδίου Killing ξ, η τοπική γεωµετϱία δεν αλλάϹει αϕού η µετϱική µένει αµετάϐλητη
στη διαδϱοµή αυτή. Με όϱους συνιστωσών της παϱαγώγου Lie και χϱησιµοποιώντας τη συναλλοίωτη
παϱάγωγο ∇µ της σύνδεσης Levi-Civita για να γϱάψουµε τις συνιστώσες αυτές, η πιο πάνω συνϑήκη
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έπεται:

Lξgµν = 0 ⇒ ξρ���*
0

∇ρgµν + gρν∇µξ
ρ + gµρ∇νξ

ρ = 0

Ισοδύναµα, εξαιτίας της συµϐατότητας της σύνδεσης µε τη µετϱική:

∇µξν +∇νξµ = 0 (2.8.15)

Η εξίσωση (2.8.15) την οποία ικανοποιεί το διανυσµατικό πεδίο Killing ξ λέγεται εξίσωση του Killing
(Killing’s equation). Αποδεικνύεται ότι αν ο χωϱόχϱονος διαθέτει ένα διάνυσµα Killing, µποϱεί να
ϐρεθεί ένα ειδικό σύστηµα συντεταγµένων, τέτοιο ώστε η µετϱική να είναι ανεξάϱτητη από µια συγ-
κεκριµένη συντεταγµένη xκ του συστήµατος αυτού. H κατασκευή του γίνεται ως εξής: έστω διάνυσµα
Killing ξ, τότε επιλέγουµε σύστηµα συντεταγµένων µε άξονα xκ που να συµπίπτει µε την κατεύϑυνση
του ξ δηλαδή ξ = ∂κ ⇒ ξµ = δµκ και σε αυτή την πεϱίπτωση η συνθήκη του Killing (2.8.14) δίνει:

Lξgµν = 0 ⇒ δρκ∂ρgµν + gρν��
��*0

∂µδ
ρ
κ + gµρ����*0

∂νδ
ρ
κ ⇒ ∂κgµν = 0 (2.8.16)

οπότε οι συνιστώσες τις µετϱικής είναι πράγµατι ανεξάϱτητες από τη συντεταγµένη xκ του ειδικού
συστήµατος συντεταγµένων που κατασκευάσαµε. Αντιστρόφως, αν στο σύστηµα συντεταγµένων που
επιλέξαµε υπάρχει κάποια συντεταγµένη xκ για την οποία ∂κgµν = 0 (για κάϑε µ, ν) τότε το διάνυσµα
∂κ είναι διάνυσµα Killing. Προφανώς σε ένα αυθαίρετο σύστηµα συντεταγµένων τα διανύσµατα
Killing ενδέχεται να µην εµφανίζονται υπό µοϱϕή συντεταγµένων από τις οποίες δεν εξαρτάται η
µετϱική. Γενικά, µποϱεί να δειχθεί ότι µια n-διάστατη µέγιστα συµµετρική (maximally symmetric)
πολλαπλότητα επιδέχεται το πολύ n(n+ 1)/2 γραµµικώς ανεξάϱτητα διανύσµατα Killing.

Σηµείωση: Αν ένας χωϱόχϱονος επιδέχεται χρονοειδές διάνυσµα Killing τότε ονοµάζεται στάσιµος
(stationary). Προσαρµόζοντας το σύστηµα συντεταγµένων ώστε ο άξονας της χϱονικής συντεταγµένης
x0 = t να συµπίπτει µε το διάνυσµα Killing, οι συνιστώσες της µετϱικής δεν εξαρτώνται από τον χϱόνο t.

Σηµείωση: Αν ένας χωϱόχϱονος επιδέχεται χρονοειδές διάνυσµα Killing (είναι στάσιµος) και επιπρόσ-
ϑετα υπάρχει χωροειδής υπερεπιφάνεια Σ κάθετη στο χρονοειδές διάνυσµα Killing, τότε ονοµάζεται
στατικός (static). Αυτό έπεται ότι παϱαµένει αναλλοίωτος κάτω από την αντιστροφή χρόνου t→ −t.

2.9 Συναλλοίωτη Παϱάγωγος - Covariant Derivative

Πϱοκειµένου να οϱίσουµε τη συναλλοίωτη παϱάγωγο, χϱειάϹεται να εϕοδιάσουµε την πολλαπλότητα
M µε µια επιπϱόσϑετη δοµή, την αϕινική σύνδεση (affine connection). Αν X(M) το σύνολο λείων
διανυσµατικών πεδίων στην M τότε η αϕινική σύνδεση οϱίϹεται ως η απεικόνιση ∇ : X(M)×X(M) →
X(M) η οποία δϱα σε δύο λεία διανυσµατικά πεδία V και W και δίνει ένα άλλο διανυσµατικό πεδίο:

∇(V,W ) ≡ ∇VW ∈ X(M) (2.9.1)

Ο τελεστής ∇V καλείται συναλλοίωτη κατευϑυνόµενη παϱάγωγος (directional covariant derivative)
κατά την κατεύϑυνση του διανύσµατος V . Αξιώνουµε να διαϑέτει τις πιο κάτω ιδιότητες, στα πλαίσια
της αϕινικής σύνδεσης:
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Ιδιότητες Αϕινικής Σύνδεσης

(i) ∇V (X + Y ) = ∇VX +∇V Y

(ii) ∇(fV+gU)X = f∇VX + g∇UX

(iii) ∇V (fX) = f∇VX + (∇V f)X = f∇VX + V (f)X

όπου V, U,X, Y ∈ X(M) και f, g λείες ϐαθµωτές συναρτήσεις στην M .

Στην ιδιότητα (iii) αξιώσαµε η συναλλοίωτη παράγωγος της ϐαθµωτής συνάϱτησης f κατά
την κατεύϑυνση του διανυσµατικού πεδίου V να ανάγεται στη δϱάση του V πάνω στην f
δηλαδή:

∇V f = V (f) = V µ∂µf (2.9.2)

Αυτό ϐάσει της ιδιότητας (ii) συνεπάγεται ότι η συναλλοίωτη παϱάγωγος ανάγεται στη συνήϑη
µεϱική παϱάγωγο όταν δϱα σε ϐαϑµωτές συναϱτήσεις:

∇µf = ∂µf (2.9.3)

Η αϕινική σύνδεση, πέϱα από απεικόνιση δύο διανυσµατικών πεδίων σε ένα τϱίτο, µποϱεί να ιδωϑεί
εναλλακτικά ως τελεστής παϱαγώγισης ο οποίος απεικονίϹει το διανυσµατικό πεδίο W - τανυστή τάξης
(1, 0) σε έναν τανυστή ∇W τάξης (1, 1) σύµϕωνα µε τη σχέση:

∇W (ω, V ) = ∇VW (ω) (2.9.4)

Γενικεύοντας, ο τελεστής ∇ απεικονίϹει λείους τανυστές T τάξης (r, s) σε τανυστές ∇T τάξης (r, s+1),
ϐάσει της σχέσης:

∇T (ω1, . . . , ωr, U1, . . . , Us, V ) = ∇V T (ω1, . . . , ωr, U1, . . . , Us) (2.9.5)

Ο τανυστής ∇T ονοµάϹεται ολικό διαϕοϱικό / ολική συναλλοίωτη παϱάγωγος (gradient / total
covariant derivative) του τανυστή T . Οι συνιστώσες του ∇T σε ένα σύστηµα συντεταγµένων γϱάϕονται:

(∇T )α1...αr

β1...βsµ
≡ ∇µT

α1...αr

β1...βs
≡ Tα1...αr

β1...βs;µ
(2.9.6)

Στην πιο πάνω σχέση εµϕανίϹεται η συναλλοίωτη παϱάγωγος ∇µ ως πϱος τη συντεταγµένη xµ. Αν {eν}
τα διανύσµατα ϐάσης του συστήµατος συντεταγµένων, η συναλλοίωτη παϱάγωγος ως πϱος κάποια
συντεταγµένη xκ συµϐολίϹεται ∇κ και ταυτίϹεται µε την κατευϑυνόµενη συναλλοίωτη παϱάγωγο στην
κατεύϑυνση του διανύσµατος ϐάσης eκ. Γϱάϕουµε δηλαδή:

∇κ ≡ ∇eκ (2.9.7)

ΧϱειάϹεται τώϱα να ορίσουµε αξιωµατικά τη συναλλοίωτη παράγωγο, απαιτώντας να ικανοποιεί ορισ-
µένες ιδιότητες επιπρόσθετες αυτών της αϕινικής σύνδεσης. Κατ’ αρχήν οϕείλει να είναι τελεστής
παϱαγώγισης, δηλαδή γραµµικός τελεστής που υπακούει στον κανόνα Leibniz:

1. Γϱαµµικότητα: ∇µ(aT + bS) = a∇µT + b∇µS

2. Κανόνας Leibniz: ∇µ(T ⊗ S) = (∇µT )⊗ S + T ⊗ (∇µS)
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όπου a, b ∈ R σταθερές και T, S τανυστές ίδιας τάξης στην ιδιότητα (1), αυθαίρετης τάξης στην (2).

Επιπλέον, οι πράξεις της συναλλοίωτης παϱαγώγισης και της συστολής δεικτών (contraction) πϱέπει
να µετατίθενται. ∆ηλαδή λαµβάνουµε το ίδιο αποτέλεσµα είτε εκτελέσουµε το contraction του τανυστή
και έπειτα το παραγωγίσουµε, είτε παραγωγίσουµε πϱώτα τον τανυστή και λάϐουµε το contraction
του αποτελέσµατος. Αυτό ισοδυναµεί µε τη συνθήκη ∇µδ

λ
σ = 0.

3. Μετατίϑεται µε contractions: ∇µ(T
νλ
λρ ) = ∇µ(δ

λ
σT

νσ
λρ ) = δλσ(∇µT )

νσ
λρ = (∇µT )

νλ
λρ =

(∇T )νλλρµ

Το γεγονός ότι η συναλλοίωτη παϱάγωγος µετατίϑεται µε τα contractions, σε συνδυασµό µε τον κανόνα
Leibniz, οδηγεί στην ιδιότητα:

∇V (T (ω1, . . . , ωr, U1, . . . , Us)) = (∇V T )(ω1, . . . , ωr, U1, . . . , Us)

+ T (∇V ω1, . . . , ωr, U1, . . . , Us) + . . .+ T (ω1, . . . ,∇V ωr, U1, . . . , Us)

+ T (ω1, . . . , ωr,∇VU1, . . . , Us) + . . .+ T (ω1, . . . , ωr, U1, . . . ,∇VUs)
(2.9.8)

ΥπενϑυµίϹουµε ότι από τις ιδιότητες της αϕινικής σύνδεσης, αξιώνουµε ότι η συναλλοίωτη παϱάγωγος
µιας ϐαϑµωτής συνάϱτησης f ανάγεται στη συνήϑη µεϱική παϱάγωγο:

4. Ανάγεται στη µεϱική παϱάγωγο για ϐαϑµωτές συναϱτήσεις: ∇µf = ∂µf

΄Οπως αναϕέϱαµε, δεν υπάρχει άµεσος τϱόπος να διαφορίσουµε τανυστές καθότι πϱέπει να λάϐουµε
τη διαφορά αντικειµένων που ορίζονται σε διαφορετικά σηµεία της πολλαπλότητας, δηλαδή σε δι-
αφορετικούς χώϱους µε διαφορετικά διανύσµατα ϐάσης. ∆εδοµένου ότι τα διανύσµατα ϐάσης αλ-
λάζουν εν γένει από σηµείο σε σηµείο της πολλαπλότητας (εξαρτώνται από τη ϑέση/συντεταγµένες),
Ϲητούµενο είναι να προσδιορίσουµε τον ϱυθµό µεταϐολής των διανυσµάτων ϐάσης ως πϱος τις συν-
τεταγµένες που επιλέξαµε. Αυτό επιτυγχάνεται µέσω της σύνδεσης, η οποία ϕέϱει το όνοµα αυτό
διότι συσχετίϹει τους εφαπτόµενους χώϱους δύο διαφορετικών σηµείων και συγκεκριµένα παϱέχει
τϱόπο για να µεταϕέϱουµε παϱάλληλα διανύσµατα. Η αϕινική σύνδεση καθορίζεται πλήϱως από n3

το πλήϑος ϐαθµωτούς συντελεστές (αριθµούς) Γµαβ που λέγονται συντελεστές σύνδεσης (connection
coefficients). Οι συντελεστές αυτοί περιγράφουν τον τϱόπο µε τον οποίο τα διανύσµατα ϐάσης µεταβάλ-
λονται καθώς µεταβαίνουµε από ένα σηµείο σε ένα άλλο, ισοδύναµα από έναν εφαπτόµενο χώϱο σε
έναν άλλο, σύµφωνα µε τη σχέση:

∇αeβ = Γµαβeµ (2.9.9)

Ο πιο πάνω ορισµός µποϱεί να ερµηνευτεί ως εξής: εφόσον το ∇αeβ είναι διάνυσµα, µποϱεί να γϱαϕεί
ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ϐάσης µε τους συντελεστές Γµαβ να δίνουν τον κανόνα για
τη µεταϐολή των διανυσµάτων ϐάσης. Ο άνω δείκτης µ αντιστοιχεί στη µ-συνιστώσα του ∇αeβ, δηλαδή
Γµαβ = (∇αeβ)

µ, ο δείκτης β αναφέρεται στο διάνυσµα ϐάσης που παραγωγίζεται και ο δείκτης α στη
συντεταγµένη ως πϱος την οποία γίνεται η παϱαγώγιση.

Χϱησιµοποιώντας τον οϱισµό (2.9.9) µποϱούµε να υπολογίσουµε τη συναλλοίωτη παράγωγο ενός δι-
ανυσµατικού πεδίου V :

∇µV = ∇µ(V
νeν) = (∇µV

ν)eν + V ν(∇µeν) = ∂µV
νeν + V νΓρµνeρ

= (∂µV
ν + V ρΓνµρ)eν
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∆ηλαδή η ν-συνιστώσα του διανύσµατος ∇µV δίνεται από τη σχέση:

(∇µV )ν ≡ ∇µV
ν = ∂µV

ν + ΓνµρV
ρ (2.9.10)

Κατ’ αναλογία, οι συνιστώσες της κατευθυνόµενης συναλλοίωτης παραγώγου του V κατά την κατεύϑυνση
του U δίνονται από τη σχέση:

(∇UV )ν ≡ ∇UV
ν = ∇UµeµV

ν = Uµ∇µV
ν = Uµ∂µV

ν + UµΓνµρV
ρ (2.9.11)

ΥπογϱαµµίϹεται ότι οι συντελεστές σύνδεσης δεν αποτελούν τις συνιστώσες ενός τανυστή τάξης (1, 2)
(εντούτοις η διαφορά δύο συντελεστών σύνδεσης είναι πράγµατι (1, 2) τανυστής). Μποϱούµε να δι-
απιστώσουµε το γεγονός αυτό εξετάζοντας τον µετασχηµατισµό των συντελεστών σύνδεσης κάτω από
αλλαγή του συστήµατος συντεταγµένων. Εφόσον το ∇V ≡ ∇µV

νθµ⊗ eν αποτελεί τανυστή τάξης (1, 1),
κάτω από αλλαγή συντεταγµένων {eµ} → {ẽµ} οι συνιστώσες του µετασχηµατίζονται ως εξής:

∇ẽµṼ
ν =

∂xα

∂x̃µ
∂x̃ν

∂xβ
∇αV

β =
∂xα

∂x̃µ
∂x̃ν

∂xβ
∂V β

∂xα
+
∂xα

∂x̃µ
∂x̃ν

∂xβ
ΓβαρV

ρ (2.9.12)

Ταυτόχϱονα, στο νέο σύστηµα συντεταγµένων, η (2.9.10) δίνει:

∇ẽµṼ
ν =

∂Ṽ ν

∂x̃µ
+ Γ̃νµλṼ

λ =
∂

∂x̃µ

(∂x̃ν
∂xρ

V ρ
)
+
∂x̃λ

∂xρ
Γ̃νµλV

ρ

=
∂xα

∂x̃µ
∂

∂xα

(∂x̃ν
∂xρ

V ρ
)
+
∂x̃λ

∂xρ
Γ̃νµλV

ρ

=
∂xα

∂x̃µ
∂x̃ν

∂xρ
∂V ρ

∂xα
+
∂xα

∂x̃µ
∂2x̃ν

∂xα∂xρ
V ρ +

∂x̃λ

∂xρ
Γ̃νµλV

ρ (2.9.13)

Εξισώνοντας τις (2.9.12)-(2.9.13) παϱατηϱούµε ότι ο πρώτος όϱος είναι ίδιος στα δύο µέλη και απαλείφε-
ται και η εξίσωση που πϱοκύπτει ισχύει για αυθαίρετο V ρ. Λύνοντας ως πϱος τους συντελεστές Γ̃νµλ
στο νέο σύστηµα συντεταγµένων, λαµβάνουµε τη σχέση µετασχηµατισµού των συντελεστών σύνδεσης:

Γ̃νµλ =
∂x̃ν

∂xβ
∂xα

∂x̃µ
∂xρ

∂x̃λ
Γβαρ −

∂xα

∂x̃µ
∂xρ

∂x̃λ
∂2x̃ν

∂xα∂xρ
(2.9.14)

Αν και ο πϱώτος όϱος αντιστοιχεί στον µετασχηµατισµό ενός (1, 2) τανυστή, ο δεύτεϱος όϱος που δεν
εξαϱτάται από τη σύνδεση σπάει την τανυστική συµπεϱιϕοϱά. O δεύτεϱος όϱος είναι χαϱακτηϱιστικός
της σύνδεσης και είναι απαϱαίτητος ώστε, παϱόλο που οι όϱοι ∂µV ν και ΓνµρV ρ ξεχωϱιστά δεν αποτελούν
συνιστώσες τανυστών, το άϑϱοισµά τους ∇µV

ν = ∂µV
ν + ΓνµρV

ρ µετασχηµατίϹεται όπως οι συνιστώσες
ενός τανυστή (1, 1) και συγκεκϱιµένα του ∇V .

Πϱοκειµένου να ϐϱούµε τη συναλλοίωτη παϱάγωγο ενός 1-form παίϱνουµε την συναλλοίωτη παϱάγωγο
του contraction ω(V ) ∈ R και εϕαϱµόϹουµε τον κανόνα του Leibniz:

∇µ(ω(V )) = (∇µω)(V ) + ω(∇µV )

(∇µω)νV
ν = ∇µ(ωνV

ν)− ων(∇µV )ν

= ∂µ(ωνV
ν)− ων(∂µV

ν + ΓνµρV
ρ)

= V ν∂µων + ων∂µV
ν − ων∂µV

ν − ωνΓ
ν
µρV

ρ

= V ν∂µων − ωρΓ
ρ
µνV

ν

53



Κεϕ. 2 Στοιχεία Γενικής Σχετικότητας

Η πιο πάνω σχέση ισχύει για κάϑε V ν άϱα καταλήγουµε:

(∇µω)ν ≡ ∇µων = ∂µων − Γρµνωρ (2.9.15)

Κατά συνέπεια, αν {θµ} η ϐάση των 1-forms, οι συντελεστές σύνδεσης για τα 1-forms οϱίϹονται:

∇αθ
β = −Γβαρθ

ρ (2.9.16)

ΓνωϱίϹοντας τη δϱάση της συναλλοίωτης παϱάγωγου στα διανύσµατα ϐάσης καϑώς και στα 1-forms
ϐάσης, µποϱούµε να πϱοσδιοϱίσουµε τη δϱάση της σε έναν γενικό τανυστή τάξης (r, s). Οι συνιστώσες
της συναλλοίωτης παϱαγώγου του τανυστή T δίνονται από τη σχέση:

(∇µT )
α1...αr

β1...βs
≡ ∇µT

α1...αr

β1...βs
= ∂µT

α1...αr

β1...βs

+ Γα1
µρT

ρ...αr

β1...βs
+ . . .+ Γαr

µρT
α1...ρ

β1...βs

− Γρµβ1T
α1...αr

ρ...βs
− . . .− ΓρµβsT

α1...αr

β1...ρ

2.9.1 Σύνδεση Levi-Civita - Levi-Civita Connection

Οι ιδιότητες που αξιώσαµε µέχϱι στιγµής για τη συναλλοίωτη παράγωγο δεν αϱκούν για να την προσ-
διορίσουν µε µοναδικό τϱόπο, διότι υπάρχει ελευθερία στην επιλογή της σύνδεσης, δηλαδή των συµ-
ϐόλων Γνµρ. Εν δυνάµει υπάρχουν άπειϱοι τϱόποι να επιλέξουµε τη σύνδεση, απλά επιλέγουµε σύστηµα
συντεταγµένων και σε αυτό το σύστηµα ορίζουµε κατά ϐούληση n3 = 43 = 64 σύµβολα που µετασχη-
µατίζονται ϐάσει της (2.9.14). Αποδεικνύεται ωστόσο ότι αν η πολλαπλότητα εφοδιαστεί µε µετϱική,
όπως συµβαίνει στη γενική σχετικότητα όπου ο χωϱόχϱονος εφοδιάζεται µε µια Lorentzian µετϱική,
τότε η µετϱική αυτή οϱίϹει µοναδικά µια συγκεκριµένη σύνδεση που λέγεται σύνδεση Levi-Civita.
Η σύνδεση Levi-Civita ικανοποιεί δύο επιπλέον ιδιότητες: µηδενική στϱέψη και συµβατότητα µε τη
µετϱική, οι οποίες καθορίζουν πλήϱως και µε µοναδικό τϱόπο τους συντελεστές σύνδεσης και κατ’
επέκταση τη συναλλοίωτη παράγωγο ∇µ του χωϱόχϱονου.

Θεώϱηµα 2.3: Θεµελιώδες Θεώϱηµα της Γεωµετϱίας Riemann - Σύνδεση Levi-Civita

΄Εστω M µια διαφορίσιµη πολλαπλότητα εφοδιασµένη µε τη µετϱική g. Τότε υπάρχει µια
µοναδική αϕινική σύνδεση ∇ η οποία είναι:

(i) Χωϱίς στϱέψη (Torsion-free): ∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0

(ii) Συµϐατή µε τη µετϱική (Metric-compatible): ∇V g = 0

για κάϑε X, Y, V ∈ X(M) και [X, Y ] το Lie bracket.

Η σύνδεση αυτή λέγεται Levi-Civita ή Riemannian ή µετϱική σύνδεση και πϱοσδιοϱίϹεται µε
µοναδικό τϱόπο από τη µετϱική. Οι συντελεστές της σύνδεσης Levi-Civita ονοµάϹονται σύµϐολα
Christoffel (Christoffel symbols).

Ο λόγος που η ιδιότητα (i) αναϕέϱει ότι η σύνδεση έχει µηδενική στϱέψη είναι επειδή ισοδυναµεί
µε τον µηδενισµό του τανυστή στϱέψης (torsion tensor) T ο οποίος είναι τανυστής τάξης (1, 2) που
οϱίϹεται από τη σχέση:

T (ω,X, Y ) = ω(∇XY −∇YX − [X, Y ]) (2.9.17)
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Σηµείωση: Εναλλακτικά, ο τανυστής στϱέψης µποϱεί να ειδωθεί ως η απεικόνιση T : X(M)×X(M) →
X(M) δύο διανυσµατικών πεδίων σε ένα τϱίτο: T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ].

Οι συνιστώσες του τανυστή στϱέψης στο (ολονοµικό) σύστηµα συντεταγµένων µε διανύσµατα ϐάσης
τα coordinate vectors {∂µ} για τα οποία προφανώς ισχύει [∂µ, ∂ν ] = 0 είναι:

T ρµν = T (dxρ, ∂µ, ∂ν) = dxρ(∇µ∂ν −∇ν∂µ − [∂µ, ∂ν ])

= dxρ(Γλµνeλ − Γλνµeλ)

= Γλµνdx
ρ(eλ)− Γλνµdx

ρ(eλ)

= Γλµνδ
ρ
λ − Γλνµδ

ρ
λ

= Γρµν − Γρνµ

= 2Γρ[µν]

΄Αϱα η απαίτηση η σύνδεση να έχει µηδενική στϱέψη, T = 0 ⇔ T ρµν = 0, είναι ισοδύναµη µε την
ιδιότητα τα σύµϐολα Christoffel να είναι συµµετϱικά στους κάτω δείκτες τους:

Γρµν = Γρνµ (2.9.18)

Για τον λόγο αυτό µια αϕινική σύνδεση ∇ που ικανοποιεί την ιδιότητα (i) λέγεται συµµετρική. Στη
γενική σχετικότητα ϑα ϑεωρούµε πάντοτε ότι η σύνδεση είναι η σύνδεση Levi-Civita, άϱα δεν έχει
στϱέψη (είναι συµµετρική). Ορισµένες γενικευµένες ϑεωρίες ϐαρύτητας (π.χ ECSK theory) χρησι-
µοποιούν συνδέσεις µε στϱέψη.

Επιπλέον, είναι εύκολο να δούµε ότι ο µεταθέτης των συναλλοίωτων παϱαγώγων µιας ϐαθµωτής
συνάϱτησης f ορίζεται µέσω του τανυστή στϱέψης ως εξής:

[∇µ,∇ν ]f = (Γρνµ − Γρµν)∂ρf = −T ρµν ∂ρf (2.9.19)

Συνεπώς ο µηδενισµός του τανυστή στϱέψης είναι επίσης ισοδύναµος µε την ιδιότητα οι συναλλοίωτες
παϱάγωγοι να µετατίϑενται όταν δϱουν σε ϐαϑµωτές συναϱτήσεις:

[∇µ,∇ν ]f = 0 ⇔ ∇µ∇νf = ∇ν∇µf (2.9.20)

Η ιδιότητα (ii) αναϕέϱει ότι η σύνδεση ∇ είναι συµϐατή µε τη µετϱική, δηλαδή η µετϱική είναι
συναλλοίωτα σταϑεϱή (covariantly constant): ∇g = 0 γεγονός που σηµαίνει ότι:

∇ρgµν = 0 (2.9.21)

Σηµείωση: Η συνϑήκη (ii) για τη συµϐατότητα της σύνδεσης ∇ µε τη µετϱική µποϱεί να διατυπωϑεί
ισοδύναµα ως εξής, µε χϱήση του κανόνα Leibniz:

∇V [g(X, Y )] =���*
0

(∇V g)(X, Y ) + g(∇VX, Y ) + g(X,∇V Y )

V [g(X, Y )] = g(∇VX, Y ) + g(X,∇V Y )
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2.9.2 Σύµϐολα Christoffel - Christoffel Symbols

Μποϱούµε να αποδείξουµε το Θεώϱηµα 2.3, να δείξουµε δηλαδή την ύπαϱξη και µοναδικότητα της
σύνδεσης Levi-Civita, υπολογίζοντας αναλυτικά τα σύµβολα Christoffel από τη µετϱική. Για την
απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε τις ιδιότητες (i) της µηδενικής στϱέψης (Γρµν = Γρνµ) και (ii) της συµ-
ϐατότητας της σύνδεσης µε τη µετϱική (∇ρgµν = 0).

Από τη συµβατότητα της σύνδεσης µε τη µετϱική, λαµβάνουµε τις 3 πιο κάτω σχέσεις:

∇ρgµν = ∂ρgµν − Γλρµgλν − Γλρνgµλ = 0

∇µgνρ = ∂µgνρ − Γλµνgλρ − Γλµρgνλ = 0

∇νgρµ = ∂νgρµ − Γλνρgλµ − Γλνµgρλ = 0

ΠολλαπλασιάϹουµε τη δεύτεϱη και την τϱίτη εξίσωση µε −1 και τις πϱοσϑέτουµε κατά µέλη στην
πϱώτη. Χϱησιµοποιώντας τη συµµετϱικότητα των συµϐόλων Christoffel και της µετϱικής παίϱνουµε:

∂ρgµν − ∂µgνρ − ∂νgρµ + 2Γλµνgλρ = 0

ΠολλαπλασιάϹουµε την πιο πάνω εξίσωση µε τον αντίστϱοϕο της µετϱικής gσρ για τον οποίο ισχύει
gσρgλρ = δσλ. Ακολούϑως λύνουµε ως πϱος τα σύµϐολα Christoffel, οπότε καταλήγουµε στον τύπο:

Γσµν =
1

2
gσρ(∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν) (2.9.22)

Τα σύµβολα Christoffel εξαρτώνται από τη µετϱική, η οποία µε τη σειϱά της εξαρτάται από το σύστηµα
συντεταγµένων που επιλέγουµε. Εποµένως σε κάϑε σύστηµα συντεταγµένων υπάρχει διαφορετικός
αριθµός µη-µηδενικών συµβόλων Christoffel. Εν γένει, σε µια n-διάστατη πολλαπλότητα εφοδιασ-
µένη µε τη σύνδεση Levi-Civita, υπάρχουν το πολύ n2(n + 1)/2 ανεξάϱτητα σύµβολα Christoffel (n
επιλογές για τον άνω δείκτη επί n(n+ 1)/2 επιλογές για τους συµµετρικούς κάτω δείκτες).

Σηµείωση: Σε ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα αναϕοϱάς (LIF) xµ̂ γύϱω από ένα σηµείο p του χωϱόχϱονου,
οι πϱώτες παράγωγοι τις µετϱικής µηδενίζονται: ∂ρ̂gµ̂ν̂ |p = 0. Αυτό σύµφωνα µε την (2.9.22) συνεπάγε-
ται ότι στο σηµείο p όλα τα σύµβολα Christoffel είναι ίσα µε το µηδέν: Γσ̂µ̂ν̂(p) = 0. Ωστόσο οι παράγωγοι
∂λ̂Γ

σ̂
µ̂ν̂ |p των συµβόλων Christoffel στο p (που όπως ϑα δούµε εισέρχονται στον τανυστή Riemann) εν

γένει δεν µηδενίζονται, καθότι υπολογίζονται από τις δεύτεϱες παραγώγους της µετϱικής οι οποίες
γενικά ∂λ̂∂ρ̂gµ̂ν̂ |p ̸= 0.

2.9.3 Παϱάλληλη Μεταϕοϱά - Parallel Transport

΄Εχοντας ορίσει τη συναλλοίωτη παράγωγο, µποϱούµε να εισάγουµε την έννοια της παϱάλληλης
µεταϕοϱάς ενός διανύσµατος ή γενικότεϱα ενός τανυστή, κατά µήκος µιας καµπύλης. Με τον όϱο
παϱάλληλη µεταϕοϱά εννοούµε ότι για κάϑε απειϱοστή µετατόπιση του διανύσµατος πάνω σε µια
καµπύλη, το διάνυσµα που πϱοκύπτει διατηϱεί την ίδια κατεύϑυνση µε το αρχικό καθώς και το
ίδιο µήκος. Βέϐαια, αν η πολλαπλότητα είναι καµπυλωµένη, τότε αν µεταϕέϱουµε παϱάλληλα
ένα διάνυσµα κατά µήκος µιας κλειστής διαδροµής, διασφαλίζοντας πως σε κάϑε επόµενη ϑέση το
διάνυσµα είναι παϱάλληλο στη µοϱϕή που είχε στην προηγούµενη ϑέση, ϑα διαπιστώσουµε ϕτάνοντας
στην αρχική ϑέση ότι το προκύπτον παϱάλληλα µεταφερόµενο διάνυσµα έχει περιστραφεί ως πϱος το
αρχικό διάνυσµα. Το γεγονός αυτό υπαγορεύει ότι σε έναν καµπυλωµένο χώϱο η έννοια της παραλλη-
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λότητας είναι τοπική και όχι καθολική, όπως συµβαίνει στον επίπεδο χώϱο. Ειδικότερα, η παϱάλληλη
µεταϕοϱά ενός διανύσµατος από ένα σηµείο µιας πολλαπλότητας σε ένα άλλο, εξαρτάται:

1. Από την καµπύλη που συνδέει τα δύο σηµεία

2. Από τη σύνδεση της πολλαπλότητας

Σχήµα 2.9.3.1: (a) Παϱάλληλη µεταϕοϱά του διανύσµατος VP στην κλειστή διαδροµή PQRSP µιας καµπυλ-
ωµένης πολλαπλότητας. Το διάνυσµα V ′

P που πϱοκύπτει έχει περιστραφεί σε σχέση µε το αρχικό διάνυσµα VP κατά
µια γωνία που εξαρτάται από τη διαδροµή και την καµπυλότητα της πολλαπλότητας. (b) Παϱάλληλη µεταϕοϱά
του διανύσµατος VP στην κλειστή διαδροµή PQRSP µιας επίπεδης πολλαπλότητας. Το τελικό διάνυσµα, όπως
και κάϑε άλλο παϱάλληλα µεταφερόµενο διάνυσµα κατά µήκος της διαδροµής, συµπίπτει µε το αρχικό.

Αϕού λοιπόν σε µια καµπυλωµένη πολλαπλότητα δεν µποϱούµε να διατηρήσουµε ένα διάνυσµα από-
λυτα σταθερό, µποϱούµε να ορίσουµε την παϱάλληλη µετατόπιση ώστε να προνοεί ότι το διάνυσµα
παϱαµένει συναλλοίωτα σταθερό πάνω σε µια καµπύλη υπό την έννοια ότι διατηϱεί τη γενική κατεύϑυνση
του (δεν "στϱίϐει") αλλά και το µήκος του. Η απαίτηση αυτή ϑα οδηγήσει σε µια εξίσωση (εξίσωση
παϱάλληλης µεταϕοϱάς) που περιγράφει τη µεταϐολή των συνιστωσών ενός διανύσµατος κατά µήκος
µιας καµπύλης, µε τέτοιο τϱόπο ώστε το διάνυσµα να παϱαµένει συναλλοίωτα σταθερό.

΄Εστω λεία καµπύλη γ : I ⊂ R → M µε παϱάµετϱο λ και συντεταγµένες xµ(λ), η οποία έχει εφαπ-
τόµενο διανυσµατικό πεδίο V = d

dλ
= dxµ

dλ
∂µ = V µ∂µ. Η συναλλοιώτη παράγωγος D

dλ
κατά µήκος της

καµπύλης γ ορίζεται ως η συναλλοίωτη κατευθυνόµενη παράγωγος στην κατεύϑυνση του εφαπτόµενου
διανυσµατικού πεδίου V στην γ:

D

dλ
= ∇V = V µ∇µ =

dxµ

dλ
∇µ (2.9.23)

Οϱισµός 2.13: Παϱάλληλη µεταϕοϱά (Parallel transport)

Θεωϱούµε λεία καµπύλη γ : λ → γ(λ) ≡ xµ(λ) µε εϕαπτόµενο διανυσµατικό πεδίο V . Λέµε ότι
ένα διανυσµατικό πεδίο X είναι παϱάλληλο ή µεταϕέϱεται παϱάλληλα (parallelly transported) ή
είναι συναλλοίωτα σταϑεϱό (covariantly constant) κατά µήκος της καµπύλης γ αν:

D

dλ
X = 0 ⇔ ∇VX = 0 (2.9.24)

σε κάϑε σηµείο της γ. Με όϱους συνιστωσών, η συνϑήκη 2.9.24 δίνει:
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dXµ

dλ
+ Γµνρ

dxν

dλ
Xρ = 0 (2.9.25)

Η (2.9.25) λέγεται εξίσωση της παϱάλληλης µεταϕοϱάς και αποτελεί κατ’ ακϱίϐεια ένα σύστηµα n
πεπλεγµένων διαϕοϱικών εξισώσεων 1ου ϐαϑµού µε αγνώστους τις συνιστώσες Xµ(λ) ≡ Xµ(γ(λ))
του παϱάλληλου διανυσµατικού πεδίου X. ∆εδοµένου του διανύσµατος X0 ∈ Tγ(0)M σε κάποιο
αϱχικό σηµείο γ(0) της καµπύλης, το διανυσµατικό πεδίοX πϱοσδιοϱίϹεται µοναδικά κατά µήκος
της καµπύλης ως η λύση της εξίσωσης (2.9.25) που ικανοποιεί την αϱχική συνϑήκη X(0) = X0

(δηλαδή το X είναι η µοναδική λύση του πϱοϐλήµατος αϱχικών τιµών ∇VX = 0 , X(0) = X0).

Σηµείωση: Για να περιγράψουµε την παϱάλληλη µεταϕοϱά χρειαζόµαστε µόνο τις τιµές του X επί της
γ(λ) (άϱα το X µποϱεί να ορίζεται µόνο κατά µήκος της γ(λ) και όχι παντού στην M ).

Η τιµή του παϱάλληλου πεδίου X στο σηµείο γ(s) αντιστοιχεί στο διάνυσµα X(s) ∈ Tγ(s)M το οποίο
ονοµάζεται παϱάλληλα µεταφερόµενο διάνυσµα του X0 στο γ(s). Για κάϑε τιµή της παϱαµέτϱου λ
παίϱνουµε διαφορετικό σηµείο γ(λ) επάνω στην καµπύλη, στο οποίο το παϱάλληλο διανυσµατικό
πεδίο X απεικονίϹει ένα µοναδικό παϱάλληλο διάνυσµα X(λ) ∈ Tγ(λ)M . ΄Ετσι το αρχικό διάνυσµα
X0 οϱίϹει µε µοναδικό τϱόπο ένα παϱάλληλα µεταφερόµενο διάνυσµα σε κάϑε σηµείο της καµπύλης,
µε το καθένα να ορίζεται στο σηµείο γ(λ), λ ∈ I ⊂ R και να έχει συνιστώσες Xµ(λ).

Σχήµα 2.9.3.2: Το παϱάλληλο πεδίο X στην καµπύλη γ, που πϱοκύπτει ως µοναδική λύση του πϱοϐλήµατος
αϱχικών τιµών ∇VX = 0 , X(0) = X0 απεικονίϹει σε κάϑε σηµείο γ(λ) της καµπύλης ένα µοναδικό παϱάλληλα
µεταϕεϱόµενο διάνυσµα X(λ).

Σηµείωση: Ο ορισµός της παϱάλληλης µεταϕοϱάς γενικεύεται άµεσα και σε τανυστικά πεδία οποιασ-
δήποτε τάξης. Το τανυστικό πεδίο T µεταφέρεται παϱάλληλα κατά µήκος της καµπύλης γ µε
παϱάµετϱο λ και εφαπτόµενο διανυσµατικό πεδίο V αν:

D

dλ
T = ∇V T = 0 (2.9.26)

Στη γενική σχετικότητα όπου η σύνδεση είναι η Levi-Civita, η µετϱική µεταφέρεται παϱάλληλα κατά
µήκος οποιασδήποτε καµπύλης εξαιτίας της συµβατότητας της σύνδεσης µε τη µετϱική (∇V g =
0). Αυτό συνεπάγεται ότι το εσωτεϱικό γινόµενο g(X, Y ) δύο διανυσµάτων X, Y που µεταϕέϱονται
παϱάλληλα πάνω σε µια καµπύλη γ(λ) µε εφαπτόµενο διανυσµατικό πεδίο V (οπότε ∇VX = 0 και
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∇V Y = 0) παϱαµένει αµετάβλητο κατά µήκος της καµπύλης:

D

dλ
g(X, Y ) = ∇V (g(X, Y )) =���*

0
(∇V g)(X, Y ) + g(����:0∇VX,Y ) + g(X,����:0∇V Y ) = 0 (2.9.27)

΄Εστω δύο σηµεία γ(λ0) ∈ M και γ(λ) ∈ M από τα οποία διέϱχεται η καµπύλη γ. Η παϱάλληλη
µετατόπιση επάγει έναν γϱαµµικό (αϕού η 2.9.25 είναι γϱαµµική) ισοµοϱϕισµό

τ γλ0,λ : Tγ(λ0)M → Tγ(λ)M (2.9.28)

που απεικονίϹει ένα διάνυσµα X0 = X(λ0) του εφαπτόµενου χώϱου Tγ(λ0)M στο παϱάλληλα µεταφερ-
όµενο διάνυσµα X(λ) ∈ Tγ(λ)M κατά µήκος της γ:

τ γλ0,λ(X(λ0)) = X(λ) (2.9.29)

όπου X το µοναδικό παϱάλληλο διανυσµατικό πεδίο κατά µήκος της γ µε X(γ(λ0)) = X0. Ο ισοµορ-
ϕισµός τ γλ0,λ λέγεται παϱάλληλη µετατόπιση από το σηµείο γ(λ0) στο γ(λ) κατά µήκος της καµπύλης
γ και διαθέτει τις ιδιότητες:

1. τ γλ0,λ ◦ τ
γ
s,λ0

= τ γs,λ

2. τ γλ,λ = 1

Παϱ’ όλο που οϱίσαµε πϱώτα την συναλλοίωτη παϱάγωγο και µέσω αυτής την παϱάλληλη µετατόπιση,
ϑα µποϱούσαµε να οϱίσουµε πϱώτα την παϱάλληλη µετατόπιση υπό την έννοια του ισοµοϱϕισµού
µεταξύ εϕαπτόµενων χώϱων και µέσω αυτής να ανακτήσουµε την αϕινική σύνδεση. Αποδεικνύεται ότι
η παϱάλληλη µετατόπιση καϑοϱίϹει πλήϱως τη σύνδεση ∇ της πολλαπλότητας και κατ’ επέκταση τη
συναλλοίωτη παϱάγωγο. Αν γ λεία καµπύλη µε παϱάµετϱο λ και εϕαπτόµενο διάνυσµα Vp στο σηµείο
p = γ(λ0) τότε οϱίϹουµε τη συναλλοίωτη παϱάγωγο του διανυσµατικού πεδίου Y κατά την κατεύϑυνση
του διανύσµατος Vp, υπολογισµένη στο σηµείο p:

(∇VpY )p = lim
λ→λ0

(τ γλ0,λ)
−1(Y (γ(λ)))− Y (γ(λ0))

λ− λ0
(2.9.30)

Ο οϱισµός (2.9.30) της συναλλοίωτης παϱαγώγου υπονοεί ότι µεταϕέϱουµε παϱάλληλα το διάνυσµα
Yq = Y (γ(λ)) από το σηµείο q = γ(λ) πίσω στο σηµείο p = γ(λ0) µέσω της αντίστϱοϕης απεικόνισης
(τ γλ0,λ)

−1 και συγκϱίνουµε το πϱοκύπτον διάνυσµα µε το διάνυσµα Yp = Y (γ(λ0)).

Σχήµα 2.9.3.3: Οϱισµός της συναλλοίωτης παϱαγώγου του διανυσµατικού πεδίου Y κατά την κατεύϑυνση του
διανύσµατος X0, υπολογισµένη στο σηµείο p = γ(λ0), µε χϱήση της παϱάλληλης µετατόπισης. Συγκϱίνουµε το
διάνυσµα (τγλ0,λ

)−1(Y (γ(λ))) µε το διάνυσµα Y (γ(λ0)), καϑότι και τα δύο οϱίϹονται στο σηµείο p.
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2.10 Γεωδαισιακές Καµπύλες- Geodesics

Η γεωµετϱία του χωϱόχϱονου καθορίζει τις τροχιές που ακολουθούν τα ελεύθερα σωµατίδια. Τα ελεύ-
ϑερα σωµατίδια, σωµατίδια δηλαδή στα οποία δεν ασκούνται δυνάµεις (υπενθυµίζουµε ότι η ϐαϱύτητα
στα πλαίσια της γενικής σχετικότητας δεν εκλαµβάνεται ως δύναµη αλλά είναι συνυφασµένη µε τη
γεωµετϱία του χωϱόχϱονου) κινούνται στον χωϱόχϱονο πάνω σε κοσµικές γραµµές που λέγονται γεω-
δαισιακές ή γεωδαιτικές. Αναφερόµαστε πάντοτε σε σωµατίδια των οποίων η µάϹα είναι αρκούντως
µικϱή ώστε να αµελείται η επίδρασή της στη καµπυλότητα του χωϱόχϱονου, γι’αυτό και τα χαρακ-
τηρίζουµε δοκιµαστικά σωµατίδια. Προκειµένου να εξάγουµε την εξίσωση κίνησης - γεωδαισιακή
εξίσωση ενός ελεύθερου δοκιµαστικού σωµατιδίου µποϱούµε να χρησιµοποιήσουµε δύο ισοδύναµους
ορισµούς:

Οϱισµός 2.14: Γεωδαισιακή Καµπύλη - Geodesic

Γεωδαισιακή ή γεωδαιτική ονοµάϹεται η λεία καµπύλη γ : I →M :

1. της οποίας το εϕαπτόµενο διάνυσµα V µετατοπίϹεται παϱάλληλα κατά µήκος της:

∇V V = 0 (2.10.1)

2. η οποία ελαχιστοποιεί το διάστηµα/µεγιστοποιεί τον ιδιόχϱονο ανάµεσα σε δύο σταϑεϱά
σηµεία (γεγονότα) A = γ(λA) και B = γ(λB)

δτ = 0 ⇒ δ

∫ λB

λA

(
− gµν(γ(λ))

dxµ

dλ

dxν

dλ

)1/2
dλ = 0 (2.10.2)

Ο πϱώτος οϱισµός είναι ο "διαϕοϱικός" οϱισµός που αναϕέϱεται στο σχήµα της καµπύλης ενώ ο
δεύτεϱος είναι ο "ολοκληϱωτικός" οϱισµός ο οποίος σχετίϹεται µε την αϱχή των µεταϐολών (εύϱεση
καµπύλης που καϑιστά τον ιδιόχϱονο ακϱότατο). Νοείται ότι για να είναι οι δύο οϱισµοί πϱάγµατι
ισοδύναµοι, ο χωϱόχϱονος πϱέπει να είναι εϕοδιασµένος µε τη σύνδεση Levi-Civita.

Οι δύο ορισµοί γενικεύουν τις ιδιότητες που διαθέτει µια ευθεία γϱαµµή στον επίπεδο χώϱο, ειδικότερα
η ευθεία έχει την ιδιότητα να µεταϕέϱει παϱάλληλα το εφαπτόµενο διάνυσµα σ’αυτήν καθώς και την
ιδιότητα να είναι η γϱαµµή ελάχιστου µήκους που συνδέει δύο σηµεία. Εποµένως µποϱούµε να πούµε
ότι οι γεωδαισιακές καµπύλες αποτελούν την γενίκευση στον καµπυλωµένο χώϱο της έννοιας της ευ-
ϑείας γραµµής, είναι δηλαδή "οι πιο ευθείες" γραµµές ενός καµπυλωµένου χώϱου υπό την έννοια ότι
δεν "στϱίϐουν".

Με ϐάση τον πϱώτο οϱισµό, ο οποίος συνεπάγεται ∇V V = 0 ⇒ ∇V V
µ = 0, λαµβάνουµε:

V ν∇νV
µ = 0 ⇒ V ν∂νV

µ + V νΓµνρV
ρ = 0

Από τον οϱισµό του εφαπτόµενου διανύσµατος V σε µια χρονοειδή καµπύλη (τετϱαταχύτητα) έχουµε
ότι V µ = dxµ

dτ
και V µ∂µ = dxµ

dτ
∂
∂xµ

= d
dτ

όπου τ ο ιδιόχϱονος κατά µήκος της καµπύλης (για ϕωτοει-
δείς καµπύλες αντί του ιδιόχϱονου τ χρησιµοποιείται µια άλλη παϱάµετϱος λ). Αντικαθιστώντας τις
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εκφράσεις αυτές στην πιο πάνω σχέση καταλήγουµε στην εξίσωση:

d2xµ

dτ 2
+ Γµνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0 (2.10.3)

Η εξίσωση (2.10.3) ονοµάϹεται γεωδαισιακή εξίσωση (geodesic equation) και είναι ένα σύστηµα n
συϹευγµένων διαϕοϱικών εξισώσεων δεύτεϱης τάξης για τις n συναϱτήσεις xµ(τ) που αποτελούν τις
παϱαµετϱικές εξισώσεις της γεωδαισιακής καµπύλης γ(τ). Η γ(τ) που ικανοποιεί τη γεωδαισιακή
εξίσωση (2.10.3) καλείται αϕινικά παϱαµετϱοποιηµένη γεωδαισιακή καµπύλη. ∆εδοµένης της
αϱχικής ϑέσης και της αϱχικής ταχύτητας του σωµατιδίου, δηλαδή αν δοϑεί ένα σηµείο p = γ(0)
µε συνταγµένες xµp και το εϕαπτόµενο διάνυσµα στο σηµείο αυτό µε συνιστώσες V µ

p , υπάϱχει µια
µοναδική γεωδαισιακή γ(τ) ≡ xµ(τ) που διέϱχεται από το p και έχει ως εϕαπτόµενο διάνυσµα στο p
το Vp.

Αϱχικές Συνϑήκες

{
xµ(0) = xµp
dxµ

dτ

∣∣
τ=0

= V µ
p

(2.10.4)

Σηµείωση: Μια ασθενέστερη συνθήκη για να είναι µια καµπύλη γεωδαισιακή είναι η ∇V V = fV που
οδηγεί στην εξίσωση d2xµ

dσ2 + Γµνρ
dxν

dσ
dxρ

dσ
= f(σ)dx

µ

dσ
όπου f µια ϐαθµωτή συνάϱτηση και σ µια γενική

παϱάµετϱος. Με κατάλληλη αναπαραµετροποίηση σ → τ = τ(σ) της καµπύλης µποϱούµε πάντα να
ϕέϱουµε τη συνθήκη στη µοϱϕή (2.10.1) που οδηγεί στη γεωδαισιακή εξίσωση (2.10.3).

Η παϱάµετϱος τ της καµπύλης που ικανοποιεί τη συνθήκη ∇V V = D
dτ
V = 0 ονοµάζεται αϕινική

παϱάµετϱος (affine parameter) και µας επιτϱέπει να γράψουµε τη γεωδαισιακή εξίσωση στην αϕινική
µοϱϕή (2.10.3). Κάϑε άλλη παϱάµετϱος λ που συνδέεται γραµµικά µε την αϕινική παϱάµετϱο τ
δηλαδή λ = aτ + b όπου a, b ∈ R σταθερές µε a ̸= 0, είναι επίσης αϕινική παϱάµετϱος αϕού µας
επιτϱέπει να εκφράσουµε τη γεωδαισιακή εξίσωση στην αϕινική της µοϱϕή.

Σηµείωση: Στον επίπεδο χωϱόχϱονο µε καρτεσιανές συντεταγµένες, όπου τα σύµβολα Christoffel είναι
µηδενικά Γµνρ = 0, η γεωδαισιακή εξίσωση ανάγεται στην d2xµ

dτ2
= 0 η οποία αναϕέϱει ότι ελεύθερα

σωµατίδια κινούνται σε ευθείες γραµµές µε σταθερή ταχύτητα. Εποµένως οι γεωδαισιακές καµπύλες
στον επίπεδο χωϱόχϱονο είναι πράγµατι ευθείες, µε παϱαµετϱικές εξισώσεις της µορφής:

xµ(τ) = xµ0 + uµτ (2.10.5)

Υπάϱχουν τϱιών ειδών γεωδαισιακές: χωροειδείς, ϕωτοειδείς και χρονοειδείς ανάλογα µε το πϱόσηµο
που έχει το τετράγωνο του µέτϱου του εφαπτόµενου διανύσµατος σ’ αυτές. Στον χωϱόχϱονο, τα ελεύ-
ϑερα σωµατίδια µε µάϹα κινούνται σε χρονοειδείς γεωδαισιακές ενώ ελεύθερα άµαϹα σωµατίδια όπως
τα ϕωτόνια κινούνται σε ϕωτοειδείς γεωδαισιακές. Από την άλλη, οι χωροειδείς γεωδαισιακές δεν αντι-
στοιχούν στις κοσµικές γραµµές κάποιου υπαρκτού σωµατιδίου. Εφόσον εξ’ ορισµού µια γεωδαισιακή
καµπύλη µεταϕέϱει παϱάλληλα το εφαπτόµενο διάνυσµα σ’ αυτή (∇V V = 0) και επειδή ο χωϱόχϱονος
εφοδιάζεται µε τη σύνδεση Levi-Civita που είναι συµβατή µε τη µετϱική, ισχύει:

∇V (g(V, V )) =�
��*

0
(∇V g)(V, V ) + g(���*0

∇V V, V ) + g(V,���*0
∇V V ) = 0 (2.10.6)

Συνεπώς αν V το εφαπτόµενο διάνυσµα µιας γεωδαισιακής, το µέτϱο του g(V, V ) = gµνV
µV ν παϱαµένει

αναλλοίωτο κατά µήκος της άϱα ο χαρακτήρας µιας γεωδαισιακής δεν µποϱεί να αλλάξει.
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Από ϕυσικής άποψης, η συνθήκη ότι µια γεωδαισιακή καµπύλη µετατοπίϹει παϱάλληλα το εφαπ-
τόµενό της διάνυσµα µποϱεί να ιδωθεί ως ο µηδενισµός της τετραεπιτάχυνσης του σωµατιδίου που
κινείται κατά µήκος της. Η (συναλλοίωτη) τετϱαεπιτάχυνση ενός σωµατιδίου που κινείται σε µια
τυχαία καµπύλη µε εφαπτόµενο διάνυσµα V όπου V µ = dxµ

dτ
(τετϱαταχύτητα του σωµατιδίου) ορίζεται

ως το διάνυσµα:

a ≡ D

dτ
V ≡ ∇V V (2.10.7)

Με όϱους συνιστωσών:

aµ ≡ (∇V V )µ = V ν∇νV
µ =

d2xµ

dτ 2
+ Γµνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
(2.10.8)

Υπό την επίδραση µόνο της ϐαρύτητας, η οποία είναι γεωµετϱία και όχι δύναµη, το σωµατίδιο έχει
µηδενική επιτάχυνση: a = 0. Στην πεϱίπτωση αυτή λέµε ότι το σωµατίδιο εκτελεί ελεύθερη πτώση ή
απλά ότι είναι ελεύθερο και ϑέτοντας aµ = 0 στην (2.10.8) ανακτούµε τη γεωδαισιακή εξίσωση.

Αν το σωµατίδιο δεν εκτελεί ελεύθερη πτώση, σηµαίνει ότι δέχεται εξωτερικές δυνάµεις (π.χ ηλεκτρο-
µαγνητική δύναµη Lorentz) που το αποτρέπουν από το να ακολουθήσει την τροχιά µιας γεωδαισιακής
καµπύλης. Η εξίσωση κίνησης σε αυτή την πεϱίπτωση αποτελεί γενίκευση του 2ου Νόµου του Νεύτωνα
και είναι της µορφής:

maµ = fµ (2.10.9)

όπου m η µάϹα του σωµατιδίου και fµ η τετραδύναµη που ασκείται στο σωµατίδιο, η οποία είναι
µη-ϐαϱυτικής ϕύσεως.

Η τετϱαεπιτάχυνση εµπεριέχει λοιπόν πληροφορίες για τις εξωτερικές δυνάµεις που δέχεται το σωµατί-
διο, οι οποίες το εξαναγκάζουν να κινείται πάνω σε µη-γεωδαισιακές καµπύλες (π.χ για δύναµη Lorentz
είναι aµ = q

m
F µ

ν
dxν

dτ
όπου q το ϕοϱτίο του σωµατιδίου και Fµν o ηλεκτροµαγνητικός τανυστής).

Καϑότι η τετϱαταχύτητα ενός σωµατιδίου µε µάϹα είναι κανονικοποιηµένη, g(V, V ) = V µVµ = −1,
και η σύνδεση είναι συµβατή µε τη µετϱική, εξάγουµε ότι η τετϱαεπιτάχυνση είναι ορθογώνια στην
τετϱαταχύτητα σε κάϑε σηµείο της (µη-γεωδαισιακής) καµπύλης:

aµVµ = 0 (2.10.10)

Αυτό ισχύει διότι:

0 = ∇V (V
µVµ︸ ︷︷ ︸
−1

) = (∇V V )µVµ + V µ(∇V V )µ = 2(∇V V )µVµ = 2aµVµ (2.10.11)

Με παϱόµοιο συλλογισµό, από τη σχέση ∇ν(V
µVµ︸ ︷︷ ︸
−1

) = 0 συνάγουµε ότι:

V µ∇νVµ = 0 (2.10.12)

2.10.1 Στασιµοποίηση Ιδιόχϱονου - Extremizing proper time

Ο δεύτερος ορισµός αναϕέϱει ότι απ’ όλες τις δυνατές κοσµικές γραµµές που συνδέουν δύο δε-
δοµένα σηµεία, τα ελεύθερα σωµατίδια ακολουθούν την καµπύλη που µεγιστοποιεί τον ιδιόχϱονο
(ελαχιστοποιεί το ιδιοµήκος). Η καµπύλη µέγιστου ιδιόχϱονου είναι ακϱιϐώς η γεωδαισιακή καµ-
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πύλη. ΄Εστω λοιπόν δύο σταθερά σηµεία A, B και µια καµπύλη γ(λ) ≡ xµ(λ) που έχει αϱχή το
A = γ(λA) και πέϱας το B = γ(λB). Θεωρούµε µικϱές µεταϐολές στις συντεταγµένες της καµπύλης
xµ → xµ + δxµ, κρατώντας τα άκϱα της σταθερά δxµ(λA) = δxµ(λB) = 0, οι οποίες επάγουν την
εξής µεταϐολή στη µετϱική gµν → gµν + ∂σgµν δx

σ ϐάσει του αναπτύγµατος Taylor. ΄Εχουµε δηλαδή
δgµν = ∂σgµν δx

σ.

Σχήµα 2.10.1.1: Θεωϱούµε µικϱή µεταϐολή xµ(λ) → xµ(λ) + δxµ(λ) στις συντεταγµένες της καµπύλης που
συνδέει τα σταϑεϱά σηµεία A και B. Για να είναι η καµπύλη xµ(λ) γεωδαισιακή, πϱέπει κάϑε µεταϐολή δxµ(λ)
στις συντεταγµένες της να καϑιστά τον ιδιόχϱονο κατά µήκος της στάσιµο-ακϱότατο: δτ = 0.

Η επακόλουϑη µεταϐολή στον ιδιόχϱονο της καµπύλης είναι:

δτ =

∫ λB

λA

dλ
1

2

(
− gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ

)−1/2

δ
[
− gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ

]
Αϕού ο ιδιόχϱονος δεν εξαϱτάται από την παϱαµετϱοποίηση της καµπύλης, αναπαϱαµετϱοποιούµε
την καµπύλη αντικαϑιστώντας την τυχαία παϱάµετϱο λ µε τον ιδιόχϱονο τ της καµπύλης. ΄Ετσι ο
πϱώτος όϱος στο ολοκλήϱωµα γίνεται −gµν dx

µ

dτ
dxν

dτ
= 1 λόγω της κανονικοποίησης της τετϱαταχύτητας,

οπότε λαµϐάνουµε:

δτ = −1

2

∫ τB

τA

dτ δ
[
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

]
(2.10.13)

= −1

2

∫ τB

τA

dτ
[
δgµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
+ gµνδ

(dxµ
dτ

)dxν
dτ

+ gµν
dxµ

dτ
δ
(dxν
dτ

)]
= −1

2

∫ τB

τA

dτ
[
δgµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
+ gµν

d

dτ
(δxµ)

dxν

dτ
+ gµν

dxµ

dτ

d

dτ
(δxν)

]
Οι δύο τελευταία όϱοι στο ολοκλήϱωµα ταυτίϹονται, οπότε έχουµε:

δτ = −
∫ τB

τA

dτ
[1
2
∂σgµνδx

σ dx
µ

dτ

dxν

dτ
+ gµν

dxµ

dτ

d

dτ
(δxν)

]
= −

∫ τB

τA

dτ
[1
2
∂σgµνδx

σ dx
µ

dτ

dxν

dτ
+

d

dτ

(
gµν

dxµ

dτ
δxν
)
− d

dτ

(
gµν

dxµ

dτ

)
δxν
]

Το ολοκλήϱωµα το µεσαίου όϱου µηδενίϹεται, καϑότι τα άκϱα της καµπύλης είναι σταϑεϱά δηλαδή
δxµ(τA) = δxµ(τB) = 0 οπότε:∫ τB

τA

dτ
d

dτ

(
gµν

dxµ

dτ
δxν
)
= gµν

dxµ

dτ
δxν
∣∣∣τB
τA

= 0
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΄Ετσι αποµένει:

δτ =

∫ τB

τA

dτ
[
− 1

2
∂σgµνδx

σ dx
µ

dτ

dxν

dτ
+

d

dτ

(
gµν

dxµ

dτ

)
δxν
]

σ↔ν
=

∫ τB

τA

dτ
[
− 1

2
∂νgµσ

dxµ

dτ

dxσ

dτ
+

d

dτ

(
gµν

dxµ

dτ

)]
δxν

=

∫ τB

τA

dτ
[
− 1

2
∂νgµσ

dxµ

dτ

dxσ

dτ
+

d

dτ
(gµν)

dxµ

dτ
+ gµν

d2xµ

dτ 2

]
δxν

=

∫ τB

τA

dτ
[
− 1

2
∂νgµσ

dxµ

dτ

dxσ

dτ
+ ∂σgµν

dxσ

dτ

dxµ

dτ
+ gµν

d2xµ

dτ 2

]
δxν

=

∫ τB

τA

dτ
[
− 1

2
∂νgµσ

dxµ

dτ

dxσ

dτ
+

1

2
∂σgµν

dxσ

dτ

dxµ

dτ
+

1

2
∂µgσν

dxµ

dτ

dxσ

dτ
+ gµν

d2xµ

dτ 2

]
δxν

Στην τϱίτη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι dgµν
dτ

= ∂gµν

∂xσ
dxσ

dτ
ενώ στην τέταρτη ισότητα χρησι-

µοποιήσαµε τη συµµετρία του όϱου ∂σgµν
dxσ

dτ
dxµ

dτ
κάτω από την εναλλαγή σ ↔ µ. Η απαίτηση ο

ιδιόχϱονος ανάµεσα στα A και B να καθίσταται στάσιµος (extremal) και ειδικότερα µέγιστος συνεπάγε-
ται δτ = 0 για κάϑε µεταϐολή δxν. Αυτό προνοεί ότι η υπό ολοκλήρωση ποσότητα που ϐρίσκεται σε
αγκύλες οϕείλει να µηδενίζεται:

gµν
d2xµ

dτ 2
+

1

2
(∂µgσν + ∂σgµν − ∂νgµσ)

dxµ

dτ

dxσ

dτ
= 0

ΠολλαπλασιάϹοντας την πιο πάνω εξίσωση µε gρν καταλήγουµε στην εξίσωση:

d2xρ

dτ 2
+

1

2
gρν(∂µgσν + ∂σgµν − ∂νgµσ)︸ ︷︷ ︸

Γρ
µσ

dxµ

dτ

dxσ

dτ
= 0

d2xρ

dτ 2
+ Γρµσ

dxµ

dτ

dxσ

dτ
= 0 (2.10.14)

Η πιο πάνω εξίσωση είναι ακϱιϐώς η γεωδαισιακή εξίσωση (2.10.3) αϱκεί ϐέϐαια οι συντελεστές σύν-
δεσης να είναι τα σύµβολα Christoffel. Οπότε για να συµφωνούν οι δύο ορισµοί χρειάζεται η σύνδεση
να είναι η σύνδεση Levi-Civita, κάτι το οποίο πάντοτε ισχύει καθώς η σύνδεση Levi-Civita είναι η µόνη
σύνδεση που χρησιµοποιείται στη (συµβατική) γενική σχετικότητα.

2.10.2 ΛαγκϱατϹιανή του ελεύϑεϱου σωµατιδίου - Free particle Lagrangian

΄Οπως έχουµε πϱοαναϕέϱει, η κίνηση των ελεύϑεϱων σωµατιδίων πάνω σε γεωδαισιακές καµπύλες είναι
αποτέλεσµα της εϕαϱµογής της αϱχής των µεταϐολών για την εύϱεση του ακϱοτάτου του ιδιόχϱονου.
Αυτό παϱαπέµπει στην αϱχή ακϱότατης (ελάχιστης) δϱάσης της αναλυτικής µηχανικής, όπου εκεί η
στασιµοποίηση της δϱάσης οδηγεί στις εξισώσεις Euler-Lagrange για την κίνηση ενός σωµατιδίου. Με
ϐάση αυτή την αντιστοιχία, µποϱούµε να γϱάψουµε τη "δϱάση" ενός ελεύϑεϱου σωµατιδίου ως:

S0 ≡ τ =

∫ λB

λA

dλ
(
− gµν(x)

dxµ

dλ

dxν

dλ

)1/2
(2.10.15)
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Η υπό ολοκλήϱωση ποσότητα παϱιστάνει τη ΛαγκϱατϹιανή του ελεύϑεϱου σωµατιδίου:

L0

(
xµ,

dxµ

dλ

)
≡
(
− gµν(x)

dxµ

dλ

dxν

dλ

)1/2
(2.10.16)

Αϕού η δϱάση είναι ανεξάϱτητη από την παϱαµετϱοποίηση της καµπύλης, προκειµένου να απλουστεύ-
σουµε την έκφραση της δϱάσης και κατ’ επέκταση της ΛαγκϱατϹιανής, χρησιµοποιούµε ως παϱάµετϱο
της καµπύλης τον ιδιόχϱονο τ αντί της αυθαίρετης παϱαµέτϱου λ. Με αυτή την αλλαγή παϱαµέτϱου η
µεταϐολή της δϱάσης λόγω της µεταϐολής στις συντεταγµένες της καµπύλης δίνεται από την εξίσωση
(2.10.13):

δS0 = −
∫ τB

τA

dτ δ
[1
2
gµν(x)

dxµ

dτ

dxν

dτ

]
(2.10.17)

∆ιαπιστώνουµε ότι η στασιµοποίηση της δϱάσης S0 είναι ισοδύναµη µε τη στασιµοποίηση µιας πιο
απλής δϱάσης S:

S =

∫ λB

λA

dτ
1

2
gµν(x)

dxµ

dλ

dxν

dλ
(2.10.18)

αϕού ισχύει δS0 = δS. Οϱίσαµε την S µετονοµάϹοντας την παϱάµετϱο τ σε λ για να συµπεϱιλάϐουµε
την πεϱίπτωση άµαϹων σωµατιδίων (όπου τώϱα λ ο ιδιόχϱονος για σωµατίδια µε µάϹα και λ αϕινική
παϱάµετϱος για σωµατίδια µηδενικής µάϹας). Συνεπώς µποϱούµε να ϑεωϱήσουµε µια απλούστεϱη
ΛαγκϱατϹιανή για τα ελεύϑεϱα σωµατίδια:

L(xµ, ẋµ) ≡ 1

2
gµν(x)

dxµ

dλ

dxν

dλ
=

1

2
gµν(x)ẋ

µẋν (2.10.19)

όπου ẋµ ≡ dxµ

dλ
. H L δίνει τις ίδιες εξισώσεις Euler-Lagrange µε την αϱχική ΛαγκϱατϹιανή L0 καϑότι

σχετίϹονται µέσω της L = −1
2
L2

0 που έπεται δL = −L0δL0, άϱα το ακϱότατο της L0 είναι ακϱότατο της
L. Οι καµπύλες που καϑιστούν τη δϱάση ακϱότατη είναι εκείνες οι οποίες ικανοποιούν τις εξισώσεις
Euler-Lagrange:

δS = 0 ⇔ d

dλ

( ∂L
∂ẋµ

)
− ∂L
∂xµ

= 0 (2.10.20)

Είναι εύκολο να δείξουµε ότι αντικαθιστώντας την έκφραση της L(xµ, ẋµ) στις εξισώσεις Euler-Lagrange
παίϱνουµε τη γεωδαισιακή εξίσωση (2.10.3) για το ελεύθερο σωµατίδιο.

2.10.3 Σταϑεϱές της Κίνησης σε Γεωδαισιακές - Constants of Geodesic motion

Η επίλυση του συστήµατος των τεσσάϱων συζευγµένων διαφορικών εξισώσεων που προκύπτουν από
τη γεωδαισιακή εξίσωση είναι γενικά δύσκολη, ειδικά αν η µετϱική του χωϱόχϱονου είναι περίπλοκη.
Συνήϑως το σύστηµα αυτό επιλύεται αριθµητικά εκτός αν η µετϱική είναι σχετικά απλή οπότε η λύση
µποϱεί να ϐρεθεί µε αναλυτικές µεθόδους. Παϱ’ όλα αυτά, µε τη ϐοήθεια των νόµων διατήρησης,
οι οποίοι οδηγούν σε διατηϱούµενες ποσότητες - σταθερές της γεωδαισιακής κίνησης, µποϱούµε
να εκφράσουµε τις παϱαµετϱικές εξισώσεις της γεωδαιαικής καµπύλης συναρτήσει ποσοτήτων που
διατηρούνται κατά την κίνηση πάνω στη γεωδαισιακή. Αυτό διευκολύνει σηµαντικά την επίλυση της
γεωδαισιακής εξίσωσης.

΄Ενα πϱώτο ολοκλήρωµα της κίνησης που είναι πάντα διαθέσιµο, ανεξαϱτήτως του συστήµατος συντε-
ταγµένων και της µετϱικής, πϱοκύπτει από την κανονικοποίηση της τετραταχύτητας. Γνωρίζουµε ήδη
από την εξίσωση (2.10.6) ότι το τετράγωνο του µέτϱου του εφαπτόµενου διανύσµατος είναι σταθερό
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κατά µήκος της γεωδαισιακής και η σταθερή αυτή ποσότητα εξαρτάται από τον χαρακτήρα της γεω-
δαισιακής ή ισοδύναµα από το είδος του σωµατιδίου που τη διατρέχει.

Συγκεκϱιµένα αν ένα σωµατίδιο µε µάϹα/µε µηδενική µάϹα κινείται σε γεωδαισιακή µε παϱαµετϱικές
εξισώσεις xµ(τ), τ ο ιδιόχϱονος του σωµατιδίου/xµ(λ), λ αϕινική παϱάµετϱος και uµ = dxµ

dτ
/ uµ = dxµ

dλ

οι συνιστώσες του εφαπτόµενου διανύσµατος στη γεωδαισιακή (τετϱαταχύτητα του σωµατιδίου µε µάϹα
/ τετϱαοϱµή του σωµατιδίου µηδενικής µάϹας), τότε:

uµuµ = gµνu
µuν = C (2.10.21)

όπου C σταϑεϱά η οποία, λόγω της πιο πάνω επιλογής αϕινικών παϱαµέτϱων, λαµϐάνει τις εξής τιµές:

C =

{
−1 για σωµατίδιο µε µάϹα
0 για σωµατίδιο µε µηδενική µάϹα

(2.10.22)

Επιπλέον, η ύπαϱξη διανυσµατικών πεδίων Killing οδηγεί σε διατηϱούµενες ποσότητες κατά µήκος
των γεωδαισιακών. Συγκεκριµένα, το εσωτεϱικό γινόµενο ξµuµ ενός διανύσµατος Killing ξ µε το εφαπ-
τόµενο διάνυσµα u µιας γεωδαισιακής παϱαµένει αναλλοίωτο κατά την κίνηση πάνω στη γεωδαισιακή
καµπύλη:

gµνξ
µuν = ξµu

µ = const. (Κατά µήκος της γεωδαισιακής) (2.10.23)

Πϱάγµατι, η συναλλοίωτη παϱάγωγος της ποσότητας ξµuµ κατά µήκος της γεωδαισιακής καµπύλης
µηδενίϹεται:

D

dτ
(ξµu

µ) = ∇u(ξµu
µ) = uν∇ν(ξµu

µ) = uνuµ∇νξµ + ξµ u
ν∇νu

µ︸ ︷︷ ︸
=0

=
1

2
uνuµ (∇µξν +∇νξµ)︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

(2.10.24)
Χϱησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι uν∇νu

µ = 0 αϕού η γεωδαισιακή µεταϕέϱει παϱάλληλα το εφαπτό-
µενο διάνυσµα u σ’αυτή. ΄Επειτα σπάσαµε τον συµµετρικό ως πϱος την εναλλαγή ν ↔ µ όϱο uνuµ∇νξµ
σε δύο ίσους µεταξύ τους όϱους και αξιοποιήσαµε την εξίσωση του Killing (2.8.15) για να δείξουµε ότι
ο όϱος αυτός µηδενίζεται.

Στα ίδια αποτελέσµατα µποϱούµε να καταλήξουµε εφαρµόζοντας το Θεώϱηµα της Noether για τη
ΛαγκϱατϹιανή του ελεύθερου σωµατιδίου. Το Θεώϱηµα Noether αναϕέϱει ότι σε κάϑε συνεχή συµ-
µετρία της ΛαγκϱατϹιανής (ή ισοδύναµα της δϱάσης) ενός ϕυσικού συστήµατος, αντιστοιχεί µια διατηρού-
µενη ποσότητα. Εδώ οι συµµετρίες της ΛαγκϱατϹιανής ισοδυναµούν µε συµµετρίες της µετϱικής,
δηλαδή µετασχηµατισµούς που αφήνουν τη µετϱική αµετάβλητη ή µε άλλα λόγια ισοµετϱίες.

Αϱχικά, παϱατηϱούµε ότι η ΛαγκϱατϹιανή δεν εξαρτάται ϱητά από την παϱάµετϱο λ της γεωδαισι-
ακής, δηλαδή ∂L

∂λ
= 0. Θέτοντας ∂L

∂λ
= 0 στη σχέση που δίνει την ολική παράγωγο της L ως πϱος λ:

dL
dλ

=
∂L
∂λ

+
∂L
∂xµ

dxµ

dλ
+
∂L
∂ẋµ

dẋµ

dλ
=
∂L
∂λ

+
d

dλ

( ∂L
∂ẋµ

ẋµ
)

(2.10.25)

λαµϐάνουµε ότι:
d

dλ

( ∂L
∂ẋµ

ẋµ − L
)
= 0 (2.10.26)
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Συνεπώς η ποσότητα ∂L
∂ẋµ

ẋµ − L = 1
2
gµν ẋ

µẋν = 1
2
gµν

dxµ

dλ
dxν

dλ
διατηρείται κατά µήκος της γεωδαισιακής.

Η σταθερή τιµή της gµν dx
µ

dλ
dxν

dλ
πϱοκύπτει από την κανονικοποίηση της τετραταχύτητας, όπως ακϱιϐώς

στην εξίσωση (2.10.21), όπου uµ = ẋµ = dxµ

dλ
και λ = τ για σωµατίδια µε µάϹα, λ αϕινική παϱάµετϱος

για σωµατίδια χωϱίς µάϹα.

Ακολούϑως, υποθέτουµε ότι η µετϱική gµν(x) είναι ανεξάϱτητη από κάποια συντεταγµένη xκ, δηλαδή
∂κgµν = 0, πϱάγµα που συνεπάγεται ότι η ΛαγκϱατϹιανή είναι επίσης ανεξάϱτητη από τη συγκεκριµένη
συντεταγµένη: ∂L

∂xκ
= 0. Αυτό σηµαίνει ότι ο απειϱοστός µετασχηµατισµός της συντεταγµένης xκ,

δηλαδή xκ → xκ+δxκ αϕήνει τη µετϱική αµετάβλητη, αποτελεί εποµένως µια ισοµετϱία. Το διάνυσµα
ξ = ∂κ που γεννάει την ισοµετϱία (δxκ = εξκ) έχει συνιστώσες ξµ = δµκ και είναι διάνυσµα Killing
εφόσον η παράγωγος Lie της µετϱικής κατά την κατεύϑυνση του άξονα xκ µηδενίζεται. Η εξίσωση
Euler-Lagrange ως πϱος τη συντεταγµένη xκ για την οποία ∂L

∂xκ
= 0 δίνει:

d

dλ

( ∂L
∂ẋκ

)
= 0 (2.10.27)

Αυτό συνεπάγεται ότι η ποσότητα:

∂L
∂ẋκ

= ẋκ = gµκẋ
µ = gµνδ

ν
κẋ

µ = gµνξ
νuµ = ξµu

µ (2.10.28)

παϱαµένει σταθερή κατά µήκος της γεωδαισιακής καµπύλης, όπως δείξαµε στη (2.10.24) χρησι-
µοποιώντας γεωµετϱικά επιχειρήµατα.

Σηµείωση: ΄Ενας εναλλακτικός τϱόπος για να επιβεβαιώσουµε ότι το ξ είναι διάνυσµα Killing είναι
ϑεωρώντας ότι µετασχηµατισµός xκ → xκ + εξκ, ε > 0 είναι ισοµετϱία και άϱα συµµετρία της δϱάσης
S της (2.10.18). Απαιτώντας η δϱάση να παϱαµείνει αναλλοίωτη, δS = 0, καταλήγουµε στην εξίσωση
του Killing ∇µξν +∇νξµ = 0.

2.11 Καµπυλότητα - Curvature

Η καµπυλότητα αποτελεί γεωµετϱική ιδιότητα µιας πολλαπλότητας. Εφόσον η µετϱική περιγράφει
την εσωτεϱική γεωµετϱία µιας πολλαπλότητας, είναι αναµενόµενο ότι εµπεριέχει πληροφορίες για
την ενδογενή της καµπυλότητα, η οποία είναι το είδος καµπυλότητας που ϑα µας απασχολήσει στην
ενότητα αυτή. Φυσικά, δεν µποϱούµε πάντοτε να διαπιστώσουµε αν µια πολλαπλότητα είναι επίπεδη
ή καµπυλωµένη (και πόσο) εξετάζοντας απλά τη µετϱική της, η οποία ενδέχεται να είναι περίπλοκη
(αναλόγως του συστήµατος συντεταγµένων). Το πραγµατικό "µέτϱο" της ενδογενούς καµπυλότητας
µιας πολλαπλότητας είναι ο τανυστής καµπυλότητας, γνωστός ως τανυστής Riemann (Riemann ten-
sor) του οποίου οι συνιστώσες υπολογίζονται από τις πϱώτες και δεύτεϱες παραγώγους της µετϱικής.

Σηµειώνουµε ότι πέϱαν της ενδογενούς καµπυλότητας, που είναι η εσωτεϱική καµπυλότητα που αντιλ-
αµβάνονται παϱατηϱητές περιορισµένοι µέσα στην πολλαπλότητα, υπάρχει και η εξωγενής ή εξωτερική
καµπυλότητα. Η εξωγενής καµπυλότητα αναφύεται όταν εµβαπτίσουµε µια n-διάστατη πολλαπλότητα
σε έναν n + 1-διάστατο χώϱο και σχετίζεται µε το σχήµα της πολλαπλότητας όπως το αντιλαµβάνεται
ένας παϱατηϱητής που ϐρίσκεται έξω από αυτή. Προσδιορίζεται µέσω του τανυστή εξωτερικής καµ-
πυλότητας Kµν ο οποίος είναι τάξης (0, 2) και συµµετρικός.
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Οϱισµός 2.15: Τανυστής Riemann - Riemann Tensor

Ο τανυστής Riemann µιας πολλαπλότητας (M, g) οϱίϹεται ως ο τανυστής τάξης (1, 3) που δϱα στα
διανυσµατικά πεδία X, Y, Z ∈ X(M) και στο πεδίο 1-form ω σύµϕωνα µε τη σχέση:

R(ω,X, Y, Z) = ω(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z) (2.11.1)

όπου ∇ η σύνδεση Levi-Civita. Γϱάϕοντας ∇X∇YZ εννοούµε ότι λαµϐάνουµε τη συναλλοώτη
παϱάγωγο ως πϱος X του διανύσµατος ∇YZ δηλαδή ∇X∇YZ = ∇X(∇YZ).

Μια πολλαπλότητα (M, g) ϑα λέγεται επίπεδη (flat) αν ο τανυστής Riemann µηδενίζεται ταυτοτικά
R = 0 ή µε όϱους συνιστωσών Rα

βµν = 0 παντού στην πολλαπλότητα. Σε διαφορετική πεϱίπτωση
ϑα λέγεται καµπυλωµένη (curved), µε την καµπυλότητά της να ποσοτικοποιείται από τις συνιστώσες
Rα

βµν του τανυστή Riemann. Οι πιο πάνω χαρακτηρισµοί είναι ανεξάρτητοι του συστήµατος συντεταγ-
µένων, εφόσον αν ένας τανυστής µηδενίζεται (ή δεν µηδενίζεται) σε ένα σύστηµα συντεταγµένων τότε
µηδενίζεται (αντίστοιχα δεν µηδενίζεται) σε κάϑε άλλο σύστηµα συντεταγµένων.

Σηµείωση: Εναλλακτικά, ο τανυστής Riemann µποϱεί να ειδωθεί ως η απεικόνιση R : X(M)×X(M)×
X(M) → X(M) τϱιών διανυσµατικών πεδίων σε ένα τέταρτο:

R(X, Y, Z) ≡ R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (2.11.2)

Επειδή η σύνδεση ∇ δεν έχει στϱέψη, ισχύει [X, Y ] = ∇XY −∇YX οπότε παίϱνουµε:

R(X, Y, Z) ≡ R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ − (∇∇XYZ −∇∇YXZ) (2.11.3)

Αυτό µας επιτϱέπει να διατυπώσουµε έναν οϱισµό ισοδύναµο µε τον (2.11.2) χϱησιµοποιώντας τη
δεύτεϱη συναλλοίωτη παϱάγωγο η οποία διαϕοϱίϹει τον (1, 1) τανυστή ∇Z και δίνει τον (1, 2) τανυστή
∇2Z ≡ ∇(∇Z). Η δεύτεϱη συναλλοίωτη παϱάγωγος στην κατεύϑυνση του Y και έπειτα του X οϱίϹεται
∇2
X,YZ ≡ (∇(∇Z))( · , Y,X) = ∇X∇YZ −∇∇XYZ = XµY ν∇µ∇νZ. Μέσω αυτής έχουµε:

R(X, Y, Z) ≡ R(X, Y )Z = ∇2
X,YZ −∇2

Y,XZ (2.11.4)

η οποία ονοµάζεται ταυτότητα Ricci (Ricci identity) και ισχύει για συνδέσεις µε µηδενική στϱέψη. Η
σχέση (2.11.4) διατυπώνεται συνήϑως στη ϐιβλιογραφία µε χϱήση αϕηϱηµένων δεικτών. Με τον συµ-
ϐολισµό αϕηϱηµένων δεικτών (abstract index notation) γράφουµε (∇2

µ,νV )α ≡ ∇µ∇νV
a όπου µε την

έκφραση ∇µ∇νV
a εννοούµε ότι παραγωγίζουµε τον (1, 1) τανυστή ∇νV

α που παϱιστάνει τον τανυστή
∇V στα πλαίσια του συµβολισµού αυτού. Συνεπώς η ταυτότητα Ricci εκφράζεται µε αφηρηµένους
δείκτες ως εξής:

∇µ∇νV
α −∇ν∇µV

α = [∇µ,∇ν ]V
α = Rα

βµνV
β (2.11.5)

Σηµείωση: Αν η σύνδεση της πολλαπλότητας δεν ήταν η Levi-Civita αλλά µια σύνδεση µε στϱέψη, η
σχέση (2.11.5) ϑα γραφόταν: [∇µ,∇ν ]V

α = Rα
βµνV

β − T λµν∇λV
α µε T λµν = 2Γλ[µν].

Σηµείωση: ∆εδοµένου ότι οι συναλλοίωτες παράγωγοι µετατίθενται για ϐαθµωτές συναρτήσεις, αναπ-
τύσσοντας την [∇µ,∇ν ](ωαV

α) = 0 ϐρίσκουµε τη δϱάση του µεταθέτη [∇µ,∇ν ] σε 1-forms:

[∇µ,∇ν ]ωα = −Rλ
αµνωλ (2.11.6)

68



2.11. Καµπυλότητα - Curvature

2.11.1 Συνιστώσες του τανυστή Riemann - Components of the Riemann tensor

Με όϱους συνιστωσών, o οϱισµός (2.11.1) έπεται:

Rα
βµν ≡ R(dxα, ∂µ, ∂ν , ∂β) (2.11.7)

όπου χρησιµοποιήσαµε ως ϐάση των διανυσµάτων την coordinate basis {eµ} = {∂µ} και τη δυική
της ως ϐάση των 1-forms {θµ} = {dxµ}. Τονίζουµε ότι κατά σύµβαση, ο πρώτος κάτω δείκτης στις
συνιστώσες του τανυστή Riemann αναφέρεται στο τϱίτο στη σειϱά διάνυσµα που εισέρχεται στο όϱισµα.

Οι συνιστώσες του τανυστή Riemann, χρησιµοποιώντας τη συναλλοίωτη παράγωγο της σύνδεσης Levi-
Civita, υπολογίζονται ως εξής:

Rα
βµν ≡ R(dxα, ∂µ, ∂ν , ∂β) = dxα(∇∂µ∇∂ν∂β −∇∂ν∇∂µ∂β −∇

��>
0

[∂µ,∂ν ]
∂β)

= dxα(∇µ∇ν∂β −∇ν∇µ∂β)

= dxα[∇µ(Γ
σ
νβ∂σ)−∇ν(Γ

σ
µβ∂σ)]

= dxα[(∂µΓ
σ
νβ)∂σ + Γσνβ∇µ∂σ − (∂νΓ

σ
µβ)∂σ − Γσµβ∇ν∂σ]

= dxα[(∂µΓ
σ
νβ)∂σ + ΓσνβΓ

κ
µσ∂κ − (∂νΓ

σ
µβ)∂σ − ΓσµβΓ

κ
νσ∂κ]

= (∂µΓ
σ
νβ)δ

α
σ + ΓσνβΓ

κ
µσδ

α
κ − (∂νΓ

σ
µβ)δ

α
σ − ΓσµβΓ

κ
νσδ

α
κ

Εποµένως οι συνιστώσες του τανυστή Riemann είναι:

Rα
βµν = ∂µΓ

α
νβ − ∂νΓ

α
µβ + ΓσνβΓ

α
µσ − ΓσµβΓ

α
νσ (2.11.8)

2.11.2 Γεωµετϱική Ερµηνεία του τανυστή Riemann - Geometric Interpretation of the Rie-
mann Tensor

Εκ πϱώτης όψεως η γεωµετϱική σηµασία του τανυστή Riemann δεν διαϕαίνεται από τον ϕοϱµαλιστικό
οϱισµό που δόϑηκε. Θα δούµε όµως ότι ο οϱισµός αυτός έχει ενδιαϕέϱουσες γεωµετϱικές εϱµηνείες.
Συγκεκϱιµένα, ο τανυστής Riemann ποσοτικοποιεί την καµπυλότητα υπό την έννοια ότι σχετίϹεται µε:

1. τη µεταϐολή που υϕίσταται ένα διάνυσµα όταν µεταϕεϱϑεί παϱάλληλα κατά µήκος µιας κλειστής
διαδϱοµής

2. τη µη-µεταϑετικότητα δύο συναλλοίωτων παϱαγώγων όταν δϱουν σε τανυστές

3. την απόκλιση µεταξύ γειτονικών γεωδαισιακών καµπυλών (αϱχικώς παϱάλληλες γεωδαισιακές
δεν παϱαµένουν παϱάλληλες)

Για να µελετήσουµε γεωµετϱικά την έννοια του ορισµού (2.11.4) και γενικότεϱα της µη-µεταϑετικότητας
των δευτέϱων παϱαγώγων, ϑεωρούµε ένα απειϱοστό "παραλληλόγραµµο" Levi-Civita (Levi-Civita par-
allelogramoid), του οποίου οι πλευϱές σχηµατίζονται από τα διανύσµατα X και Y . Υπενθυµί-
Ϲουµε από τον οϱισµό (2.9.30) ότι η συναλλοίωτη παράγωγος ως πϱος κάποια κατεύϑυνση συγ-
κρίνει ένα αρχικό διάνυσµα µε το διάνυσµα που πϱοκύπτει αν το αρχικό διάνυσµα µεταφερθεί
παϱάλληλα κατά απειϱοστή απόσταση στη συγκεκριµένη κατεύϑυνση, εκφράζει δηλαδή την αλλαγή
που υφίσταται ένα διάνυσµα κατά τη δεδοµένη κατεύϑυνση. Συνεπώς, αν µεταϕέϱουµε παϱάλληλα
ένα διάνυσµα V στην κατεύϑυνση του διανύσµατος Y και έπειτα µεταϕέϱουµε παϱάλληλα το προκύπ-
τον διάνυσµα στην κατεύϑυνση του X τότε ϑα πάϱουµε ένα διάνυσµα V ′ που διαφέρει από το V κατά
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∇2
X,Y V = ∇X∇Y V −∇∇XY V . Aν τώϱα µεταϕέϱουµε παϱάλληλα το διάνυσµα V πϱώτα στη διεύϑυνση

του X και ακολούϑως στην κατεύϑυνση του Y ϑα πάϱουµε ένα νέο διάνυσµα V ′′ που διαφέρει από το
V κατά ∇2

Y,XV = ∇Y∇XV −∇∇YXV . Η διαφορά των δύο διανυσµάτων V ′, V ′′ που προκύπτουν από
την παϱάλληλη µεταϕοϱά του V κατά µήκος των δύο διαδροµών εκφράζεται από το διάνυσµα:

V ′ − V ′′ = ∇2
X,Y V −∇2

Y,XV = R(X, Y, V ) = R(X, Y )V (2.11.9)

Σχήµα 2.11.2.1: Γεωµετϱική εϱµηνεία του τανυστή Riemann. Το διάνυσµα R(X,Y, V ) παϱιστάνει τη διαϕοϱά
ανάµεσα στα διανύσµατα V ′, V ′′ που πϱοκύπτουν από την παϱάλληλη µεταϕοϱά του V κατά τις διαδϱοµές Y → X
(µπλε) και X → Y (κόκκινο) αντίστοιχα.

Η πιο πάνω σχέση είναι η ταυτότητα Ricci. Η γεωµετϱική ερµηνεία της ταυτότητας Ricci είναι ότι
σε έναν καµπυλωµένο χώϱο η παϱάλληλη µεταϕοϱά ενός διανύσµατος V στην κατεύϑυνση ενός δι-
ανύσµατος και έπειτα ενός άλλου ϑα δώσει διαφορετικό διάνυσµα σε σύγκριση µε την πεϱίπτωση
όπου οι δύο κατευθύνσεις ακολουθούνται µε την αντίστροφη σειϱά. Αυτό απορρέει από το γεγονός ότι
οι δεύτεϱες συναλλοίωτες παράγωγοι ενός διανυσµατικού πεδίου (και γενικότεϱα ενός τανυστή) δεν
µετατίθενται και ο τανυστής Riemann µετϱάει αυτή τη µη-µεταϑετικότητα.

Η πιο πάνω ερµηνεία οδηγεί άµεσα σε µια δεύτεϱη ερµηνεία, συγκεκριµένα συνδέει τον τανυστή
Riemann µε τη µεταϐολή που πϱοκαλεί στις συνιστώσες ενός διανύσµατος η παϱάλληλη µεταϕοϱά
του κατά µήκος µιας κλειστής διαδροµής. Μεταϕέϱοντας παϱάλληλα ένα διάνυσµα σε µια κλειστή
διαδροµή διαπιστώνουµε ότι επιστρέφοντας στην αρχική του ϑέση, το διάνυσµα ϑα έχει αλλάξει εξ-
αιτίας της καµπυλότητας της πολλαπλότητας, µε τον τανυστή Riemann να µετϱάει την εξάϱτηση της
µεταϐολής αυτής από τη διαδροµή που ακολουθήθηκε. Θεωρούµε πάλι απειϱοστό "παραλληλό-
γραµµο" Levi-Civita, του οποίου οι πλευϱές ϐρίσκονται στις γραµµές συντεταγµένων xµ = a, xµ =
a+ δa (για συγκεκριµένο µ, έστω µ = 1 στο κάτωϑι σχήµα) οι οποίες συνδέονται µε το διάνυσµα A και
xν = b, xν = b+ δb (για συγκεκριµένο ν, έστω ν = 2) οι οποίες συνδέονται µε το διάνυσµα B.
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Σχήµα 2.11.2.2: ∆ιάνυσµα V µεταϕέϱεται παϱάλληλα κατά µήκος της απειϱοστής κλειστής διαδϱοµής P →
Q → R → S → P που σχηµατίϹουν οι γϱαµµές των συντεταγµένων. Η απόκλιση ανάµεσα στο παϱάλληλα
µεταϕεϱόµενο διάνυσµα V ′ και στο αϱχικό διάνυσµα V είναι ανάλογη του τανυστή Riemann.

Αποδεικνύεται ότι κατά την παϱάλληλη µεταϕοϱά του V κατά µήκος της κλειστής διαδροµής οι
συνιστώσες του V (σε δεύτεϱη τάξη ως πϱος δa, δb) αλλάζουν κατά:

δV α = V
′α − V α = (δa)(δb)Rα

βµνV
βAµBν (2.11.10)

Η τϱίτη γεωµετϱική ερµηνεία του τανυστή Riemann συνδέεται µε την απόκλιση ανάµεσα σε γειτονικές
γεωδαισιακές καµπύλες (παράλληλες γραµµές δεν παραµένουν παράλληλες όταν επεκταθούν), η
οποία είναι αποτέλεσµα της καµπυλότητας που πϱοκαλεί εστίαση ή απεστίαση µιας οµάδας γεωδαισι-
ακών. Θεωρούµε τη µονοπαϱαµετϱική οικογένεια γεωδαισιακών καµπυλών γs(t) ≡ xµ(t; s), όπου
η κάϑε γεωδαισιακή παραµετροποιείται από την αϕινική παϱάµετϱο t και η ταυτοποιείται από την
παϱάµετϱο s. Συµβολίζουµε T το εφαπτόµενο διανυσµατικό πεδίο στις γεωδαισιακές (καµπύλες µε
s = const.) το οποίο µεταφέρεται παϱάλληλα ∇TT = 0 και S το εφαπτόµενο διανυσµατικό πεδίο στις
µη-γεωδαισιακές καµπύλες µε t = const. Το S λέγεται διάνυσµα διαχωρισµού (seperation/deviation
vector) διότι συνδέει σηµεία µε την ίδια συντεταγµένη t που ϐρίσκονται σε γειτονικές γεωδαισιακές οι
οποίες απέχουν απειϱοστή απόσταση, άϱα παϱιστάνει τον σχετικό διαχωρισµό δύο γεωδαισιακών.

Σχήµα 2.11.2.3: Το διάνυσµα διαχωϱισµού S συνδέει σηµεία δύο απειϱοστά κοντινών γεωδαισιακών, οι οποίες
έχουν εϕαπτόµενο διανυσµατικό πεδίο T . Η µονοπαϱαµετϱική οικογένεια γεωδαισιακών γs(t), s ∈ R σχηµατίϹει
τη διδιάστατη επιϕάνεια Σ ⊂M µε συντεταγµένες (t, s), οπότε T = ∂t και S = ∂s, άϱα [T, S] = 0.
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Η οικογένεια γs(t), s ∈ R σχηµατίϹει µια διδιάστατη επιϕάνεια Σ ⊂M στην οποία χϱησιµοποιούµε τις
παϱαµέτϱους t και s ως συντεταγµένες, οπότε T = ∂

∂t
και S = ∂

∂s
. Αϕού τα διανυσµατικά πεδία T και

S αποτελούν coordinate basis vectors, µετατίϑενται: [T, S] = 0. Εϕόσον η σύνδεση δεν έχει στϱέψη,
αυτό συνεπάγεται ∇TS = ∇ST ⇔ T ν∇νS

µ = Sν∇νT
µ. Αν λοιπόν S είναι το διάνυσµα που συνδέει

δύο σηµεία που ϐϱίσκονται σε γειτονικές γεωδαισιακές, η συναλλοίωτη παϱάγωγος του S κατά µήκος
της γεωδαισιακής ϑα δώσει τη σχετική τους ταχύτητα U δηλαδή τον ϱυϑµό µε τον οποίο δύο απειϱοστά
κοντινές γεωδαισιακές αποµακϱύνονται µεταξύ τους:

U =
D

dt
S = ∇TS (2.11.11)

Επιπλέον, µποϱούµε να ορίσουµε την σχετική επιτάχυνση ανάµεσα σε δύο απειϱοστά κοντινές γειτονικές
γεωδαισιακές λαµβάνοντας τη συναλλοίωτη παράγωγο του U κατά µήκος της γεωδαισιακής:

A =
D2

dt2
S =

D

dt
U = ∇TU = ∇T∇TS (2.11.12)

Για την σχετική επιτάχυνση λαµϐάνουµε:

A = ∇T∇TS = ∇T∇ST
2.11.1
= R(T, S)T +∇S ∇TT︸ ︷︷ ︸

=0

+∇
��>

0
[T,S]

T (2.11.13)

Τελικά λοιπόν
A = R(T, S)T (2.11.14)

Η πιο πάνω εξίσωση είναι γνωστή ως εξίσωση της γεωδαισιακής απόκλισης (geodesic devation equation)
και υπό µοϱϕή συνιστωσών γϱάϕεται:

Aµ = [R(T, S)T ]µ = [R(T, S, T )]µ = Rµ
νρσT

νT ρSσ (2.11.15)

Σε συµϐολισµό αϕηϱηµένων δεικτών, διατυπώνεται ισοδύναµα ως εξής:

Aµ = T ρ∇ρ(T
ν∇νS

µ) = T ρ∇ρ(S
ν∇νT

µ) = (T ρ∇ρS
ν)∇νT

µ + T ρSν∇ρ∇νT
µ

= (Sρ∇ρT
ν)∇νT

µ + T ρSν∇ρ∇νT
µ

= Sρ∇ρ(T
ν∇νT

µ︸ ︷︷ ︸
=0

)− SρT ν∇ρ∇νT
µ + T ρSν∇ρ∇νT

µ

= T ρSν (∇ρ∇νT
µ −∇ν∇ρT

µ)︸ ︷︷ ︸
Rµ

λρνT
λ

= Rµ
λρνT

λT ρSν

Κατά συνέπεια, η σχετική επιτάχυνση δύο γειτονικών γεωδαισιακών µας παϱέχει ένα µέτϱο για την
τοπική καµπυλότητα µιας πολλαπλότητας και υπολογίζεται µέσω του τανυστή Riemann. Η γεω-
δαισιακή απόκλιση αναφέρεται στην τάση των ελεύθερων σωµατιδίων, τα οποία κινούνται σε γεω-
δαισιακές του καµπυλωµένου χωϱόχϱονου, να πλησιάζουν (σε περιοχές ϑετικής καµπυλότητας) ή να
αποµακρύνονται (σε περιοχές αρνητικής καµπυλότητας) το ένα από το άλλο. Από ϕυσικής άποψης
το ϕαινόµενο αυτό αποδίδεται στις ϐαρυτικές παλιρροϊκές δυνάµεις (gravitational tidal forces). Στη
γενική σχετικότητα, οι παλιρροϊκές δυνάµεις οφείλονται στον µη-µηδενισµό των δευτέϱων παϱαγώγων
της µετϱικής ενός καµπυλωµένου χωϱόχϱονου, που έχει ως αποτέλεσµα ο τανυστής Riemann να
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πϱοκύπτει µη-µηδενικός: Rα
βµν ̸= 0. Στη Νευτώνεια ϐαϱύτητα, οι παλιρροϊκές δυνάµεις που δέχον-

ται δύο σωµατίδια ή ένα σώµα µη-αµελητέων διαστάσεων οφείλονται στο γεγονός ότι το ϐαρυτικό πεδίο
έχει διαφορετική ένταση και κατεύϑυνση σε διαφορετικά σηµεία του χώϱου (ανοµοιογένεια). Αυτό
πϱοκαλεί εστίαση στις τροχιές των σωµατιδίων και παραµόρφωση στην πεϱίπτωση ενός εκτεταµένου
σώµατος.

Μποϱούµε να επαναδιατυπώνουµε την εξίσωση γεωδαισιακής απόκλισης ως εξίσωση που ικανοποιεί
το διάνυσµα διαχωρισµού, ορίζοντας τον τανυστή παλιρροϊκής τάσης (tidal stress tensor):

Eµ
ν ≡ Rµ

λρνT
λT ρ (2.11.16)

όπου εδώ το εφαπτόµενο διάνυσµα T παίϹει τον ϱόλο της τετραταχύτητας ενός εκ των δύο σωµατιδίων,
έστω αυτού που κινείται στην πϱώτη γεωδαισιακή. ΄Ετσι οι συνιστώσες Sµ(t) του διανύσµατος δι-
αχωρισµού προκύπτουν από τη σχέση:

D2Sµ

dt2
= Eµ

νS
ν (2.11.17)

2.11.3 Συµµετϱίες του τανυστή Riemann - Symmetries of the Riemann Tensor

Ο τανυστής Riemann ικανοποιεί χϱήσιµες ιδιότητες συµµετρίας, µε κάποιες να απορρέουν από την
κατασκευή του και κάποιες άλλες να προκύπτουν από το γεγονός ότι η σύνδεση ∇ της πολλαπλότητας
είναι η Levi-Civita.

Κατ’ αϱχή ο τανυστής Riemann είναι, ϐάσει του ορισµού (2.11.2) και της σύµβασης που ακολου-
ϑείται για τους δείκτες του, αντισυµµετρικός στους δύο τελευταίους δείκτες του:

Rα
βµν = −Rα

βνµ (2.11.18)

Επιπλέον, λόγω της µηδενικής στϱέψης της σύνδεσης Levi-Civita, ικανοποιεί την 1η ταυτότητα του
Bianchi που αναϕέϱει ότι το άϑϱοισµα των κυκλικών µεταϑέσεων των τϱιών κάτω δεικτών του τανυστή
Riemann µηδενίϹεται:

Rα
βµν +Rα

µνβ +Rα
νβµ = 0 ⇔ Rα

[βµν] = 0 (2.11.19)

Οι πιο πάνω καθώς και ορισµένες επιπλέον συµµετρίες του τανυστή Riemann γίνονται εµφανείς εξ-
ετάζοντας τον τανυστή Rαβµν = gασR

σ
βνµ µε όλους του δείκτες κάτω.

Συµµετϱίες τανυστή Riemann

Οι συµµετϱίες που διαϑέτει ο τανυστής Rαβµν = gασR
σ
βνµ, στη σύνδεση Levi-Civita, είναι:

1. Rαβµν = −Rβαµν

2. Rαβµν = −Rαβνµ

3. Rαβµν = Rµναβ

Επιπϱόσϑετα υπακούει στις δύο ταυτότητες του Bianchi:

� 1η Ταυτότητα Bianchi (Αλγεϐϱική): Rαβµν +Rαµνβ +Rανβµ = 0 ⇔ Rα[βµν] = 0

� 2η Ταυτότητα Bianchi (∆ιαϕοϱική): ∇λRαβµν+∇αRβλµν+∇βRλαµν = 0 ⇔ ∇[λRαβ]µν = 0
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Οι συµµετρίες (1),(2),(3) σε συνδυασµό µε την 1η Ταυτότητα Bianchi ϑέτουν περιορισµούς στις συνιστώσες
του τανυστή Riemann Rαβµν. ΄Εστω ότι η πολλαπλότητα (M, g) έχει διάσταση n οπότε οι δείκτες
α, β, µ, ν λαµβάνουν τιµές στο εύϱος 0, 1, . . . , n − 1. Αν ϑεωρήσουµε το πϱώτο Ϲεύγος [αβ] αντι-
συµµετρικών δεικτών του τανυστή Riemann λαµβάνουµε N = n(n−1)

2
ανεξάρτητους συνδυασµούς.

Οµοίως έχουµε N = n(n−1)
2

ανεξάρτητους συνδυασµούς για το δεύτεϱο Ϲεύγος [µν] αντισυµµετρικών
δεικτών. Στη συνέχεια λαµβάνουµε υπόψη τη συµµετρικότητα του τανυστή Riemann στην εναλ-
λαγή [αβ] ↔ [µν], όπου κάϑε Ϲεύγος λαµβάνει N τιµές εποµένως καταλήγουµε ότι οι ανεξάϱτητες
συνιστώσες είναι N(N+1)

2
= 1

2
n(n−1)

2

(
n(n−1)

2
+ 1
)

. Ο τελευταίος περιορισµός προέρχεται από την 1η

ταυτότητα Bianchi Rα[βµν] = 0, η οποία λόγω των υπόλοιπων ιδιοτήτων συµµετρίας γράφεται ισοδύ-
ναµα R[αβµν] = 0. Η ταυτότητα αυτή δίνει

(
n
4

)
= n(n−1)(n−2)(n−3)

4!
ανεξάϱτητες εξισώσεις - περιορισµούς,

µιας και όλοι οι δείκτες πϱέπει να είναι διαφορετικοί, χωϱίς να µας ενδιαφέρει η διάταξή τους. Συνεπώς
σε µια n διάστατη πολλαπλότητα ο αριθµός ανεξάϱτητων συνιστωσών του τανυστή Riemann πϱοκύπτει:

1

2

n(n− 1)

2

(n(n− 1)

2
+ 1
)
− n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

4!
=
n2(n2 − 1)

12
(2.11.20)

Συµπεϱαίνουµε λοιπόν πως στον τετραδιάστατο χωϱόχϱονο της γενικής σχετικότητας, ο τανυστής Rie-
mann διαθέτει 20 ανεξάϱτητες συνιστώσες.

2.11.4 Συστολές του τανυστή Riemann - Contractions of the Riemann Tensor

Από το contraction των δεικτών του τανυστή Riemann, δεδοµένων των συµµετϱιών που ικανοποιεί
(ϑεωϱώντας πάντοτε σύνδεση Levi-Civita) µποϱούµε να λάϐουµε έναν τανυστή τάξης (0, 2), ο οποίος
είναι και ο µοναδικός ανεξάϱτητος τανυστής που πϱοκύπτει από contractions, καϑώς και ένα ϐαϑµωτό
µέγεϑος. Τα δύο αυτά αντικείµενα, παϱότι πεϱιέχουν σαϕώς λιγότεϱη πληϱοϕοϱία από τον τανυστή
Riemann, έχουν ιδιαίτεϱη ϕυσική σηµασία αϕού υπεισέϱχονται στις εξισώσεις πεδίου του Einstein.

� Ο τανυστής Ricci (Ricci tensor) είναι ο συµµετϱικός τανυστής τάξης (0, 2) που πϱοκύπτει από
το contraction του άνω δείκτη µε τον µεσαίο κάτω δείκτη του τανυστή Riemann:

Rµν ≡ Rλ
µλν (2.11.21)

Οι συνιστώσες του τανυστή Ricci υπολογίϹονται από τα σύµϐολα Christoffel:

Rµν ≡ Rλ
µλν = ∂λΓ

λ
µν − ∂νΓ

λ
µλ + ΓλµνΓ

ρ
λρ − ΓλµρΓ

ρ
νλ (2.11.22)

Λόγω συµµετρίας Rµν = Rνµ, ο τανυστής Ricci µιας n-διάστατης πολλαπλότητας διαθέτει n(n+1)
2

ανεξάϱτητες συνιστώσες (στον χωϱόχϱονο έχει 10 ανεξάϱτητες συνιστώσες). Ο τανυστής Ricci
περιέχει πληροφορίες για την καµπυλότητα κατά µήκος µιας συγκεκριµένης κατεύθυνσης.

Σηµείωση: Αν Rµν = 0 σε κάϑε σηµείο µιας πολλαπλότητας (π.χ. κενός χωϱόχϱονος), τότε
την αποκαλούµε Ricci-επίπεδη (Ricci flat). Εννοείται πως αν µια πολλαπλότητα είναι επίπεδη
(Rα

βµν = 0) είναι και Ricci επίπεδη, εντούτοις το αντίστροφο δεν ισχύει.

� Το ϐαϑµωτό Ricci (Ricci scalar) ή ϐαϑµωτή καµπυλότητα (scalar curvature) οϱίϹεται ως το
ίχνος του τανυστή Ricci:

R ≡ gµνRµν = Rµ
µ (2.11.23)
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Το ϐαϑµωτό Ricci παϱιστάνει τη "µέση" (πϱος όλες τις κατευϑύνσεις) τοπική καµπυλότητα σε ένα
σηµείο της πολλαπλότητας.

Συστέλλοντας δύο ϕοϱές τη 2η (διαϕοϱική) ταυτότητα Bianchi: ∇λRαβµν +∇αRβλµν +∇βRλαµν = 0
µε τη µετϱική, δηλαδή πολλαπλασιάϹοντας την µε gνβgµλ, παίϱνουµε:

gνβgµλ(∇λRαβµν +∇αRβλµν +∇βRλαµν) = 0

gνβ(∇µRαβµν −∇αR
µ
βµν +∇βR

µ
αµν) = 0

gνβ(∇µRαβµν −∇αRβν +∇βRαν = 0

gνβ(∇µRβανµ −∇αRβν +∇βRαν = 0

∇µRν
ανµ −∇αR

ν
ν +∇νRαν = 0

2∇µRαµ −∇αR = 0

Γϱάϕοντας ∇αR = gαµ∇µR και πολλαπλασιάϹοντας µε 1/2 την παϱαπάνω εξίσωση, καταλήγουµε στην
συνεσταλµένη ταυτότητα Bianchi (Contracted Bianchi Identity) γνωστή και ως conservation identity:

∇µ
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
= 0 (2.11.24)

Ισχύει λοιπόν ∇µRµν = 1
2
∇νR άϱα εν γένει η απόκλιση του τανυστή Ricci δεν µηδενίϹεται (εκτός αν

R = 0). Ωστόσο µποϱούµε να οϱίσουµε έναν νέο τανυστή, τον οποίο καλούµε τανυστή Einstein:

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR (2.11.25)

ο οποίος, λόγω της συνεσταλµένης ταυτότητας Bianchi, έχει µηδενική συναλλοίωτη απόκλιση:

∇µGµν = 0 (2.11.26)

Εξ’ οϱισµού, ο τανυστής Einstein είναι τάξης (0, 2) και συµµετϱικός: Gµν = Gνµ. ΚατασκευάϹεται από
τη µετϱική, τις πϱώτες και τις δεύτεϱες παϱαγώγους της οπότε πεϱιέχει πληϱοϕοϱίες για την εσωτεϱική
γεωµετϱία του χωϱόχϱονου και συγκεκϱιµένα για την τοπική του καµπυλότητα. Ειδικότεϱα, όπως ϑα
δούµε από τις εξισώσεις Einstein, o τανυστής Einstein πεϱιγϱάϕει πώς ο χωϱόχϱονος καµπυλώνεται
παϱουσία πηγών ύλης ή και ενέϱγειας.

2.12 Τανυστής Ενέϱγειας-Οϱµής - Stress-Energy Tensor

Η κεντρική ιδέα στη γενική σχετικότητα είναι ότι η ϐαϱύτητα είναι γεωµετϱία και συγκεκριµένα καµ-
πυλότητα, και είναι γνωστό ότι η καµπυλότητα του χωϱόχϱονου οφείλεται στη µάϹα και γενικότεϱα στην
ενέϱγεια που εµπεριέχεται σ’αυτόν (ισοδυναµία µάϹας-ενέϱγειας). Ακόµη όµως και στα πλαίσια της
ειδικής σχετικότητας, που ισχύει σε ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα, τόσο ο όγκος όσο και η ενέϱγεια
που περικλείει µια κατανοµή σωµατιδίων εξαρτώνται από τον παϱατηϱητή που εκτελεί τη µέτϱηση.
Πϱοκύπτει λοιπόν η ανάγκη έκφρασης της πυκνότητας ενέϱγειας ενός συστήµατος µε τϱόπο που να
είναι ανεξάρτητος του παϱατηϱητή (δηλαδή του συστήµατος συντεταγµένων) και αυτό είναι δυνατό
µόνο αν η ενεργειακή κατάσταση ενός συστήµατος γϱαϕεί υπό µοϱϕή τανυστή. ΄Οπως ϑα δούµε,
ο Ϲητούµενος τανυστής είναι ένας συµµετρικός τανυστής δεύτεϱης τάξης T µν γνωστός ως τανυστής
ενέϱγειας - ορµής (energy-momentum tensor ή stress-energy tensor) και περιλαµβάνει όλες τις
πληροφορίες για το ενεργειακό περιεχόµενο µιας συνεχούς κατανοµής ύλης. Με τον όϱο ενεργειακό
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περιεχόµενο εννοούµε κάϑε ϕυσική ποσότητα που αντιστοιχεί σε κάποια κάποια µοϱϕή ενέϱγειας
(µάϹα, οϱµή, πίεση, διατµητικές τάσεις, ηλεκτροµαγνητικά πεδία, κβαντικά πεδία κτλ.).

Για να ορίσουµε τις συνιστώσες T µν του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής ϑεωρούµε ένα σύστηµα σωµατιδίων
µε τετϱαοϱµή pµ που ϐρίσκεται σε έναν στοιχειώδη όγκο dV (όχι κατ’ ανάγκη χωϱικό). Ο όγκος αυτός
αντιστοιχεί σε µια τρισδιάστατη υπερεπιφάνεια του τετραδιάστατου χωϱόχϱονου o προσανατολισµός της
οποίας καθορίζεται από το κάθετο συνδιάνυσµα (1-form) nµ σ’αυτή. Για να συσχετίσουµε τη µεταϕοϱά
τετραορµής dpµ του συστήµατος διαµέσου του προσανατολισµένου όγκου nνdV , χρειαζόµαστε έναν
τανυστή T µν τάξης (2, 0) ο οποίος είναι ακϱιϐώς ο τανυστής ενέϱγειας-οϱµής του συστήµατος. Γρά-
ϕουµε λοιπόν:

dpµ = T µνnνdV (2.12.1)

Αν το κάϑετο συνδιάνυσµα nµ στην τϱιεπιϕάνεια ϐϱίσκεται στην κατεύϑυνση του άξονα xκ τότε το
στοιχείο όγκου dV αντιστοιχεί σε τϱιεπιϕάνεια σταϑεϱού xκ (π.χ σε συντεταγµένες (t, x, y, z) αν nµ =
(1, 0, 0, 0) τότε dV = dxdydz ενώ αν nµ = (0, 1, 0, 0) τότε dV = dtdydz κτλ). Η σχέση (2.12.1)
υποδηλώνει ότι η T µν συνιστώσα του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής αντιστοιχεί στη ϱοή της µ συνιστώσας
της τετϱαοϱµής από την τϱιεπιϕάνεια xν = const.. Για τις διάϕοϱες τιµές των δεικτών µ, ν λαµϐάνουµε
τους πιο κάτω οϱισµούς για τις συνιστώσες T µν:

• T 00 = Ροή Ενέϱγειας από την επιϕάνεια t = const. = Πυκνότητα Ενέϱγειας = ρ

• T i0 = Ροή i-συνιστώσας οϱµής από την επιϕάνεια t = const. = Πυκνότητα i-συνιστώσας οϱµής = πi

• T 0i = Ροή Ενέϱγειας από την επιϕάνεια xi = const.

• T ij = Ροή i-συνιστώσας οϱµής από την επιϕάνεια xj = const. =

{
Πίεση/Οϱϑή τάση i = j

∆ιατµητική τάση i ̸= j

όπου µε τον όϱο ϱοή ενέϱγειας/οϱµής εννοούµε τη µεταφερόµενη ενέϱγεια/οϱµή σε µια τϱιεπιϕάνεια
ανά µονάδα τριεπιφανείας και i, j = 1, 2, 3. Οι συνιστώσες T µν που ορίζονται πιο πάνω, λόγου
χάϱη ρ και πi, αντιστοιχούν στα µεγέϑη που µετϱάει ένας παϱατηϱητής στο σύστηµα ηϱεµίας της
κατανοµής. Βέϐαια, ο παϱατηϱητής αυτός ϐλέπει το σύστηµα σωµατιδίων να είναι µακϱοσκοπικά
ακίνητο, όµως εξακολουθεί να καταγράφει ϱοή ενέϱγειας και οϱµή διότι σε µικϱοσκοπική κλίµακα
υπάρχει ϱοή ενέϱγειας/οϱµής εξαιτίας ϕαινοµένων µεταϕοϱάς (π.χ ϑερµική αγωγιµότητα). ΄Ενας άλ-
λος παϱατηϱητής ο οποίος κινείται στον χωϱόχϱονο µε τετϱαταχύτητα vµ µετϱάει πυκνότητα ενέϱγειας:

ρ(v) = Tµνv
µvν ≥ 0 (2.12.2)

την οποία ϑεωρούµε µη-αϱνητική µε την υπόθεση ότι ασχολούµαστε µε συνήϑη ύλη.

Παϱατηϱούµε ότι T 0i = T i0 καθώς η ϱοή ενέϱγειας ανά µονάδα χρόνου και ανά µονάδα επιφανείας
µε κάθετο διάνυσµα στην κατεύϑυνση i, συµπίπτει ως ϕυσική έννοια µε την πυκνότητα ορµής στην
κατεύϑυνση i. Επιπλέον, ο 3×3 τανυστής µε συνιστώσες T ij παϱιστάνει τη δύναµη (ϱυθµός µεταϐολής
της ορµής) που ασκείται σε µια επιϕάνεια ανά µονάδα της επιφανείας αυτής, όπου η δύναµη ϐρίσκεται
στην κατεύϑυνση i και η επιϕάνεια έχει κάθετο διάνυσµα στην κατεύϑυνση j. Ο τανυστής T ij στην
κλασική µηχανική καλείται τανυστής τάσης (stress tensor - σij) και είναι συµµετρικός T ij = T ji (αυτό
πϱοκύπτει από τις εξισώσεις στατικής ισορροπίας στο στοιχείο όγκου dV ). Τα διαγώνια στοιχεία T ii

παριστάνουν πιέσεις (ορθές τάσεις) ενώ τα µη-διαγώνια στοιχεία T ij, i ̸= j διατµητικές τάσεις.
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Εποµένως, µε τον τϱόπο που τον έχουµε ορίσει, ο τανυστής ενέϱγειας ορµής είναι τάξης (2, 0), ανα-
παρίσταται από έναν 4× 4 πίνακα και είναι συµµετρικός: T µν = T νµ.

Σχήµα 2.12.1: Φυσικό νόηµα των συνιστωσών Tµν του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής.

Ο τανυστής ενέϱγειας-οϱµής του Hilbert είναι από µαϑηµατικής άποψης ο πληϱέστεϱος και οϱίϹεται
ϑεωϱώντας ότι ο χωϱόχϱονος πεϱιέχει µια πηγή ύλης/ενέϱγειας της οποίας γνωϱίϹουµε τη δϱάση
SM και κατ’ επέκταση τη ΛαγκϱατϹιανή LM όπου SM =

∫
d4x

√
−gLM , µε g ≡ det(gµν). Εδώ η

ΛαγκϱατϹιανή είναι ϐαϑµωτή συνάϱτηση των πεδίων ύλης, των συναλλοίωτων παϱαγώγων τους και της
µετϱικής. Ο τανυστής ενέϱγειας οϱµής οϱίϹεται ϑεωϱώντας τη µεταϐολή της δϱάσης ως πϱος µεταϐολές
της µετϱικής:

Tµν ≡
−2√
−g

δSM
δgµν

=
−2√
−g

δ(
√
−gLM)

δgµν
= −2

∂LM

∂gµν
+

−2√
−g

δ(
√
−g)

δgµν
LM = −2

∂LM

∂gµν
+ gµνLM (2.12.3)

Με τη ϐοήθεια του παραπάνω τύπου (ή µέσω ϕυσικών επιχειϱηµάτων στην πεϱίπτωση ιδανικού
ϱευστού) υπολογίζονται οι εκφράσεις του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής για τις µορφές ύλης και ενέϱγειας
που παρατίθενται πιο κάτω.

� Ιδανικό Ρευστό: Θεωϱούµε ιδανικό ϱευστό, δηλαδή ϱευστό χωϱίς ιξώδες και χωϱίς ϑεϱµική
αγωγιµότητα (τέτοια ϱευστά έχουν εϕαϱµογή στην κοσµολογία όπου το σύµπαν µοντελοποιείται
ως ιδανικό ϱευστό). Το ιδανικό ϱευστό έχει πεδίο τετϱαταχύτητας uµ (µε uµuµ = −1), πυκνότητα
ενέϱγειας ρ και πίεση P και πεϱιγϱάϕεται από τον τανυστή ενέϱγειας-οϱµής:

T µν = (ρ+ P )uµuν + Pgµν (2.12.4)

Η πίεση και η ενεϱγειακή πυκνότητα είναι ϐαϑµωτά µεγέϑη τα οποία εν γένει εξαϱτώνται από
τη ϑέση: ρ = ρ(xµ) και P = P (xµ) και συνδέονται µέσω µιας καταστατικής εξίσωσης της
µοϱϕής P = P (ρ). H τιµή τους, όπως εισέϱχεται στον πιο πάνω τύπο, είναι αυτή που µετϱάει
ένας παϱατηϱητής που κινείται µαϹί µε το ϱευστό (comoving observer). Στο τοπικό αδϱανειακό
σύστηµα (gµν = ηµν ) του παϱατηϱητή αυτού που συµπίπτει ϐέϐαια µε το σύστηµα ηϱεµίας του
ϱευστού, το ϱευστό είναι ισοτϱοπικό και ο τανυστής ενέϱγειας-οϱµής λαµϐάνει διαγώνια µοϱϕή:

T µνREST = diag(ρ, P, P, P ) (2.12.5)

� H/M Πεδίο: Σε περιοχή του χωϱόχϱονου όπου επικϱατεί ηλεκτροµαγνητικό πεδίο, που εκ-
ϕράζεται µε τον τανυστή Η/Μ πεδίου F µν, ο ηλεκτροµαγνητικός τανυστής ενέϱγειας-οϱµής
γράφεται:

T µν =
1

4π

(
F µ

ρF
ρν − 1

4
gµνF ρλFρλ

)
(2.12.6)
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� Κϐαντικό Πεδίο Klein-Gordon: Σε πεϱίπτωση όπου στον χωϱόχϱονο υπάϱχει κάποιο spin-0
αϕόϱτιστο σωµατίδιο µε µάϹα m, το οποίο πεϱιγϱάϕεται από ένα πϱαγµατικό ϐαϑµωτό πεδίο
Klein-Gordon ϕ(x), ο τανυστής ενέϱγειας-οϱµής γϱάϕεται:

Tµν = (∇µϕ)(∇νϕ)−
1

2
gµν(∇ρϕ∇ρϕ+m2ϕ2) (2.12.7)

Στον επίπεδο χωϱόχϱονο της ειδικής σχετικότητας όπου δεν υπάϱχει ϐαϱύτητα, η ενέϱγεια και η οϱµή
ενός συστήµατος διατηϱούνται σύµϕωνα µε την εξίσωση συνέχειας:

∂µT
µν = 0 (2.12.8)

Η σχέση αυτή παϱέχει 4 εξισώσεις, µία για κάϑε τιµή του δείκτη ν. Για ν = 0 αναϕέϱει ότι ο ϱυϑµός
µεταϐολής της ενέϱγειας που πεϱιέχεται σε έναν όγκο ισούται µε (µείον) τη ϱοή ενέϱγειας που διέϱχεται
από την επιϕάνεια που πεϱικλείει τον όγκο αυτό:

∂tT
00 + ∂iT

i0 = 0 ⇒
∫
V

∂tρ = −
∫
V

∂iπ
idV

Gauss⇒ dE

dt
= −

∮
∂V

πidAi (2.12.9)

Για ν = i αναϕέϱει ότι η δύναµη που εξασκεί το σύστηµα στα τοιχώµατα του όγκου αντισταϑµίϹει την
εξωτεϱική δύναµη που δέχεται στο σύνοϱό του ο όγκος λόγω εξωτεϱικών τάσεων.

∂0T
0i + ∂jT

ij = 0 ⇒
∫
V

∂tπ
idV = −

∫
V

∂jT
ijdV

Gauss⇒ dpi

dt
= −

∮
∂V

T ijdAj (2.12.10)

Αν T µν = 0 έξω από τον όγκο που πεϱικλείει το σύστηµα καϑώς και στο σύνοϱο ∂V του όγκου
αυτού, τότε έχουµε ένα αποµονωµένο σύστηµα και ανακτούµε τους συνήϑεις νόµους διατήϱησης της
ενέϱγειας και της οϱµής (διατήϱηση τετϱαοϱµής) στην ειδική σχετικότητα:

∂tE = 0 (2.12.11)

∂tp⃗ = 0 (2.12.12)

Σε έναν καµπυλωµένο χωϱόχϱονο αναµένουµε πως η διατήρηση του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής (2.12.8)
ϑα ισχύει τοπικά, δηλαδή σε ένα τοπικό αδρανειακό σύστηµα όπου ισχύουν οι νόµοι της ειδικής
σχετικότητας. Η επέκταση του νόµου διατήρησης ∂µT µν = 0 σε καµπυλωµένους χωϱόχϱονους πραγ-
µατοποιείται κάνοντας την αλλαγή ∂µ → ∇µ (minimal coupling). ΄Αϱα στη γενική σχετικότητα η
συναλλοίωτη απόκλιση του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής µηδενίζεται, δηλαδή:

∇µT
µν = 0 (2.12.13)

Η εξίσωση (2.12.13) όντας τανυστική ισχύει γενικότεϱα σε κάϑε σύστηµα αναϕοϱάς και ανάγεται στην
(2.12.8) σε ένα LIF. Τονίζουµε ότι ο νόµος της συναλλοίωτης διατήρησης ∇µT

µν = 0 δεν οδηγεί σε
έναν καθολικό ϕυσικό νόµο διατήρησης, µόνο τοπικά αντιστοιχεί σε πραγµατικό νόµο διατήρησης, σε
αντίθεση µε τον ∂µT µν = 0 στην ειδική σχετικότητα. Αυτό µποϱούµε να το διαπιστώσουµε υπολογί-
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Ϲοντας τη συναλλοίωτη παράγωγο του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής:

∇µT
µν = 0 ⇔ ∂µT

µν + ΓµµρT
ρν + ΓνµρT

µρ = 0

∂µT
µν +

1√
−g

∂ρ(
√
−g)T ρν + ΓνµρT

µρ = 0

1√
−g

∂µ(
√
−gT µν) + ΓνµρT

µρ = 0

όπου χϱησιµοποιήσαµε ότι Γµµρ =
1
2
gµλ∂ρgµλ =

1√
−g∂ρ(

√
−g) µε g = det(gµν). Ισοδύναµα:

∂µ(
√
−gT µν) = −

√
−gΓνµρT µρ (2.12.14)

Εξαιτίας του όϱου ΓνµρT
µρ στο δεξί µέλος, συνάγουµε ότι ο τοπικός νόµος διατήρησης ∇µT

µν = 0 δεν
οδηγεί σε καθολική διατήρηση της ενέϱγειας/οϱµής, όταν ολοκληρωθεί σε ολόκληϱο τον χωϱόχϱονο
(δεν µποϱούµε να σχηµατίσουµε διατηϱούµενες ποσότητες από τη (2.12.14)). Αυτό οφείλεται στο
γεγονός ότι ο T µν περιλαµβάνει µόνο τη συνεισφορά από συνήθεις πηγές ύλης και ενέϱγειας και δεν
λαµβάνει υπόψη την επίδραση του ϐαρυτικού πεδίου. ΄Ενα ϕυσικό σύστηµα µποϱεί να ανταλλάζει
ενέϱγεια και οϱµή µε το ϐαρυτικό πεδίο του οποίου τη ϐαρυτική ενέϱγεια και οϱµή δεν µποϱούµε
να προσδιορίσουµε τοπικά, στα πλαίσια της γενικής σχετικότητας, καθότι η ϐαϱύτητα δεν είναι δύ-
ναµη αλλά είναι συνυφασµένη µε τη γεωµετϱία του χωϱόχϱονου. Συµπερασµατικά, η ενέϱγεια δεν
διατηρείται στη γενική σχετικότητα πολύ απλά επειδή είναι αδύνατο να ορίσουµε, τουλάχιστον τοπικά,
την ενέϱγεια του ίδιου του ϐαρυτικού πεδίου.

Εντούτοις υπό ορισµένες προϋποθέσεις µποϱούµε να ορίσουµε µια µοϱϕή καθολικής (global) συνο-
λικής ενέϱγειας/µάϹας, ορµής και στροφορµής που περιέχει ένας ασυµπτωτικά επίπεδος χωϱόχϱονος.
Αυτό µας οδηγεί στις έννοιες της ADM µάϹας και ADM ορµής, µεγέϑη τα οποία υπολογίζονται στο
χωϱικό άπειϱο (r → ∞) όπου ισχύει το όϱιο ασθενούς πεδίου και εκφράζουν τη συνολική ενέϱγεια και
οϱµή που ϕέϱει ένας ασυµπτωτικά επίπεδος χωϱόχϱονος. Αντίστοιχα µεγέϑη είναι η µάϹα Komar και η
οϱµή Komar, οι τιµές των οποίων συµφωνούν µε αυτές των ADM µεγεθών. Μια άλλη προσέγγιση είναι
να ορίσουµε έναν ψευδοτανυστή ενέϱγειας-οϱµής tµνG (π.χ. Landau-Lifshitz pseudotensor tµνLL) που
κατασκευάζεται από γεωµετϱικές ποσότητες και εκφράζει την ενέϱγεια και την οϱµή του ϐαρυτικού
πεδίου. Η ιδέα είναι ότι το άθροισµα του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής της ύλης T µν και του ψευδοτανυστή
ενέϱγειας-οϱµής της ϐαρύτητας tµνG διατηρείται: ∂µ[

√
−g (T µν + tµνG )] = 0. Υπάρχει ωστόσο το Ϲήτηµα

ότι αντικείµενα όπως ο ψευδοτανυστής tµνG , εφόσον δεν είναι τανυστές, εξαρτώνται από την επιλογή
συστήµατος συντεταγµένων έτσι η χϱησιµότητά τους είναι περιορισµένη.

2.13 Εξισώσεις πεδίου του Einstein - Einstein field equations

Οι εξισώσεις πεδίου του Einstein είναι οι ϑεµελιώδεις εξισώσεις της γενικής σχετικότητας καθώς
συσχετίζουν τη γεωµετϱία-καµπυλότητα ενός χωϱόχϱονου µε την κατανοµή ύλης και ενέϱγειας που
υπάρχει σε αυτόν. ∆ιατυπώϑηκαν αξιωµατικά από τον A. Einstein το 1915 και είναι οι εξής:

Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν (2.13.1)
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όπου G η σταϑεϱά ϐαϱύτητας του Νεύτωνα. Χϱησιµοποιώντας τον τανυστή Einstein, γϱάϕονται:

Gµν = 8πGTµν (2.13.2)

Η πιο πάνω εξίσωση περιγράφει τον τϱόπο µε τον οποίο οι πηγές ύλης και ενέϱγειας που περιέχει ένας
χωϱόχϱονος (που αναπαρίστανται από τον τανυστή ενέϱγειας-οϱµής Tµν ) καθορίζουν την καµπυλότητα-
γεωµετϱία του (η οποία εκφράζεται µέσω του τανυστή Einstein Gµν ). Οι εξισώσεις πεδίου του Einstein
αποτελούν ένα σύστηµα 10 µη-γϱαµµικών, πεπλεγµένων µεϱικών διαφορικών εξισώσεων 2ου ϐαθµού
για τις συνιστώσες gµν(x) της µετϱικής.

Στην πϱάξη η επίλυση των εξισώσεων πεδίου του Einstein είναι εξαιρετικά δύσκολη. Αϕενός, το
σύστηµα διαφορικών εξισώσεων είναι µη-γϱαµµικό ως πϱος τις συνιστώσες της µετϱικής, γεγονός που
το καθιστά περίπλοκο. Αϕετέϱου η τανυστής ενέϱγειας-οϱµής στο δεξί µέλος δεν είναι εκ των προτέρων
γνωστός, διότι εν γένει εξαρτάται από τη µετϱική η οποία είναι άγνωστη ποσότητα. ΄Ετσι ο όϱος που
περιέχει τις πηγές καµπυλότητας δεν είναι γνωστός (σε αντίθεση π.χ. µε την επίλυση της εξίσωσης
Poisson στην ηλεκτροστατική). Εν πϱοκειµένω, λύνουµε συγχρόνως για τις συνιστώσες της µετϱικής
καθώς και για την κατανοµή της ύλης-ενέϱγειας. Οι ακϱιϐείς αναλυτικές λύσεις των εξισώσεων Ein-
stein που έχουν ϐρεθεί µέχϱι στιγµής είναι περιορισµένες σε αριθµό και αναϕέϱονται σε συγκεκριµένα
αστροφυσικά συστήµατα τα οποία υποθέτουµε εξ’ αρχής ότι ικανοποιούν ορισµένες συµµετρίες. Αν
ο χωϱόχϱονος παϱουσιάϹει κάποιες συµµετρίες τότε επιδέχεται διανύσµατα Killing άϱα µποϱούµε να
κατασκευάσουµε ειδικά συστήµατα συντεταγµένων στα οποία η µετϱική αποκτά απλούστεϱη µοϱϕή
(π.χ. στατικός - µετϱική ανεξάϱτητη t, αξονικά συµµετρικός - µετϱική ανεξάϱτητη φ, σϕαιϱικά συµ-
µετρικός - η 2D επιϕάνεια σταθερού r, t έχει στοιχείο µήκους dσ2 = r2(dθ2 + sin2 θdφ2)). Αν ένα
ϕυσικό σύστηµα δεν ικανοποιεί κάποια συµµετρία, τότε υποχρεωτικά καταφεύγουµε στην αριθµητική
επίλυση των εξισώσων Einstein, και η παϱουσίαση του σχετικού ϕορµαλισµού αποτελεί τον σκοπό της
παϱούσας διπλωµατικής εργασίας.

Οι Choquet-Bruhat & Geroch απέδειξαν ότι σε έναν καθολικά υπερβολικό χωϱόχϱονο, οι εξισώσεις
Einstein σε συνδυασµό µε αρχικές συνθήκες για την τιµή της µετϱικής gµν |t0 και την πϱώτη χϱονική
παραγωγό της ∂tgµν |t0, που προσδιορίζονται σε µια αρχική χωϱοειδή υπερεπιφάνεια Σ : t0 = const.,
συνιστούν ένα καλά τοποθετηµένο πϱόϐληµα Cauchy. Η ύπαϱξη και η µοναδικότητα (up to diffeo-
morphism) του µεγιστικού χωϱόχϱονου (M, g) που αποτελεί τη λύση των εξισώσεων Einstein η οποία
πϱοκύπτει από τη χϱονική εξέλιξη κάποιων αρχικών δεδοµένων στη Σ εξασφαλίζεται από το ϑεώϱηµα
των Choquet-Bruhat & Geroch και λέγεται "Maximal Cauchy development".

Σηµείωση: Βάσει του ϑεωρήµατος του Lovelock, στον τανυστή Einstein µποϱούµε να προσθέσουµε
έναν όϱο της µορφής Λgµν, µε Λ µια σταθερά, χωϱίς να επηρεάσουµε τη συναλλοίωτη διατήρηση
∇µGµν = 0 του τανυστή. Σε αυτή την πεϱίπτωση οι εξισώσεις πεδίου του Einstein παίϱνουν τη µοϱϕή:

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = 8πGTµν (2.13.3)

Ο παράγοντας Λ είναι η λεγόµενη κοσµολογική σταθερά και προέρχεται από την ενεργειακή πυκνότητα
του κενού ρΛ, ειδικότερα Λ = 8πGρΛ. Για τον λόγο αυτό, µποϱεί κανείς να ορίσει τον τανυστή
ενέϱγειας-οϱµής του κενού TΛ

µν = −ρΛgµν = − Λ
8πG

gµν και να γϱάψει:

Rµν −
1

2
gµνR = 8πG(Tµν + TΛ

µν) (2.13.4)
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Η κοσµολογική σταθερά εισήχϑηκε από τον Einstein ώστε να µοντελοποιήσει το σύµπαν ως στατικό
(µη-διαστελλόµενο και µη-επιταχυνόµενο). Θεωρώντας πως το σύµπαν περιέχει συνηθισµένη ύλη
πϱοκύπτει Λ > 0 και για να µποϱούν οι εξισώσεις Einstein να δίνουν το σωστό Νευτώνιο ϐαρυ-
τικό δυναµικό στην προσέγγιση ασθενούς πεδίου, πϱέπει η τιµή του Λ να είναι εξαιρετικά µικϱή.
Πειραµατικές παρατηρήσεις εξασφαλίζουν αυτή την απαίτηση, προσδιορίζοντας Λ ≈ 1.11 · 10−52 m−2.
Εξαιτίας της πολύ µικϱής τιµής της, η σταθερά Λ συνεισφέρει σηµαντικά µόνο σε κοσµολογικές κλί-
µακες ενώ µποϱεί να αγνοηθεί σε αστροφυσικές κλίµακες και στη µελέτη αστέϱων, µαύϱων τϱυπών,
γαλαξιών κτλ. Συνεπώς η κοσµολογική σταθερά ϑα αµεληθεί (Λ = 0) στην παϱούσα εργασία και οι
εξισώσεις Einstein ϑα έχουν τη µοϱϕή (2.13.1).

Σηµείωση: Σο εξής ϑα χρησιµοποιούµε το γεωµετϱικό σύστηµα µονάδων (geometrized units) όπου
G = c = 1 και τα υπόλοιπα ϑεµελιώδη µεγέϑη (µάϹα, χϱόνος) µετρώνται σε µονάδες µήκους
(1 s = 3 · 108 m, 1 kg = 0.743 · 10−27 m). Σε αυτό το σύστηµα µονάδων:

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR = 8πTµν (2.13.5)

Σε ορισµένες περιπτώσεις είναι ϐολικότερο να χρησιµοποιήσουµε µια εναλλακτική µοϱϕή των εξ-
ισώσεων Einstein που λέγεται "trace-reversed". Πολλαπλασιάζοντας την (2.13.5 ) µε gµν λαµβάνουµε:

gµνRµν −
1

2
gµνgµνR = 8πgµνTµν ⇔ R− 1

2
δµµ︸︷︷︸
4

R = 8πT ⇔ R = −8πT (2.13.6)

όπου R = gµνRµν το ϐαθµωτό Ricci και T = gµνTµν το ίχνος του τανυστή ενέϱγειας-οϱµής. Αν-
τικαθιστώντας το πιο πάνω αποτέλεσµα στην (2.13.5) µποϱούµε να πάϱουµε µια ισοδύναµη µοϱϕή
(trace-reversed) των εξισώσεων Einstein που συνδέει τον τανυστή Ricci µε τις πηγές ύλης και ενέϱγειας:

Rµν = 8π
(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(2.13.7)

Στο κενό όπου απουσιάϹει κάϑε µοϱϕή ύλης-ενέϱγειας (ϑεωϱούµε Λ = 0), έχουµε Tµν = 0 οπότε από
την (2.13.6) έπεται R = 0. Σε αυτή την πεϱίπτωση ο τανυστής Einstein συµπίπτει µε τον τανυστή Ricci
και οι δύο τανυστές µηδενίϹονται απουσία ύλης (Gµν = Rµν = 0). ΄Αϱα οι εξισώσεις Einstein στο κενό
(vacuum Einstein equations) ανάγονται στην εύϱεση µιας Ricci-επίπεδης µετϱικής:

Rµν = 0 (2.13.8)

Η επίλυση της πιο πάνω εξίσωσης έχει ιδιαίτερη (αστρο)ϕυσική σηµασία καθώς δίνει τη µετϱική στον
κενό χώϱο έξω από διάφορες κατανοµές ύλης, όπως αστέϱες, µαύϱες τϱύπες κτλ. Ακόµη όµως και
στο κενό, οι εξισώσεις Einstein παραµένουν πολύπλοκες και χωϱίς την ύπαϱξη συµµετριών στον
χωϱόχϱονο, η εύϱεση µιας αναλυτικής γενικής λύσης είναι υπερβολικά δύσκολη.

Σηµειώνουµε ακόµη ότι οι εξισώσεις Einstein στο κενό προβλέπουν την ύπαϱξη ϐαρυτικών κυµάτων,
που είναι εγκάρσιες διαταραχές της µετϱικής (του "ϐαρυτικού πεδίου") οι οποίες διαδίδονται στο κενό
µε την ταχύτητα του ϕωτός και διαθέτουν δύο δυνατές πολώσεις: h+ και h×. ΄Αϱα το "ϐαρυτικό πεδίο"
διαθέτει δύο ϐαθµούς ελευθερίας, δηλαδή δύο τϱόπους µε τους οποίους ενέϱγεια και οϱµή µποϱούν
να διαδοθούν υπό τη µοϱϕή ϐαρυτικών κυµάτων στον χωϱόχϱονο.
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2.13.1 Επιλογή συνϑηκών ϐαϑµίδος - Fixing the Gauge

Οι 10 εξισώσεις που προκύπτουν από τις εξισώσεις πεδίου του Einstein δεν είναι ανεξάϱτητες µεταξύ
τους, αλλά συνδέονται µέσω 4 εξισώσεων λόγω των συνεσταλµένων ταυτοτήτων του Bianchi. Συγ-
κεκριµένα, στο αριστερό µέλος οι συνεσταλµένες ταυτότητες του Bianchi επιβάλλουν την ταυτότητα
∇µGµν = 0 η οποία συνάδει µε την διατήρηση του τανυστή ενέϱγειας ορµής στο δεξί µέλος ∇µTµν = 0.
Λαµβάνουµε λοιπόν 4 περιορισµούς στους οποίους υπόκεινται οι 10 εξισώσεις Einstein, πϱάγµα που
σηµαίνει ότι αποµένουν 6 ανεξάϱτητες "δυναµικές" εξισώσεις για τον προσδιορισµό των στοιχείων της
µετϱικής.

Εκ πϱώτης όψεως οι 6 ανεξάϱτητες εξισώσεις που πηγάζουν από τις εξισώσεις Einstein δεν επαϱκούν
για να προσδιορίσουµε µε µοναδικό τϱόπο τη µετϱική µιας και έχει 10 ανεξάϱτητες συνιστώσες.
Στο σηµείο αυτό υπεισέρχεται η ελευθερία επιλογής συντεταγµένων/επιλογής ϐαθµίδας (coordinate
freedom/gauge freedom) η οποία µας παϱέχει τη δυνατότητα να προσδιορίσουµε 4 συνιστώσες της
µετϱικής µέσω ισάριθµων εξισώσεων που παρέχονται από τη συνθήκη ϐαθµίδας, η οποία επιλέγε-
ται κατά ϐούληση. Η ελευθερία στην επιλογή συντεταγµένων/ϐαϑµίδας είναι εγγενές στοιχείο της
γενικής σχετικότητας καθώς οι διαφοροµορφισµοί, που αντιστοιχούν πρακτικά στην αλλαγή συντε-
ταγµένων, είναι µετασχηµατισµοί ϐαθµίδος στη γενική σχετικότητα (diffeomorphism invariance of
GR). Με άλλα λόγια, αν ένα ϕυσικό σύστηµα περιγράφεται στον χωϱόχϱονο (M, g) µε ένα τανυστικό
πεδίο S, τότε αν ϕ : M → N διαφοροµορφισµός τα σύνολα (M, g, S, . . .) και (N, ϕ∗g, ϕ∗S, . . .) είναι
ισοδύναµα από ϕυσικής άποψης, περιγράφουν την ίδια ϕυσική κατάσταση υπό διαφορετική οπτική
γωνία/συντεταγµένες. Γι’ αυτό άλλωστε οι νόµοι της ϕυσικής στη γενική σχετικότητα γράφονται σε
τανυστική µοϱϕή, ώστε να είναι αναλλοίωτοι σε διαφοροµορφισµούς.

Η ελευθερία επιλογής συντεταγµένων/ϐαϑµίδος µας επιτϱέπει να επιϐάλουµε 4 εξισώσεις που ϑα
ικανοποιούν τα στοιχεία της µετϱικής ή πιο απλά να επιλέξουµε αυθαίρετα την τιµή 4 στοιχείων της
µετϱικής (gauge functions). Αυτό συµβαίνει διότι µποϱούµε πάντα να αλλάξουµε το σύστηµα συντε-
ταγµένων xµ → x̃ν καθορίζοντας 4 σχέσεις της µορφής x̃ν = x̃ν(xµ) µε ν, µ = 0, 1, 2, 3, χωϱίς να αλλάξ-
ουµε τη γεωµετϱία του χωϱόχϱονου, που προσδιορίζεται από την εξίσωση Einstein που είναι εξίσωση
τανυστών. Η µετϱική g̃µν(x̃ν(xµ)) και η µετϱική g(xµ) είναι δύο διαφορετικές µετϱικές οι οποίες όµως
είναι ϕυσικά ισοδύναµες αϕού προκύπτουν από την ίδια τανυστική εξίσωση: Gµν = 8πTµν. ∆ηλαδή, αν
µια µετϱική g ικανοποιεί την εξίσωση Einstein, µια άλλη µετϱική g̃ = ϕ∗g που συνδέεται µε την πϱώτη
µέσω ενός διαφοροµορφισµού ϕ (µετασχηµατισµού ϐαθµίδος) ϑα ικανοποιεί την ίδια εξίσωση. Συνοπ-
τικά, η λύση των εξισώσεων Einstein είναι µια 4-παϱαµετϱική οικογένεια µετϱικών όπου όλες έχουν
το ίδιο ϕυσικό περιεχόµενο και για να ξεχωρίσουµε µια συγκεκριµένη µετϱική, να λάϐουµε δηλαδή
µοναδική λύση στις εξισώσεις Einstein, οϕείλουµε να προσδιορίσουµε µια συνθήκη ϐαθµίδας. Εδώ
η συνθήκη ϐαθµίδας αντιστοιχεί στην επιλογή 4 εξισώσεων που ϑα ικανοποιούν οι συντεταγµένες ή
οι συνιστώσες της µετϱικής. Επί παραδείγµατι, µια επιλογή ϐαθµίδας είναι η αρµονική ϐαθµίδα
(harmonic gauge): gνρ∇ν∇ρx

µ = 0 ⇒ gνρΓµνρ = 0 ενώ µια άλλη είναι η αυθαίρετη επιλογή τιµών για
4 στοιχεία της µετϱικής. Η επιλογή ϐαθµίδας προσδιορίζει αυτόµατα τους 4 "µη-ϕυσικούς" ϐαθµούς
ελευθερίας της µετϱικής που σχετίζονται µε τις συντεταγµένες και αϕήνει τους υπόλοιπους 6 ϕυσικούς
ϐαθµούς ελευθερίας της µετϱικής να καθοριστούν από τις "δυναµικές" εξισώσεις Einstein.
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2.14 Χωϱόχϱονος Schwarzschild - Schwarzschild Spacetime

Η µετϱική Schwarzschild πεϱιγϱάϕει τη γεωµετϱία του κενού χωϱόχϱονου στο εξωτεϱικό ενός στατικού
(χϱονικά αµετάϐλητου) σϕαιϱικού σώµατος. Η λύση Schwarzschild είναι ακϱιϐής λύση των εξισώσεων
Einstein στο κενόRµν = 0 και ευϱίσκεται µε την υπόϑεση ότι η µετϱική ικανοποιεί τις εξής συµµετϱίες:

1. Στατική: στάσιµη (χϱονικά ανεξάϱτητη) & διαγώνια στοιχεία της µοϱϕής g0i = 0

2. Σϕαιϱικά Συµµετϱική: οµάδα ισοµετϱίας της µετϱικής η οµάδα πεϱιστϱοϕών SO(3) ή µια
υποοµάδα της, µε τϱοχιές1 τις 2-σϕαίϱες (S2)

΄Οταν ο χωϱόχϱονος είναι στάσιµος (stationary), η µετϱική σε ένα κατάλληλο σύστηµα συντεταγµένων
είναι ανεξάϱτητη του χϱόνου, όµως εν γένει το στοιχείο µήκους ds2 πεϱιέχει µη διαγώνιους όϱους της
µοϱϕής dtdxi. Αν επιπλέον είναι και στατικός (static) τότε τα µη-διαγώνια στοιχεία που πεϱιέχουν
τον χϱόνο µηδενίϹονται, διότι gtxi = 0 ώστε η µετϱική να είναι αµετάϐλητη στην αντιστϱοϕή του
χϱόνου t → −t. Η σϕαιϱική συµµετϱία υπονοεί ότι η οµάδα συµµετϱίας (ισοµετϱίας) της µετϱικής
είναι η SO(3) (ή κάποια ισοµοϱϕική υποοµάδα της) οπότε η δισδιάστατη επιϕάνεια σταϑεϱού r και
t αποτελεί τϱοχιά της SO(3), διαϑέτει δηλαδή τις ίδιες συµµετϱίες µε µια 2-σϕαίϱα S2 όσον αϕοϱά
στις γωνίες θ και φ των σϕαιϱικών συντεταγµένων. Λαµϐάνοντας υπόψη τις συµµετϱίες, επιλέγουµε
τις λεγόµενες συντεταγµένες Schwarzschild (t, r, θ, φ), όπου t η χϱονική συντεταγµένη, r η ακτινική
συντεταγµένη, θ η πολική γωνία και φ η αϹιµουϑιακή γωνία µε t ∈ (−∞,∞), r ∈ (0,∞), θ ∈
[0, π], φ ∈ [0, 2π]. ∆ιευκϱινίϹουµε πως η συντεταγµένη r δεν αντιστοιχεί στην ακτίνα της 2-σϕαίϱας
(απόσταση ενός σηµείου από το κέντϱο), αϕού το σηµείο r = 0 δεν συµπεϱιλαµϐάνεται κατ’ ανάγκη
στην πολλαπλότητα, άϱα το κέντϱο της 2-σϕαίϱας δεν οϱίϹεται. Κατ’ ακϱίϐεια, η ακτινική συντεταγµένη
r λέγεται "επιϕανειακή ακτίνα" (areal radius) διότι οϱίϹεται µε τϱόπο ώστε η επιϕάνεια σταϑεϱού r και
σταϑεϱού t να είναι µια 2-σϕαίϱα (S2) εµϐαδού A:

A = 4πr2 ⇒ r = (A/4π)1/2 (2.14.1)

Η στατικότητα και η σϕαιϱική συµµετρία έπονται ότι ο τετραδιάστατος χωϱόχϱονος Schwarzschild
µποϱεί να διαµεριστεί σε τρισδιάστατες χωροειδείς υπερεπιφάνειες οι οποίες έχουν όλες την ίδια
γεωµετϱία, συγκεκριµένα είναι οµόκεντρες 2-σϕαίϱες (S2). Οπότε η µετϱική για σταθερό t και r
είναι αυτή της 2-σϕάιϱας:

dσ2 = r2dΩ2 = r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.14.2)

Με ϐάση τις συµµετϱίες της µετϱικής, η γενική µοϱϕή για το στοιχείο µήκους ενός στατικού, σϕαιϱικά
συµµετϱικού χωϱόχϱονου είναι:

ds2 = −f(r)dt2 + h(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.14.3)

΄Εχουµε απλοποιήσει το πϱόϐληµα, καθώς αντί να λύσουµε τις εξισώσεις Einstein για να ϐϱούµε τις
6 "ϕυσικές" συνιστώσες της µετϱικής χρειάζεται απλώς να ϐϱούµε τις συναρτήσεις −f(r) = gtt(r) και
h(r) = grr(r). ∆εδοµένου ότι ο χωϱόχϱονος Schwarzschild αποτελεί λύση κενού (Tµν = 0), ο προσ-
διορισµός των f(r) και h(r) γίνεται µε την αντικατάσταση της πιο πάνω έκφρασης της µετϱικής στις
εξισώσεις Einstein στο κενό, Rµν = 0. Πραγµατοποιώντας την αντικατάσταση πϱοκύπτει f(r) = 1/h(r)
και f(r) = 1 + C/r, µε C µια σταθερά ολοκλήρωσης. Η τιµή της σταθεράς C υπολογίζεται µε την
απαίτηση ότι για r → ∞ ισχύει η προσέγγιση ασθενούς πεδίου (ισοδύναµα, ο χωϱόχϱονος είναι

1τϱοχιά ενός σηµείου p κάτω από τη δϱάση µιας οµάδας συµµετϱίας οϱίϹεται το σύνολο σηµείων που πϱοκύπτει από τη
δϱάση όλων των στοιχείων της οµάδας στο p
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ασυµπτωτικά επίπεδος) η οποία συνδέει την gtt συνιστώσα στην περιοχή r → ∞ µε το Νευτώνιο
ϐαρυτικό δυναµικό Φ = −M/r. Σε αυτή την προσέγγιση gtt = −(1 + 2Φ) = −(1 − 2M/r) οπότε
συγκρίνοντας µε την gtt = −f(r) = −1− C/r παίϱνουµε C = −2M .

Η µετϱική του χωϱόχϱονου Schwarzschild σε συντεταγµένες Schwarzschild (t, r, θ, φ) είναι τελικά
(σε γεωµετϱικές µονάδες):

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.14.4)

Η παϱάµετϱος M εκϕϱάϹει τη συνολική µάϹα της σϕαιϱικής πηγής καµπυλότητας. Η ποσότητα:

RS ≡ 2M (2.14.5)

είναι γνωστή ως ακτίνα Schwarzschild και επαναϕέϱοντας τις µονάδες έχουµε: RS = 2GM/c2 ≈
2.95 M

M⊙
km, όπου M⊙ η µάϹα του ΄Ηλιου. Βάσει αυτής της ποσότητας διατυπώνουµε το κλασικό

κϱιτήϱιο σχηµατισµού µελανής οπής: "Σϕαιϱικό σώµα µάϹας M αποτελεί µελανή οπή αν η ακτίνα
του R είναι µικϱότεϱη (οριακά ίση) από µια κϱίσιµη τιµή, την ακτίνα Schwarzschild RS = 2M ".
Συµπιέζοντας δηλαδή ένα σώµα σε ακτίνα R ≤ RS αυτό καταρρέει σε µελανή οπή. Προφανώς, τα
συνήϑη αστροφυσικά σώµατα όπως πλανήτες, αστέϱες κτλ έχουν πολύ µεγαλύτεϱη ακτίνα από την
ακτίνα Schwarzschild που αντιστοιχεί στη µάϹα τους.

Μελετώντας την (2.14.4) παϱατηϱούµε ότι:

� Απουσία της πηγής καµπυλότητας, δηλαδή για M → 0, η µετϱική Schwarzschild ανάγεται
στη µετϱική Minkowski ηµν κάτι που αναµέναµε αϕού ο χωϱόχϱονος Minkowski είναι χωϱίς
καµπυλότητα.

� ΄Οσο αποµακϱυνόµαστε από την πηγή, στο όϱιο r → ∞, ανακτούµε τη µετϱική Minkowski ηµν
και αυτή η ιδιότητα της µετϱικής καλείται ασυµπτωτική επιπεδότητα (asymptotic flatness).

Επίσης, παϱατηϱούµε ότι ο χωϱόχϱονος Schwarzschild επιδέχεται δύο διανύσµατα Killing λόγω του
ότι η µετϱική είναι ανεξάϱτητη των συντεταγµένων t και φ. Τα αντίστοιχα διανύσµατα Killing είναι
εποµένως το χϱονοειδές (για r > 2M ) διάνυσµα ξ = ∂t και το χωϱοειδές διάνυσµα η = ∂φ. Από
τα δύο αυτά διανύσµατα Killing πϱοκύπτουν δύο ποσότητες που διατηϱούνται κατά την κίνηση ενός
σωµατιδίου πάνω σε µια γεωδαισιακή. Συγκεκϱιµένα, τα ολοκληϱώµατα της γεωδαισιακής κίνησης
για σωµατίδιο µε τετϱαταχύτητα uµ = dxµ/dτ είναι:

e = ξµuµ = −δµtuµ = −ut = −gttut =
(
1− 2M

r

) dt
dτ

(2.14.6)

l = ηµuµ = δµφuµ = uφ = gφφu
φ = r2 sin2 θ

dφ

dτ
(2.14.7)

Η σταθερά e παϱιστάνει τη διατηρούµενη "ενέϱγεια" του σωµατιδίου ενώ η σταθερά l τη διατηρούµενη
"στροφορµή". Ειδικότερα, αν αναφερόµαστε στην κίνηση σωµατιδίου µε µάϹα ηϱεµίας m, η e καλεί-
ται ενέϱγεια ανά µονάδα µάϹας ηϱεµίας διότι για r → ∞ έχουµε e = −ut = −pt/m και αντίστοιχα
η l καλείται στροφορµή ανά µονάδα µάϹας ηϱεµίας (αϕού µε αυτό το µέγεθος ισούται η l στο µη-
σχετικιστικό όϱιο).
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Σηµείωση: Τα διανύσµατα Killing που επιδέχεται χωϱόχϱονος Schwarzschild είναι κατ’ ακϱίϐεια
τέσσεϱα: ξ = ∂t και ζ1 = − sinφ∂θ − cot θ cosφ∂φ , ζ2 = cosφ∂θ − cot θ sinφ∂φ , η ≡ ζ3 = ∂φ. Τα
τϱία τελευταία διανύσµατα συνιστούν τους γεννήτορες της οµάδας ισοµετϱίας SO(3).

Αποδεικνύεται, µε ϐάση το ϑέωϱηµα του Birkhoff που παρατίθεται πιο κάτω, ότι η µετϱική Schwarzschild
είναι η µοναδική σϕαιϱικά συµµετρική, ασυµπτωτικά επίπεδη λύση των εξισώσεων Einstein στο κενό.
Συγκεκριµένα:

Θεώϱηµα 2.4: Θεώϱηµα του Birkhoff - Birkhoff’s theorem

Οποιαδήποτε σϕαιϱικά συµµετρική λύση των εξισώσεων πεδίου του Einstein στο κενό είναι υπο-
χρεωτικά στατική (και άϱα Schwarzschild).

Ισοδύναµα, η λύση Schwarzschild αποτελεί τη µοναδική σϕαιϱικά συµµετρική και ασυµπτωτικά
επίπεδη λύση των εξισώσεων Einstein στο κενό.

Το ϑεώϱηµα Birkhoff συνεπάγεται πως η µετϱική Schwarzschild περιγράφει τη γεωµετϱία του χωϱόχϱο-
νου στο εξωτερικό οποιοδήποτε µη-πεϱιστϱεϕόµενου, ηλεκτρικά ουδέτεϱου, σϕαιϱικά συµµετρικού
σώµατος, λόγου χάϱη ενός αστέϱα ή µιας µαύϱης τρύπας. Η λύση Schwarzschild ισχύει ανεξάϱτητα
από το αν ο αστέϱας είναι στατικός ή όχι, δηλαδή η γεωµετϱία στο εξωτερικό ενός αστέϱα που πάλλεται
ακτινικά ή καταρρέει σϕαιϱικά περιγράφεται από τη στατική µετϱική Schwarzschild. Ως εκ τούτου,
ακτινικώς παλλόµενα σϕαιϱικά συστήµατα δεν εκπέµπουν ϐαρυτικά κύµατα.

2.14.1 Μελανή Οπή Schwarzschild - Schwarzschild Black Hole

Η γεωµετϱία Schwarzschild απαντάται και στο εξωτερικό του απλούστερου είδους µελανής οπής η
οποία λέγεται µελανή οπή Schwarzschild. Η δηµιουϱγία της ξεκινά όταν ένας αστέϱας της κύϱιας
ακολουθίας εξαντλήσει το ϑερµοπυρηνικό του καύσιµο (κυϱίως υδϱογόνο), µετατρέποντάς το σε ήλιο,
µε αποτέλεσµα ο πυϱήνας του να συστέλλεται ενώ τα εξωτερικά του στρώµατα να διογκώνονται. Αν
η µάϹα του αρχικού αστέϱα είναι αρκετά µεγάλη (> 25M⊙) τότε ϑα µετατραπεί σε κόκκινο υπεργί-
γαντα ο οποίος συνεχίϹει την καύση όλο και ϐαϱύτεϱων στοιχείων µέχϱι ο πυϱήνας του να συντίθεται
κυϱίως από σίδηϱο (Fe). Σε αυτό το στάδιο η ϑερµική πίεση των αεϱίων που εξασκεί δύναµη πϱος τα
έξω δεν µποϱεί πλέον να εξισορροπήσει τη ϐαρυτική δύναµη πϱος τα µέσα οπότε ο αστέϱας οδηγεί-
ται σε πλήϱη ϐαρυτική κατάρρευση και υπόκειται σε µια έκϱηξη υπερκαινοφανούς (supernova). Η
έκϱηξη αυτή αϕήνει πίσω της ένα υπόλειµµα µάϹας το οποίο υπερβαίνει το όϱιο TOV (Tollmann-
Oppenheimer-Volkhof) οδηγώντας στο σχηµατισµό µιας µελανής οπής από την ύλη που καταρρέει
και συγκεντρώνεται σε όλο και µικϱότεϱο όγκο, µέχϱι να συρρικνωθεί σε ένα (ιδιόµορφο) σηµείο. Η
µελανή οπή Schwarzschild είναι µια εξιδανικευµένη αποµονωµένη µελανή οπή που πϱοκύπτει από
την ϐαρυτική κατάρρευση ενός µη-πεϱιστϱεϕόµενου, ηλεκτρικά ουδέτεϱου σϕαιϱικού αστέϱα, οπότε
δεν ϕέϱει στροφορµή ούτε ηλεκτρικό ϕοϱτίο και χαρακτηρίζεται αποκλειστικά από τη µάϹα της (No-
hair theorem).

Ουσιαστικά, στην πεϱίπτωση της µελανής οπής Schwarzschild, όλος ο χωϱόχϱονος είναι χωϱόχϱονος
Schwarzschild εξαιρουµένης της ιδιοµορφίας στη ϑέση r = 0 (κατά την κλασική γενική σχετικότητα
εκεί "ϐρίσκεται" η σηµειακή πηγή καµπυλότητας). Ο χωϱόχϱονος αυτός περιλαµβάνει τη (ϕωτοειδή)
υπερεπιφάνεια r = 2M και επίσης µποϱούµε να πλησιάσουµε αυθαίρετα κοντά στο σηµείο r = 0
παραµένοντας στο εξωτερικό της πηγής καµπυλότητας όπου ισχύει η λύση Schwarzschild. Στις δύο
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αυτές τιµές r = 0 και r = 2M η µετϱική Schwarzschild εκδηλώνει ιδιάζουσα συµπεριφορά, ει-
δικότερα:

r → 2M : gtt → 0 & grr → ∞ (2.14.8)

r → 0 : gtt → ∞ & grr → 0 (2.14.9)

Πϱοϕανώς για έναν συνηθισµένο αστέϱα ακτίνας R > RS = 2M η λύση Schwarzschild ισχύει µόνο
στο εξωτερικό του: r > R > 2M . Εφόσον οι τιµές r = 0 και r = 2M εµπίπτουν στο εσωτεϱικό του
αστέϱα όπου η γεωµετϱία δεν είναι Schwarzschild (υπάρχει κατανοµή ύλης Tµν ̸= 0), δεν εγείϱονται
Ϲητήµατα παθολογικής συµπεριφοράς της µετϱικής για r = 0 και r = 2M .

Οι ιδιοµορφίες διακρίνονται σε:

(i) ιδιοµοϱϕίες καµπυλότητας/ϕυσικές ιδιοµοϱϕίες (curvature/physical singularities)

(ii) ιδιοµοϱϕίες συντεταγµένων/ϕαινοµενικές ιδιοµοϱϕίες (coordinate singularities)

Οι πϱώτες αποτελούν εγγενή ιδιότητα του χωϱόχϱονου και εµφανίζονται σε κάϑε σύστηµα συντε-
ταγµένων ενώ οι δεύτεϱες οφείλονται στην "κακή" επιλογή συντεταγµένων και σε ένα άλλο σύστηµα
συντεταγµένων παύουν να υπάρχουν. Προκειµένου να εξακριβώσουµε αν µια ιδιοµορφία είναι όντως
ϕυσική ιδιοµορφία του χωϱόχϱονου, εξετάζουµε την τιµή που λαµβάνουν στην ιδιοµορφία ορισµένα
ϐαθµωτά µεγέϑη που κατασκευάζονται από συστολές του τανυστή καµπυλότητας του Riemann. Η τιµή
των ϐαθµωτών της καµπυλότητας είναι ανεξάϱτητη του συστήµατος συντεταγµένων, γι’αυτό αποτελούν
κατάλληλο κϱιτήϱιο για τον προσδιορισµό του είδους της ιδιοµορφίας. Ειδικότερα, ο απειρισµός των
ϐαθµωτών της καµπυλότητας σε κάποιο σηµείο/υπεϱεπιϕάνεια του χωϱόχϱονου αποτελεί ικανή συν-
ϑήκη η οποία καθιστά το σηµείο/υπεϱεπιϕάνεια ϕυσική ιδιοµορφία. Εν πϱοκειµένω δεν µποϱούµε
να χρησιµοποιήσουµε ως κϱιτήϱιο το ϐαθµωτό Ricci R = gµνRµν ούτε το ϐαθµωτό RµνRµν αϕού
µηδενίζονται, µιας και η µετϱική Schwarzschild είναι λύση κενού. Απαιτείται λοιπόν η κατασκευή
άλλων ϐαθµωτών µεγεθών από υψηλότερης τάξης συστολές του τανυστή Riemann, για παϱάδειγµα το
ϐαθµωτό Kretschmann:

K = RαβµνR
αβµν (2.14.10)

Για τη µετϱική Schwarzschild, οι µόνες µη-µηδενικές συνιστώσες του τανυστή Riemann είναι:

Rtrtr = −2M

r3

Rtθtθ =
M

r2
(r − 2M), Rtφtφ =

M

r2
(r − 2M) sin2 θ

Rθφθφ = 2Mr sin2 θ

Rrθrθ =
M

2M − r
, Rrφrφ =

M

2M − r
sin2 θ

Συνεπώς το ϐαϑµωτό Kretschmann υπολογίϹεται:

K = RαβµνR
αβµν =

48M2

r6
(2.14.11)

Αντικαϑιστώντας r = 2M διαπιστώνουµε ότι το ϐαθµωτό Kretschmann δεν εκρήγνυται, συγκεκριµένα
λαµβάνει την πεπερασµένη τιµή K = 3

4M4 εποµένως συµπεραίνουµε ότι η ιδιοµορφία r = 2M δεν
είναι πραγµατική ιδιοµορφία αλλά ιδιοµορφία συντεταγµένων. Από την άλλη, για r → 0 έχουµε
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K → ∞ γεγονός που καταδεικνύει ότι το σηµείο r = 0 είναι µια ϕυσική-πϱαγµατική ιδιοµορφία του
χωϱόχϱονου Schwarzschild.

Παϱόλo που δεν αποτελεί ϕυσική ιδιοµορφία, η ϕωτοειδής υπερεπιφάνεια r = 2M έχει σηµαν-
τικό ϕυσικό νόηµα γι’ αυτό και ονοµάζεται ορίζοντας γεγονότων (event horizon) ή απλά ορίζοντας
της µελανής οπής. Μποϱούµε να δείξουµε ότι είναι ϕωτοειδής υπερεπιφάνεια διότι ορίζεται από τη
συνάϱτηση f(r) = r − 2M = 0 µε κάθετο συνδιάνυσµα που έχει συνιστώσες nµ = ∂µf = ∂µr = δrµ.
Το µέτϱο του κάθετου διανύσµατος στον ορίζοντα γεγονότων µηδενίζεται άϱα είναι ϕωτοειδές, το ίδιο
και ο ορίζοντας:

|n|2 = nµnµ = gµνnµnν = gµνδrµδ
r
ν = grr = 1− 2M

r
r=2M
= 0 (2.14.12)

Συγκεκϱιµένα για r > 2M ⇒ nµnµ > 0 και η υπεϱεπιϕάνεια Σ είναι χϱονοειδής: ο τοπικός κώνος
ϕωτός σε κάϑε σηµείο της χϱονοειδούς επιϕάνειας Σ τέµνει την υπεϱεπιϕάνεια, άϱα ένα σωµατίδιο
µηδενικής ή µη-µηδενικής µάϹας µποϱεί να διασχίσει την Σ τόσο πϱος τα µέσα όσο και πϱος τα έξω.
Από την άλλη, r < 2M ⇒ nµnµ < 0 και η υπεϱεπιϕάνεια Σ είναι χωϱοειδής: ο τοπικός κώνος ϕωτός σε
κάϑε σηµείο της χωϱοειδούς επιϕάνειας Σ δεν τέµνει την υπεϱεπιϕάνεια, άϱα ένα σωµατίδιο µηδενικής
ή µη-µηδενικής µάϹας µποϱεί να διασχίσει την Σ µόνο πϱος µία κατεύϑυνση, την κατεύϑυνση όπου
η χϱονοειδής συντεταγµένη αυξάνεται. ΄Οπως ϑα δούµε, για r < 2M χϱονοειδής συντεταγµένη είναι
η r και το πέϱασµα του χϱόνου ισοδυναµεί µε κίνηση πϱος µειούµενες τιµές της συντεταγµένης r.
Κατά συνέπεια, οποιοδήποτε σωµατίδιο (είτε σωµατίδιο µε µάϹα είτε ϕωτόνιο χωϱίς µάϹα) εισέλϑει
στον οϱίϹοντα γεγονότων δεν µποϱεί να διαϕύγει και αναπόϕευκτα πέϕτει στην ιδιοµοϱϕία r = 0. Το
γεγονός ότι ο οϱίϹοντας γεγονότων είναι ϕωτοειδής σηµαίνει ότι σωµατίδια µε µάϹα µποϱούν να τον
διασχίσουν µόνο πϱος µία κατεύϑυνση, πϱος την ιδιοµοϱϕία r = 0, ενώ άµαϹα σωµατίδια µποϱούν
είτε να τον διασχίσουν είτε να κινηϑούν επί αυτού.

Σχήµα 2.14.1.1: Απεικόνιση του χωϱόχϱονου Schwarzschild γύϱω από µια µελανή οπή Schwarzschild. Στη
ϑέση r = 0 όπου ϐϱίσκεται η σηµειακή πηγή καµπυλότητας υπάϱχει πϱαγµατική ιδιοµοϱϕία καµπυλότητας ενώ
στη ϑέση r = 2M ϐϱίσκεται ο οϱίϹοντας γεγονότων που είναι ϕωτοειδής υπεϱεπιϕάνεια. Οι υπεϱεπιϕάνειες στο
εξωτεϱικό του οϱίϹοντα, π.χ. η Σ1, είναι χϱονοειδείς ενώ οι υπεϱεπιϕάνειες στο εσωτεϱικό του, π.χ. η Σ2, είναι
χωϱοειδείς. Σήµατα που ξεκινούν από την Σ1 µποϱούν να κινηϑούν πϱος µεγαλύτεϱα ή µικϱότεϱα r ενώ σήµατα
που ξεκινούν από την Σ2 κινούνται υποχϱεωτικά πϱος µικϱότεϱα r µέχϱι να πέσουν στην ιδιοµοϱϕία r = 0.
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Η ϕυσική σηµασία του ορίζοντα ως "επιϕάνεια χωϱίς επιστϱοϕή" γίνεται ϕανερή µέσω της µελέτης των
κώνων ϕωτός του χωϱόχϱονου Schwarzschild, για δεδοµένα θ και φ (ακτινικές ϕωτοειδείς γεωδαισι-
ακές). Οι γενέτειϱες του κώνου ϕωτός για σταθερά θ, φ προκύπτουν ϑέτοντας ds2 = 0:

ds2 = 0 ⇒ −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 = 0 ⇒ dt

dr
= ±

(
1− 2M

r

)−1

(2.14.13)

όπου dt/dr παϱιστάνει την κλίση των γενετειϱών του κώνου ϕωτός στο διάγραµµα t− r. Μακϱιά από
την πηγή καµπυλότητας (r → ∞) όπου η µετϱική Schwarzschild αναγεται στη µετϱική Minkowski,
η κλίση των γενετειϱών γίνεται dt/dr = ±1 δηλαδή οι γενέτειϱες τέµνονται σε οϱϑή γωνία όπως
ακϱιϐώς και στο χωροχρονικό διάγραµµα Minkowski. Από την άλλη καθώς προσεγγίζουµε τον
ορίζοντα γεγονότων οι κώνοι ϕωτός "κλείνουν" (µειώνεται η γωνία κορυφής) µέχϱι που στο όϱιο
r → RS = 2M έχουµε ότι dt/dr → ±∞ δηλαδή οι γενέτειϱες του κώνου ϕωτός καταλήγουν να
συµπίπτουν. Συνεπώς στο σύστηµα συντεταγµένων Schwarzschild τα ϕωτεινά σήµατα δεν διασχίζουν
την ακτίνα Schwarzschild, την προσεγγίζουν µόνο ασυµπτωτικά. Ως πϱος έναν ακίνητο παϱατηϱητή
στο άπειϱο, του οποίου ο ιδιόχϱονος όπως µετράται από το ϱολόι του ταυτίζεται µε τον συντεταγµένο
χϱόνο t, τα ϕωτεινά σήµατα ϕαίνεται να παραµένουν στάσιµα στην επιϕάνεια r = 2M διότι απαιτείται
άπειϱος συντεταγµένος χϱόνος t ώστε το ϕως που εκπέµπει ένα σώµα το οποίο ϕτάνει στον ορίζοντα
γεγονότων να καταφτάσει σ’αυτόν. Οπότε ένας ακίνητος µακϱινός παϱατηϱητής ϐλέπει το σώµα να
"παγώνει" καθώς προσεγγίζει τη ϑέση r = 2M . Στην πραγµατικότητα, το σώµα διασχίζει τον ορίζοντα
γεγονότων σε πεπερασµένο ιδιόχϱονο, όπως µετράται από το δικό του ϱολόι, χωϱίς να αντιληφθεί
κάποια ανωµαλία. Για παϱάδειγµα, σώµα που ηρεµεί για r → ∞ (e = 1) και εκτελεί ακτινική (l = 0)

ελεύθερη πτώση πϱος την οπή από απόσταση R, χρειάζεται ιδιόχϱονο ∆τ = 4M
3

[(
r

2M

)3/2]r=R
r=2M

για
να ϕτάσει στον ορίζοντα. Η αδυναµία µας να περιγράψουµε τι συµβαίνει στον ορίζοντα αλλά και στο
εσωτεϱικό του οφείλεται αποκλειστικά στην επιλογή µη-κατάλληλων συντεταγµένων.

Σχήµα 2.14.1.2: (a) Σε συντεταγµένες Schwarzschild, οι κώνοι ϕωτός "κλείνουν" τον άνοιγµά τους καϑώς
πλησιάϹουν στον οϱίϹοντα r = 2M , πϱάγµα που σηµαίνει ότι το ϕως δεν ϕτάνει πότε στον οϱίϹοντα, τον πϱοσεγγίϹει
ασυµπτωτικά. (b) Φωτεινά σήµατα που εκπέµπονται σε ίσους ιδιόχϱονους από σώµα που πλησιάϹει στον οϱίϹοντα
χϱειάϹονται όλο και πεϱισσότεϱο συντεταγµένο χϱόνο για να ϕτάσουν σε ακίνητο παϱατηϱητή στο άπειϱο. Tο
ϕωτεινό σήµα που στάλϑηκε οϱιακά έξω από τον οϱίϹοντα χϱειάϹεται άπειϱο χϱόνο (t → ∞) ώστε να ληϕϑεί από
τον παϱατηϱητή, οπότε ως πϱος αυτόν τίποτα δεν µποϱεί να διασχίσει τον οϱίϹοντα.
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Μόλις διασχίσουµε τον ορίζοντα, δηλαδή για r < 2M , οι συντεταγµένες t και r ανταλλάζουν ϱόλους:
η t γίνεται χωροειδής (gtt > 0) και µετϱάει χωϱικές αποστάσεις ενώ η r γίνεται χρονοειδής (grr < 0)
και µετϱάει χϱόνο. Ως εκ τούτου οι συντεταγµένες (t, r) είναι κατάλληλες για να περιγράψουν τον
χωϱόχϱονο Schwarzschild µόνο στην περιοχή r > 2M , ενώ για την περιοχή r ≤ 2M ϑα χρειαστούµε
καινούργιες συντεταγµένες. Αυτό που µποϱούµε να πούµε για την περιοχή r < 2M είναι ότι οι κώνοι
ϕωτός µέσα στον ορίζοντα είναι κεκλιµένοι κατά 90◦ και δείχνουν πϱος το σηµείο r = 0 όπου ϐρίσκεται
η ιδιοµορφία, οπότε το αιτιακό µέλλον ενός σωµατιδίου που εισέρχεται στον ορίζοντα είναι να πέσει
στην ιδιοµορφία. Το γεγονός ότι ο χϱόνος αυξάνεται κατά µήκος κάϑε µελλοντικά προσανατολισµένης
αιτιακής καµπύλης ισοδυναµεί µε ελάττωση της ακτινικής ϑέσης r του σωµατιδίου που ϐρίσκεται
µέσα στον ορίζοντα, οπότε η ϕυσική εξέλιξη ενός τέτοιου σωµατιδίου είναι να καταλήξει στην ιδιοµορ-
ϕία r = 0. Το ίδιο ισχύει και για τις ακτίνες ϕωτός, δηλαδή ϕως που εκπέµπεται από σηµεία r < 2M
δεν µποϱεί να διαφύγει και στο γεγονός αυτό οϕείλουν το όνοµά τους οι µελανές οπές.

Η λύση της (2.14.13) δίνει την εξίσωση t = t(r) των ϕωτοειδών γεωδαισιακών για ακτινική κίνηση
του ϕωτός:

t = ±
[
r + 2M ln

∣∣∣ r
2M

− 1
∣∣∣]+ k (2.14.14)

όπου το πϱόσηµο (+) αντιστοιχεί σε εξεϱχόµενο ϕωτόνιο (dr/dt > 0 για r > 2M ) ενώ το πϱόσηµο
(−) σε εισεϱχόµενο ϕωτόνιο (dr/dt < 0 για r > 2M ), και k µια σταϑεϱά. Το διάγϱαµµα t = t(r) των
ακτινικών ϕωτοειδών γεωδαισιακών του χωϱόχϱονου Schwarzschild για εισεϱχόµενα και εξεϱχόµενα
ϕωτόνια, τόσο στην πεϱιοχή r > 2M όσο και στην r < 2M , ϕαίνεται πιο κάτω.

Σχήµα 2.14.1.3: Φωτοειδείς ακτινικές γεωδαισιακές του χωϱόχϱονου Schwarzschild σε συντεταγµένες
Schwarzschild, για εισερχόµενα και εξερχόµενα ϕωτόνια. Στην περιοχή r > 2M τα ϕωτόνια µποϱούν να πλησιά-
σουν ασυµπτωτικά ή να αποµακρυνθούν από τον ορίζοντα ενώ για r < 2M οι κώνοι ϕωτός είναι κεκλιµένοι κατά
90◦ διότι οι συντεταγµένες t και r ανταλλάζουν χαρακτήρα, οπότε τα ϕωτόνια στην περιοχή αυτή καταλήγουν
αναπόϕευκτα στη ϕυσική ιδιοµορφία r = 0.
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2.14.2 Συντεταγµένες Kruskal-Szekeres - Kruskal-Szekeres Coordinates

Σύµϕωνα µε την πιο πάνω ανάλυση, οι συντεταγµένες Schwarzschild δεν είναι κατάλληλες για να
περιγράψουν την περιοχή 0 < r ≤ 2M του χωϱόχϱονου Schwarzschild, εξαιτίας της ιδιοµορφίας
συντεταγµένων στον ορίζοντα γεγονότων r = 2M . ∆εδοµένου ότι η ιδιοµορφία αυτή δεν αποτελεί
ϕυσική ανωµαλία, αλλά πηγάϹει από την επιλογή µη-κατάλληλων συντεταγµένων, µποϱούµε να την
απαλείψουµε επιλέγοντας ϐολικότερες συντεταγµένες για τη µελέτη του χωϱόχϱονου Schwarzschild.
Προκειµένου οι νέες συντεταγµένες να περιγράφουν πλήϱως όλο τον χωϱόχϱονο, πϱέπει να είναι οµα-
λές και να διατηϱούν τον χαρακτήρα τους παντού εκτός από την ιδιοµορφία καµπυλότητας. Μια
καλή επιλογή συντεταγµένων είναι οι συντεταγµένες Kruskal-Szekeres καθότι πληϱούν τις πιο πάνω
απαιτήσεις και επιπλέον επεκτείνουν στο µέγιστο τον χωϱόχϱονο Schwarzschild (maximally extended
Schwarzschild solution), καλύπτουν δηλαδή ολόκληϱο τον χωϱόχϱονο, συµπεριλαµβανοµένων της
µελανής και της (υποθετικής) λευκής οπής.

Οι συντεταγµένες Kruskal-Szekeres ή απλά Kruskal (T,X, θ, φ) αντικαθιστούν τις συντεταγµένες
Schwarzschild (t, r, θ, φ) σύµφωνα µε τις σχέσεις:

T =
∣∣∣ r
2M

− 1
∣∣∣1/2er/4M sinh

(
t

4M

)
X =

∣∣∣ r
2M

− 1
∣∣∣1/2er/4M cosh

(
t

4M

)
 r > 2M (2.14.15)

T =
∣∣∣ r
2M

− 1
∣∣∣1/2er/4M cosh

(
t

4M

)
X =

∣∣∣ r
2M

− 1
∣∣∣1/2er/4M sinh

(
t

4M

)
 r < 2M (2.14.16)

τις οποίες µποϱούµε να λύσουµε ως πϱος τις παλιές συντεταγµένες:( r

2M
− 1
)
er/2M = X2 − T 2 (2.14.17)

tanh
( t

4M

)
=

{
T
X
, r > 2M

X
T
, r < 2M

(2.14.18)

Σε συντεταγµένες Kruskal-Szekeres, η µετϱική του χωχϱόχϱονου Schwarzschild (τόσο για r > 2M
όσο και για r < 2M ) λαµϐάνει τη µοϱϕή:

ds2 =
32M3

r
e−r/2M(−dT 2 + dX2) + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.14.19)

όπου στην πιο πάνω σχέση νοείται ότι το r είναι συνάϱτηση των T καιX δηλαδή r = r(T,X) και δίνεται
από τη σχέση (2.14.17). Η συντεταγµένη T διαδραµατίζει παντού τον ϱόλο χϱονικής συντεταγµένης
(gTT < 0) και η X είναι παντού η χωϱική συντεταγµένη (gXX > 0).

Η αιτιακή δοµή σε συντεταγµένες Kruskal-Szekeres γίνεται κατανοητή από τη µελέτη των κώνων
ϕωτός για σταθερά θ και φ. Θέτοντας ds2 = 0 στην (2.14.19) για να ϐϱούµε τους κώνους ϕωτός
παίϱνουµε:

−dT 2 + dX2 = 0 ⇔ dT

dX
= ±1 (2.14.20)
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Αυτό σηµαίνει ότι οι κώνοι ϕωτός, όπως και στον χωϱόχϱονο Minkowski, τέµνονται κάθετα και οι
γενέτειϱές τους σχηµατίζουν γωνία ±45◦ µε τον κατακόϱυϕο άξονα. Αυτό είναι αναµενόµενο διότι σε
συντεταγµένες Kruskal-Szekeres µε dθ = dφ = 0 η µετϱική Schwarzschild συνδέεται µε τη µετϱική
Minkowski µέσω ενός σύµµορφου µετασχηµατισµού (είναι conformally flat) άϱα οι δύο χωϱόχϱονοι
έχουν ίδια αιτιακή δοµή. Συνεπώς, κατ’ αναλογία µε τον χωϱόχϱονο Minkowski, οι ακτινικές ϕωτοει-
δείς γεωδαισιακές που προκύπτουν από την ολοκλήρωση της (2.14.20) είναι ευθείες κλίσης ±1:

T = ±X + const. (2.14.21)

Oι επιϕάνειες σταϑεϱού r (r = const.) αναπαϱίστανται ως υπεϱϐολές στο διάγϱαµµα Kruskal-Szekeres
T − X (µε κύϱιο άξονα τον X για r = const. > 2M και κύϱιο άξονα τον T για r = const. < 2M ),
ϐάσει της (2.14.17):

T 2 −X2 = const. (2.14.22)

Ο οϱίϹοντας γεγονότων r = 2M αποτελεί ειδική πεϱίπτωση καϑότι απεικονίϹεται στις ασύµπτωτες
ευϑείες των υπεϱϐολών, που παϱιστάνουν κατ’ ακϱίϐεια δύο ϕωτοειδείς υπεϱεπιϕάνειες:

T = ±X (2.14.23)

Μάλιστα, για X > 0, η ϕωτοειδής επιϕάνεια T = X είναι ο ορίζοντας γεγονότων της µελανής οπής
(µελλοντικός ορίζοντας) ενώ η ϕωτοειδής επιϕάνεια T = −X είναι ο ορίζοντας γεγονότων της λευκής
οπής (παρελθοντικός ορίζοντας). Η λευκή οπή είναι µια υποθετική περιοχή του χωϱόχϱονου που
διαθέτει τις "χϱονικά ανεστραµµένες" ιδιότητες της µελανής οπής. Η λευκή οπή αποϐάλλει ύλη από
το εσωτεϱικό της πϱος το εξωτερικό και τίποτα δεν µποϱεί να εισέλθει από τον ορίζοντά της.

Οι επιϕάνειες σταθερού t (t = const.) είναι ευθείες που διέρχονται από την αϱχή των αξόνων του
διαγράµµατος Kruskal-Szekeres T −X και έχουν κλίση tanh(t/4M), ϐάσει της (2.14.18):

T

X
= tanh

( t

4M

)
= const. (2.14.24)

Σηµειώνουµε ότι στο όϱιο t → ±∞ οι ευθείς αποκτούν κλίση limt→±∞ tanh(t/4M) = ±1 δηλαδή οι
επιϕάνειες t = ±∞ αντιστοιχούν σε T = ±X έτσι συµπίπτουν µε τις επιϕάνειες που παριστάνουν τον
ορίζοντα r = 2M .

Η ϕυσική ιδιοµορφία r = 0 οριοθετεί τον χωϱόχϱονο και απεικονίζεται σε δύο υπερβολές, µία για
T > 0 και µία για T < 0, οι οποίες παριστάνουν χωροειδείς επιϕάνειες. Ειδικότερα:

r = 0 ⇒ T = ±
√
X2 + 1 (2.14.25)

Η χωροειδής επιϕάνεια που αντιστοιχεί στην υπερβολή T = +
√
X2 + 1 ονοµάζεται µελλοντική ιδ-

ιοµορφία (future singularity) και είναι η ιδιοµορφία της µελανής οπής ενώ η χωροειδής επιϕάνεια
που αντιστοιχεί στην υπερβολή T = −

√
X2 + 1 ονοµάζεται παρελθοντική ιδιοµορφία (past singular-

ity) και είναι η ιδιοµορφία της λευκής οπής. Κάϑε αιτιακή (ϕωτοειδής ή χρονοειδής) κοσµική γϱαµµή
στην περιοχή r < 2M µε T > 0 ϑα συναντήσει την ιδιοµορφία r = 0 της µελανής οπής στο αιτιακό της
µέλλον, ενώ κάϑε αιτιακή κοσµική γϱαµµή στην περιοχή r < 2M µε T < 0 έχει αναδυϑεί-"γεννηϑεί"
από την ιδιοµορφία r = 0 της λευκής οπής στο αιτιακό της παρελθόν. Οτιδήποτε εισέλθει στον ορί-
Ϲοντα r = 2M της µαύϱης τρύπας ϑα καταλήξει αναπόδραστα στη µελλοντική ιδιοµορφία r = 0 ενώ
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οποιοδήποτε σωµατίδιο (ϕωτόνιο, ύλη, κτλ.) γεννηϑεί από την παρελθοντική ιδιοµορφία r = 0 ϑα
εξέλθει αναγκαστικά από τον ορίζοντα r = 2M της λευκής οπής σε πεπερασµένο ιδιόχϱονο.

∆ιαπιστώνουµε από την πιο πάνω ανάλυση ότι µε χϱήση των συντεταγµένων Kruskal-Szekeres έχουµε
καλύψει περιοχές του χωϱόχϱονου Schwarzschild οι οποίες προηγουµένως δεν ήταν προσβάσιµες από
τις συντεταγµένες Schwarzschild (t, r) (ΙΙ: εσωτεϱικό µελανής οπής, IV: εσωτεϱικό λευκής οπής & III:
διαφορετικό σύµπαν). ΄Εχουµε δηλαδή επεκτείνει το εύϱος τιµών που µποϱούν να λάϐουν οι συντεταγ-
µένες T και X πέϱαν του αρχικού πεδίου X > 0 και |T | < X που αντιστοιχούσε στην περιοχή I έξω
από τον ορίζοντα r > 2M, t ∈ R, την οποία µποϱούσαµε να περιγράψουµε µε τις συντεταγµένες (t, r).
Εν πϱοκειµένω, ο µόνος ϕυσικός περιορισµός που ϑέσαµε στο πεδίο ορισµού των συντεταγµένων T
και X είναι η συνθήκη r > 0, δηλαδή οι συντεταγµένες (T,X) µποϱούν να πάϱουν οποιαδήποτε τιµή
αϱκεί να µην κτυπούν στην ιδιοµορφία r = 0. Οι επιτρεπτές τιµές των T και X µετά την επέκταση
είναι λοιπόν:

−∞ < X <∞ (2.14.26)

T 2 < X2 + 1 ⇔ |T | <
√
X2 + 1 (2.14.27)

Η επέκταση αυτή καλείται "Maximal/Kruskal Extension of Schwarzschild spacetime". Μετά την
επέκταση του εύϱους τιµών των συντεταγµένων, η µετϱική εξακολουϑεί να ικανοποιεί τις εξισώσεις
Einstein στο κενό, σε ολόκληϱο τον µέγιστα εκτεταµένο χωϱόχϱονο Schwarzschild. Αναϕεϱόµαστε σε
µέγιστη επέκταση διότι όλες οι γεωδαισιακές στον εκτεταµένο χωϱόχϱονο είτε συνεχίϹουν στο άπειϱο
της αϕινικής τους παϱαµέτϱου είτε τεϱµατίϹουν στη µελλοντική ή παϱελϑοντική ιδιοµοϱϕία. Αυτή η
µαϑηµατική επέκταση, αν και ικανοποιεί τις εξισώσεις Einstein στο κενό, δεν οδηγεί κατ’ ανάγκη σε
νέα ϕυσική. Παϱόλο που η γενική σχετικότητα δεν απαγοϱεύει την ύπαϱξη µιας λευκής οπής και ενός
διαϕοϱετικού σύµπαντος στο οποίο αυτή αποϐάλλει ύλη, δεν υπάϱχει καµία γνωστή διεϱγασία που να
οδηγεί στη δηµιουϱγία τους. Οπότε οι πεϱιοχές (III) και (IV) δεν µποϱούν να πϱοκύψουν από κάποια
γνωστή αστϱοϕυσική διεϱγασία, όπως η ϐαϱυτική κατάϱϱευση της ύλης.

Οι 4 πεϱιοχές του διάγϱαµµατος Kruskal-Szekeres

Το χωροχρονικό διάγραµµα Kruskal-Szekeres αναπαριστά ολόκληϱο τον (µέγιστα εκτεταµένο) χωϱόχϱονο
Schwarzschild στο επίπεδο T − X µε −∞ < X < ∞ και |T | <

√
X2 + 1 για σταθερά θ, φ. Κατά

συνέπεια, στο διάγραµµα αυτό κάϑε σηµείο είναι στην πραγµατικότητα µια 2-σϕαίϱα. Μποϱούµε να
διακρίνουµε 4 περιοχές/τεταϱτηµόϱια:

� Πεϱιοχή Ι (Σύµπαν στο οποίο Ϲούµε - Εξωτερικό του ορίζοντα της µελανής οπής):

Η περιοχή r > 2M, t ∈ R του χωϱόχϱονου Schwarzschild απεικονίζεται στην περιοχή I (X > 0
και −X < T < X). Εποµένως η αρχική περιοχή Schwarzschild έξω από τον ορίζοντα της
µελανής οπής, που εκφράζει το σύµπαν µας και στην οποία οι αρχικές συντεταγµένες (t, r)
ήταν οµαλές, αντιστοιχεί στο 1o τεταρτηµόριο (περιοχή Ι) του διαγράµµατος Kruskal-Szekeres.
Παϱατηϱητής στην περιοχή I µποϱεί να στείλει σήµατα (ϕως ή σωµατίδια) στην περιοχή II (µελανή
οπή) και να λάϐει σήµατα από την περιοχή IV (λευκή οπή).

� Πεϱιοχή ΙI (Εσωτεϱικό του ορίζοντα της µελανής οπής):

Η περιοχή 0 < r < 2M, t ∈ R απεικονίζεται στην περιοχή IΙ (T > 0 και −T < X < T ).
Η περιοχή αυτή αντιστοιχεί στο εσωτεϱικό του ορίζοντα της µελανής οπής (ingoing Eddington-
Finkelstein extension). Οτιδήποτε εισέλθει στην περιοχή II, είτε από την περιοχή I είτε από την
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Σχήµα 2.14.2.1: ∆ιάγϱαµµα Kruskal-Szekeres για τον χωϱόχϱονο Schwarzschild. Οι κώνοι ϕωτός σχηµατίϹουν
γωνία 45◦ µε την κατακόϱυϕο. Οι χωϱοειδείς επιϕάνειες r = 0 είναι οι ϕυσικές ιδιοµοϱϕίες (διακεκοµµένες
γϱαµµές) και οι ϕωτοειδείς επιϕάνειες r = 2M είναι οι οϱίϹοντες γεγονότων. Η πεϱιοχή Ι είναι το εξωτεϱικό
της µελανής οπής - το σύµπαν µας, η πεϱιοχή ΙΙ πεϱιλαµϐάνει το εσωτεϱικό της, ενώ η πεϱιοχή ΙΙΙ παϱιστάνει
ένα ασυµπτωτικά επίπεδο άλλο σύµπαν και η πεϱιοχή IV το εσωτεϱικό της λευκής οπής. Οι πεϱιοχές III και IV
αποτελούν επέκταση του χωϱόχϱονου (η οποία από ϕυσικής άποψης είναι µη-υλοποιήσιµη).

III, δεν µποϱεί να διαφύγει και καταλήγει στον µελλοντικό ορίζοντα r = 0.

⇒ Συνεπώς ο ϕυσικός χωϱόχϱονος 0 < r <∞, t ∈ R µέσα και έξω από τον ορίζοντα γεγονότων,
παριστάνεται από τα τεταρτηµόρια Ι & ΙΙ όπου T > −X.

� Πεϱιοχή IIΙ (Παϱάλληλο σύµπαν):

Η περιοχή r > 2M του χωϱόχϱονου Schwarzschild απεικονίζεται επίσης στην περιοχή III (X < 0
και X < T < −X). Η περιοχή αυτή αναπαριστά ένα ασυµπτωτικά επίπεδο "παϱάλληλο σύµπαν"
το οποίο είναι χωροειδώς χωρισµένο από το δικό µας σύµπαν. Οι περιοχές Ι και III συνδέονται µε
µια σκουληκότρυπα (wormhole) ή Einstein-Rosen bridge, όµως δεν επικοινωνούν καθώς είναι
χωροειδώς χωρισµένες άϱα αιτιακά ασύνδετες. Παϱατηϱητής στην περιοχή IΙΙ, κατ’ αναλογία µε
την περιοχή I, µποϱεί να στείλει σήµατα (ϕως ή σωµατίδια) στην περιοχή II (µελανή οπή) και να
λάϐει σήµατα από την περιοχή IV (λευκή οπή).

� Πεϱιοχή IV (Εσωτεϱικό του ορίζοντα της λευκής οπής):

Η περιοχή r < 2M απεικονίζεται επίσης στην περιοχή IV (T < 0 και T < X < −T ). Η
περιοχή αυτή αντιστοιχεί στο εσωτεϱικό του ορίζοντα της λευκής οπής (outgoing Eddington-
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Finkelstein extension). Τίποτα δεν µποϱεί να εισέλθει στην περιοχή IV και οποιοδήποτε σήµα
δηµιουργηθεί στον παρελθοντικό ορίζοντα r = 0 εξέρχεται και καταλήγει είτε στην περιοχή I είτε
στην III.

⇒ Συνεπώς ο υποϑετικός/µη-ϕυσικός χωϱόχϱονος 0 < r <∞ που πϱοέκυψε από την επέκταση
Kruskal, παριστάνεται από τα τεταρτηµόρια ΙII & ΙV όπου T < −X.
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3

Φοϱµαλισµός 3+1 - Χωϱόχϱονος στην Αϱιϑµητική
Σχετικότητα

Στόχος της αριθµητικής σχετικότητας είναι η αριθµητική επίλυση των εξισώσεων πεδίου του Ein-
stein για την εύϱεση των στοιχείων της µετϱικής ενός χωϱόχϱονου (M, g). Οι χωϱόχϱονοι (M, g)
που µελετώνται στα πλαίσια της αριθµητικής σχετικότητας είναι χϱονικά προσανατολίσιµοι (µποϱούµε
να ορίσουµε έναν παγκόσµιο άξονα του χρόνου) και καθολικά υπερβολικοί (επιδέχονται επιϕάνεια
Cauchy Σ και όλα τα σηµεία του χωϱόχϱονου προβλέπονται από δεδοµένα στην Σ), καθώς µόνο
σε αυτή την πεϱίπτωση µποϱούµε να γράψουµε τις εξισώσεις Einstein υπό τη µοϱϕή ενός καλά-
τοποϑετηµένου προβλήµατος αρχικών τιµών.

Γενικά, για την αριθµητική ολοκλήρωση ενός συστήµατος µεϱικών διαφορικών εξισώσεων χρειάζεται
να διατυπώσουµε ένα πϱόϐληµα αρχικών τιµών προσδιορίζοντας αρχικά δεδοµένα και εξελίσσοντας τα
στον χϱόνο σύµφωνα µε το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων. Εν πϱοκειµένω επιθυµούµε να λύσουµε
αριθµητικά τις εξισώσεις Einstein µε αγνώστους τις συνιστώσες της µετϱικής, εντούτοις στη γενική
σχετικότητα ο χώϱος και ο χϱόνος συνδυάζονται σε µια συνεχή γεωµετϱική δοµή χωϱίς να υπάρχει
διάκριση µεταξύ τους, οπότε οι εξισώσεις Einstein γραµµένες στη συναλλοίωτη µοϱϕή Gµν = 8πTµν
δεν προσφέρονται για αριθµητική ολοκλήρωση. Ιδανικά, ϑέλουµε να χωρίσουµε τον χωϱόχϱονο σε
χώϱο - χωροειδείς 3D υπερεπιφάνειες - και χϱόνο, για να µπορέσουµε να ορίσουµε κάποια "χωϱικά"
γεωµετϱικά µεγέϑη (γαβ, Kαβ) που περιγράφουν την εσωτεϱική και εξωτερική γεωµετϱία των χωϱικών
επιφανειών. Οι γεωµετϱικές ποσότητες αυτές αποτελούν δυναµικές µεταβλητές των οποίων η χϱονική
εξέλιξη, ϐάσει ενός συστήµατος µεϱικών διαφορικών εξισώσεων που απορρέει από τις εξισώσεις Ein-
stein, ϑα δώσει τη γεωµετϱία κάϑε χωϱικής επιϕάνειας η οποία αντιστοιχεί σε µια τοµή σταθερού
χρόνου (ένα στιγµιότυπο) του χωϱόχϱονου. Με το πέϱας της χϱονικής εξέλιξης, οι χωροειδείς 3D υπ-
ερεπιφάνειες στοιβάζονται όλες µαϹί κατά τη διεύϑυνση του άξονα του χρόνου ώστε να κατασκευάσουν
ολόκληϱο τον τετραδιάστατο χωϱόχϱονο. Εν κατακλείδι, διαµερίζοντας τον χωϱόχϱονο σε µια χϱονική
αλληλουχία χωροειδών τρισδιάστατων επιφανειών µποϱούµε να γράψουµε τις εξισώσεις Einstein σε
µοϱϕή κατάλληλη για αριθµητική ολοκλήρωση στον υπολογιστή, διακριτοποιώντας τον χϱόνο και
υπολογίζοντας τη γεωµετϱία της κάϑε υπερεπιφάνειας ξεκινώντας από δεδοµένα σε µια αρχική υπ-
ερεπιφάνεια. Η διαδικασία αυτή περιγράφεται από τον λεγόµενο ϕορµαλισµό 3+1 ο οποίος παϱέχει
µια δυναµική περιγραφή των εξισώσεων Einstein, κατάλληλη για υπολογιστική µελέτη.

Σχόλιο: Σε αυτό το κεφάλαιο και στο εξής, γεωµετϱικά αντικείµενα όπως διανύσµατα, 1-forms και
τανυστές ϑα γράφονται µε έντονα γράµµατα π.χ. V ,Ω, g κτλ. ώστε να διακρίνονται από τα ίχνη τους
και στην πεϱίπτωση της µετϱικής από την ορίζουσα.

3.1 ∆ιαχωϱισµός 3+1 του χωϱόχϱονου - 3+1 Splitting of spacetime

Επικαλούµενοι το ϑεώϱηµα του Geroch 2.2 γνωϱίϹουµε ότι η τοπολογία ενός καϑολικά υπεϱϐολικού
χωϱόχϱονου (M, g) είναι R × Σ όπου Σ µια τϱισδιάστατη υπεϱεπιϕάνεια Cauchy. Το γεγονός αυτό
συνεπάγεται ότι ένας καϑολικά υπεϱϐολικά χωϱόχϱονος µποϱεί να διαµεϱιστεί σε µια οικογένεια
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χωϱοειδών υπεϱεπιϕανειών {Σt}t∈R όπου κάϑε µία είναι επιϕάνεια Cauchy. Οι υπεϱεπιϕάνειες Σt

οϱίϹονται ως οι ισοσταϑµικές επιϕάνειες (t = const.) µιας λείας ϐαϑµωτής συνάϱτησης t : M → R µε
t = t(xα) και dt ̸= 0, η οποία ονοµάϹεται συνάϱτηση καϑολικού χϱόνου (global time function):

Σt1 = {p ∈M : t(p) = t1} , ∀t1 ∈ R (3.1.1)

Η συνάϱτηση καθολικού χρόνου t ταυτοποιεί τις υπερεπιφάνειες αϕού σε κάϑε µια αντιστοιχεί µια δι-
αφορετική σταθερή τιµή του t, λόγου χάϱη η Σt0 είναι η υπερεπιφάνεια t = t0 = const. Η συνάϱτηση
t απεικονίϹει κάϑε σηµείο p ∈ M σε µία µόνο χϱονική τιµή (αυτός είναι ο ορισµός της συνάϱτησης),
άϱα κάϑε χωροχρονικό σηµείο ανήκει µόνο σε µία υπερεπιφάνεια. Εκ κατασκευής λοιπόν οι υπ-
ερεπιφάνειες δεν τέµνονται, όντας επιϕάνειες σταθερού χρόνου:

Σt1 ∩ Σt2 = ∅ , για t1 ̸= t2 (3.1.2)

Η κάϑε χωϱοειδής υπεϱεπιϕάνεια παϱιστάνει τοµή του χωϱόχϱονου σε µια συγκεκϱιµένη χϱονική
στιγµή, παϱιστάνει δηλαδή µια "χωϱική ϕέτα" (spatial slice) όπου όλα τα γεγονότα που ανήκουν
σε αυτή συµϐαίνουν την ίδια χϱονική στιγµή (ως πϱος το σύστηµα αναϕοϱάς (t, xi)). ΣτοιϐάϹοντας
µε συνεχή τϱόπο τις 3D χωϱοειδείς υπεϱεπιϕάνειες (ϕέτες) κατά µήκος της χϱονικής διάστασης t,
δηµιουϱγούµε ολόκληϱο τον τετϱαδιάστατο χωϱόχϱονο. Με άλλα λόγια, η οικογένεια υπεϱεπιϕανειών
{Σt}t∈R καλύπτει πλήϱως τον χωϱόχϱονο M .

M =
⋃
t∈R

Σt (3.1.3)

ΣυνοψίϹοντας, µε τον όϱο διαµέριση (foliation/slicing) ενός καθολικά υπερβολικού χωϱόχϱονου
εννοούµε ότι τον χωρίζουµε σε µια οικογένεια µη-τεµνόµενων χωροειδών επιφανειών {Σt}t∈R που
αποτελούν ισοσταθµικές επιϕάνειες της συνάϱτησης καθολικού χρόνου t και καλύπτουν ολόκληϱο τον
χωϱόχϱονο.

Υπάϱχει ένα σύστηµα συντεταγµένων που αντικατοπτρίζει στον τϱόπο µε τον οποίο έχουµε πραγ-
µατοποιήσει τη διαµέριση, είναι δηλαδή ένα σύστηµα συντεταγµένων προσαρµοσµένο στη διαµέριση.
Σε αυτό το σύστηµα η συνάϱτηση καθολικού χρόνου t αποτελεί τη ϕυσική επιλογή για τη χϱονική συν-
τεταγµένη t = x0 και µαϹί µε τις χωϱικές συντεταγµένες xi που περιγράφουν σηµεία που ϐρίσκονται σε
µια υπερεπιφάνεια, αποτελούν τις συντεταγµένες xα του προσαρµοσµένου συστήµατος. Ειδικότερα:

Οϱισµός 3.1: Συντεταγµένες πϱοσαϱµοσµένες στη διαµέϱιση - Adapted coordinates

΄Εστω (M, g) ένας καθολικά υπερβολικός χωϱόχϱονος που διαµερίζεται στις υπερεπιφάνειες
{Σt}t∈R οι οποίες αποτελούν τις ισοσταθµικές επιϕάνειες της συνάϱτησης καθολικού χρόνου
t : M → R µε dt ̸= 0. Το σύστηµα συντεταγµένων προσαρµοσµένο στη 3+1 διαµέριση του
χωϱόχϱονου ορίζεται:

xα = (t, xi) , i = 1, 2, 3 (3.1.4)

όπου t = x0 η χϱονική συντεταγµένη και (xi) = (x1, x2, x3) οι χωϱικές συντεταγµένες, που ταυ-
τοποιούν σηµεία που ανήκουν σε κάϑε χωϱοειδή υπερεπιφάνεια Σt. Τα διανύσµατα ϐάσης {∂α}
(coordinate basis vectors) του εφαπτόµενου χώϱου TpM που αντιστοιχούν στις προσαρµοσµένες
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συντεταγµένες xα είναι:
∂α = (∂t, ∂i) (3.1.5)

όπου ∂t το διάνυσµα χϱόνου (time vector) και ∂i ∈ TpΣt τα τϱία χωϱικά διανύσµατα ϐάσης που
οϱίϹουν το σύστηµα συντεταγµένων κάϑε υπεϱεπιϕάνειας Σt.

Σηµείωση: Τα διανυσµατικά και τανυστικά µεγέϑη που ϑα οϱίσουµε στη συνέχεια, ϑα εκϕϱάϹονται
εν γένει σε συναλλοίωτη µοϱϕή, χωϱίς αναϕοϱά σε κάποιο σύστηµα συντεταγµένων. Είναι όµως
χϱήσιµο να γϱάϕουµε τις συνιστώσες τους εξειδικεύοντας στο σύστηµα συντεταγµένων πϱοσαϱµοσµένο
στη διαµέϱιση. Το πϱοσαϱµοσµένο σύστηµα συντεταγµένων είναι το ϐολικότεϱο που µποϱούµε να
επιλέξουµε πϱοκειµένου να µετατϱέψουµε τις τανυστικές εξισώσεις σε µεϱικές διαϕοϱικές εξισώσεις
ώστε να επιλυϑούν αϱιϑµητικά.

Σχήµα 3.1.1: ∆ιαµέϱιση ενός καϑολικά υπεϱϐολικού χωϱόχϱονου (M, g) σε 3D χωϱοειδείς υπεϱεπιϕάνειες Σt
που αποτελούν τις ισοσταϑµικές επιϕάνειες της χϱονικής συντεταγµένης t (καϑολική συνάϱτηση χϱόνου). Το
διάνυσµα µε συνιστώσες Ωα = ∇αt είναι το κάϑετο χϱονοειδές διάνυσµα στις Σt.

∆εδοµένης µιας υπεϱεπιϕάνειας Σt που ανήκει στη διαµέϱιση και πεϱιγϱάϕεται από την εξίσωση
t = const., οϱίϹουµε την κλίση dt = ∇t ≡ Ω της συνάϱτησης καϑολικού χϱόνου t ως το συνδιάνυσµα
(1-form) κάϑετο στη Σt και κατ’ επέκταση κάϑετο σε όλη την οικογένεια υπεϱεπιϕανειών. Οι συνιστώσες
Ωµ του κάϑετου 1-form οϱίϹονται ως γνωστόν µέσω της συναλλοίωτης παϱαγώγου της συνάϱτησης t:

Ωα = ∇αt (= ∂αt) (3.1.6)

Το διάνυσµα µε συνιστώσες Ωα = gαβΩβ = gαβ∇βt = ∇αt είναι το δυικό διάνυσµα του 1-form Ω = ∇t
και αποτελεί το κάϑετο διάνυσµα στις υπεϱεπιϕάνειες Σt. Εϕόσον οι υπεϱεπιϕάνειες είναι χωϱοειδείς,
το κάϑετο διάνυσµα Ωα = ∇αt είναι χϱονοειδές και το τετϱάγωνο του µέτϱου του ισούται µε:

|Ω|2 = |∇t|2 = gαβ∇αt∇βt = ∇αt∇αt ≡ − 1

α2
(3.1.7)

όπου α µια ϑετική ϐαϑµωτή συνάϱτηση, η οποία ονοµάϹεται lapse function (στα ελληνικά συνάϱτηση
µετάϐασης). Το πϱόσηµο (−) εισάγεται µπϱοστά από τον παϱάγοντα 1/α2 καϑότι το διάνυσµα µε
συνιστώσες Ωα = ∇αt είναι χϱονοειδές άϱα για το µέτϱο του ισχύει |Ω|2 < 0,
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Οϱισµός 3.2: Συνάϱτηση µετάϐασης α - Lapse Function α

΄Εστω t η καθολική συνάϱτηση χρόνου της διαµέρισης του (M, g) σε χωροειδείς επιϕάνειες
{Σt}t∈R. Η ϐαθµωτή συνάϱτηση α = α(xα) λέγεται lapse function ή απλά lapse και ορίζε-
ται:

α ≡
(
− |∇t|2

)−1/2
=
(
− gαβ∇αt∇βt

)−1/2 (3.1.8)

Εξ’ οϱισµού το lapse είναι ϑετικό µέγεϑος:

α > 0 (3.1.9)

διότι πϱοκύπτει από τη ϱίϹα της ποσότητας −gαβ∇αt∇βt > 0 όπου gαβ∇αt∇βt < 0 είναι το
τετϱάγωνο του µέτϱου του κάϑετου διανύσµατος στις υπεϱεπιϕάνειες Σt.

Το µοναδιαίο κάϑετο διάνυσµα n στην οικογένεια υπεϱεπιϕανειών Σt έχει συνιστώσες:

nα = −α∇αt (3.1.10)

Είναι εύκολο να δούµε ότι µε τον τϱόπο που το οϱίσαµε, το κάϑετο διάνυσµα n είναι χϱονοειδές και
µοναδιαίο, εξαιτίας του παϱάγοντα κανονικοποίησης α:

nαnα = α2∇αt∇αt = α2
(
− 1

α2

)
= −1 (3.1.11)

Λόγω της κανονικοποίησης του µοναδιαίου κάθετου διανύσµατος, έχουµε ∇µ(n
αnα) = 0 οπότε λαµ-

ϐάνουµε:
nα∇µnα = nα∇µn

α = 0 (3.1.12)

ΥπενϑυµίϹουµε ότι το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα σε µια υπερεπιφάνεια ορίζεται µε µοναδικό τϱόπο
εκτός από τον πϱοσανατολισµό-πϱόσηµό του, συγκεκριµένα υπάρχουν δύο κάθετα µοναδιαία διανύσ-
µατα όπου το ένα είναι µελλοντικά και το άλλο παρελθοντικά κατευθυνόµενο (future/past pointing).
Η επιλογή του προσήµου (−) στον οϱισµό (3.1.10) εξασφαλίζει ότι το κάθετο διάνυσµα n είναι µελλον-
τικά κατευθυνόµενο, δείχνει δηλαδή πϱος την κατεύϑυνση όπου η χϱονική συντεταγµένη t αυξάνεται,
ϑεωρώντας ότι η t αυξάνεται καθώς οδεύουµε στο µέλλον. Μποϱούµε να διαπιστώσουµε ότι το n κα-
τευθύνεται στο µέλλον εξετάζοντας τη χϱονική του συνιστώσα n0 = dx0(n) = dt(n) (σε συντεταγµένες
προσαρµοσµένες στη διαµέριση) και επιβεβαιώνοντας ότι είναι ϑετική:

n0 = dt(n) = nα∇αt = −α∇αt∇αt =
1

α
> 0 (3.1.13)

Εϕόσον το διάνυσµα n είναι µοναδιαίο και χρονοειδές, εκλαµβάνεται ως η τετϱαταχύτητα (uα = nα)
µιας ειδικής οµάδας παϱατηϱητών που λέγονται κάθετοι παϱατηϱητές - Eulerian/normal ob-
servers οι οποίοι κινούνται πάνω στις ολοκληϱωτικές καµπύλες του κάθετου διανύσµατος n. ∆ηλαδή
οι κοσµικές γραµµές των Eulerian παϱατηϱητών είναι πάντοτε κάθετες στις χωϱικές επιϕάνειες Σt και
ως πϱος αυτούς τα γεγονότα που ανήκουν σε µια υπερεπιφάνεια συµβαίνουν ταυτόχϱονα.

Η συναλλοίωτη τετϱαεπιτάχυνση a των Eulerian/normal παϱατηϱητών ορίζεται, κατά τα γνωστά
(εξίσωση 2.10.7), από τη συναλλοίωτη παράγωγο του διανύσµατος της τετραταχύτητας n κατά την
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κατεύϑυνση του εαυτού του:
a = ∇nn ⇔ aα = nβ∇βnα (3.1.14)

Το διάνυσµα της τετραεπιτάχυνσης a είναι κάθετο στο διάνυσµα n, δηλαδή aµnµ = 0, άϱα εφάπτεται
στις υπερεπιφάνειες Σt της διαµέρισης πϱάγµα που σηµαίνει ότι είναι χωϱικό διάνυσµα.

ΟϱίϹουµε το κάθετο διάνυσµα χϱονικής εξέλιξης (normal evolution vector) m = αn το οποίο
είναι χρονοειδές και έχει συνιστώσες:

mα = αnα = −α2∇αt (3.1.15)

Το διάνυσµα m = αn είναι προφανώς κάθετο στις υπερεπιφάνειες (m ∥ n) και συνδέει σηµεία
γειτονικών υπερεπιφανειών κατά τη διεύϑυνση κάθετη σ’ αυτές. Mε άλλα λόγια, η µεταϕοϱά σηµείων
από µια υπερεπιφάνεια στην επόµενη γίνεται µέσω Lie dragging στην κατεύϑυνση του m. Για
παϱάδειγµα το διάνυσµα mdt, µε dt ένας απειϱοστός συντεταγµένος χϱόνος, συνδέει σηµεία της
υπερεπιφάνειας Σt µε σηµεία της υπερεπιφάνειας Σt+dt. Πράγµατι, ϑεωρούµε το απειϱοστό διάνυσµα
mdt µε αϱχή το σηµείο p ∈ Σt και πέϱας το σηµείο q µε q = p+mdt. Για να δείξουµε ότι το q ανήκει
στην Σt+dt υπολογίζουµε τιµή της συνάϱτησης t στο q:

t(q) = t(p+mdt) = t(p) + dt∇mt = t(p) + dtmα∇αt︸ ︷︷ ︸
=1

= t(p) + dt (3.1.16)

γεγονός που αποδεικνύει ότι q ∈ Σt+dt.

Σχήµα 3.1.2: Το κάϑετο διάνυσµα χϱονικής εξέλιξης m = αn µεταϕέϱει σηµεία p ∈ Σt σε σηµεία q ∈ Σt+dt µέσω
Lie dragging κατά απειϱοστή απόσταση dt στη διεύϑυνση κάϑετη στις υπεϱεπιϕάνειες. Ισοδύναµα, η υπεϱεπιϕάνεια
Σt µετασχηµατίϹεται στη Σt+dt µέσω Lie dragging από το διάνυσµα mdt = αndt.

Το lapse function α ϕέϱει αυτό το όνοµα επειδή συσχετίϹει το χϱονικό διάστηµα dt µεταξύ γειτονικών
υπεϱεπιϕανειών (όπου t η χϱονική συντεταγµένη που ταυτοποιεί κάϑε υπεϱεπιϕάνεια) µε τον ιδιόχϱονο
dτ κατά µήκος των κοσµικών γϱαµµών κάϑετων στις υπεϱεπιϕάνειες, δηλαδή dτ είναι ο ιδιόχϱονος
που µετϱάει ένας κάϑετος παϱατηϱητής.

Πϱόταση 3.1: Σχέση dt και ιδιόχϱονου dτ

΄Εστω δύο απειϱοστά κοντινές υπερεπιφάνειες Σt και Σt+dt που απέχουν χϱονικά κατά συντε-
ταγµένο χϱόνο dt. Ο ιδιόχϱονος dτ που µεσολαϐεί ανάµεσα στις υπερεπιφάνειες Σt, Σt+dt όπως
µετράται από έναν κάθετο παϱατηϱητή (Eulerian/normal observer) στις υπερεπιφάνειες είναι:

dτ = αdt (3.1.17)
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όπου α = α(t, xi) το lapse function.

Απόδειξη:

Το εφαπτόµενο διάνυσµα στην κοσµική γϱαµµή του κάθετου παϱατηϱητή, αν αυτή παραµετροποιηθεί
από τη συντεταγµένη t, είναι το διάνυσµα m = αn . Από τον οϱισµό του ιδιόχϱονου έχουµε:

dτ =
√

−g(m,m)dt =
√
−α2g(n,n)dt =

√
−α2 · (−1)dt = αdt

Εξετάσαµε τον τϱόπο µε τον οποίο συνδέονται σηµεία σε γειτονικές υπεϱεπιϕάνειες, µέσω του κάϑετου
διανύσµατος χϱονικής εξέλιξης αn. Θα δούµε τώϱα ότι µέσω του shift vector β (στα ελληνικά διάνυσµα
ολίσϑησης) µποϱούµε να συνδέσουµε σηµεία της ίδιας υπεϱεπιϕάνειας, όπου το ένα αποτελεί σηµείο
τοµής της υπεϱεπιϕάνειας µε τον κάϑετο άξονα (normal line) ενώ το άλλο αποτελεί σηµείο τοµής της
υπεϱεπιϕάνειας µε τη γϱαµµή σταϑεϱών χωϱικών συντεταγµένων (άξονας χϱόνου - time line).

Οϱισµός 3.3: ∆ιάνυσµα ολίσϑησης β - Shift vector β

Σε συντεταγµένες (t, xi) ϑεωϱούµε το σηµείο O ∈ Σt µε χωϱικές συντεταγµένες xit. Μεταϕέϱουµε
το σηµείο O στη γειτονική υπεϱεπιϕάνεια Σt+dt µέσω Lie dragging στην κατεύϑυνση του κάϑετου
διανύσµατος χϱονικής εξέλιξης m = αn (normal line) κατά απόσταση dt, οπότε παίϱνουµε το
σηµείο A ∈ Σt+dt µε χωϱικές συντεταγµένες xit+dt. Μεταϕέϱουµε πάλι το σηµείο O στη Σt+dt όµως
αυτή τη ϕοϱά πϱαγµατοποιούµε Lie dragging στην κατεύϑυνση της γϱαµµής σταϑεϱών χωϱικών
συντεταγµένων xi = const. (time line) κατά απόσταση dt, οπότε παίϱνουµε το σηµείο B ∈ Σt+dt

µε χωϱικές συντεταγµένες x′ it+dt = xit. Το διάνυσµα που εϕάπτεται στη Σt+dt και έχει αϱχή το
σηµείο A και πέϱας το σηµείο B λέγεται shift vector β µε συνιστώσες:

βidt = x′ it+dt − xit+dt = xit − xit+dt (3.1.18)

Σηµείωση: Στη ϐιβλιογραφία το shift vector συµβολίζεται επίσης N i ενώ το lapse N .

Με τον τϱόπο που το έχουµε ορίσει, το shift vector είναι εφαπτόµενο στις υπερεπιφάνειες (αϕού
ορίζεται ώστε να συνδέει σηµεία µέσα στην υπερεπιφάνεια) δηλαδή είναι καθαρά χωϱικό, πϱάγµα που
συνεπάγεται:

βαnα = 0 (3.1.19)

Σχήµα 3.1.3: Σχηµατική απεικόνιση του οϱισµού του shift vector β. Aν ένας κάϑετος παϱατηϱητής είχε χωϱικές
συντεταγµένες xi στην Σt τότε στην επόµενη υπεϱεπιϕάνεια Σt+dt οι συντεταγµένες του ϑα είναι xi − βidt.
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Το διάνυσµα ολίσϑησης/shift vector β µετϱάει πόσο αλλάϹουν-µετατοπίϹονται οι χωϱικές συντεταγ-
µένες ενός Eulerian/normal παϱατηϱητή καθώς κινείται από τη µία υπερεπιφάνεια στην επόµενη
ακολουθώντας το κάθετο διάνυσµα χϱονικής εξέλιξης m = αn. Αν ο κάθετος παϱατηϱητής είχε
χωϱικές συντεταγµένες xi στην υπερεπιφάνεια Σt, τότε όταν µεταϐεί στην επόµενη υπερεπιφάνεια
Σt+dt ϑα έχει χωϱικές συντεταγµένες xi − βidt δηλαδή οι συντεταγµένες του ϑα έχουν αλλάξει (έχουν
γίνει shifted) κατά −βidt, εξ’ ού και το όνοµα shift vector. ∆ιαισθητικά, τo shift vector είναι το
χωϱικό διάνυσµα που παϱιστάνει τη σχετική ταχύτητα των γραµµών σταθερών χωϱικών συντεταγµένων
xi = const. (time lines) ως πϱος τον κάθετο παϱατηϱητή.

Χϱησιµοποιώντας το κάθετο διάνυσµα χϱονικής εξέλιξης αn καθώς και το shift vector β µποϱούµε
να ορίσουµε το διάνυσµα χρόνου t, το οποίο είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα στις γραµµές σταθερών
χωϱικών συντεταγµένων (xi = const.). Οι γραµµές xi = const. ταυτίζονται µε τις γραµµές του χρόνου
(time lines), αϕού κατά µήκος τους οι χωϱικές συντεταγµένες παραµένουν σταθερές και το µόνο που
µεταβάλλεται είναι ο χϱόνος x0 = t. Κατά συνέπεια, το διάνυσµα χρόνου t εκφράζει τη ϱοή του χρόνου
και συµπίπτει ουσιαστικά µε το διάνυσµα ϐάσης ∂t του συστήµατος συντεταγµένων προσαρµοσµένου
στη διαµέριση. Ορίζεται ως:

t = ∂t ≡ αn+ β (3.1.20)

ή σε µοϱϕή συνιστωσών:
tα = (∂t)

α = αnα + βα (3.1.21)

Από τον οϱισµό του διανύσµατος χϱόνου, παϱατηϱούµε ότι συντίϑεται από ένα "χϱονικό" κοµµάτι αn,
κάϑετο στις υπεϱεπιϕάνειες Σt, καϑώς και ένα χωϱικό κοµµάτι β εϕαπτόµενο στις Σt. Είναι εύκολο
να δούµε ότι το διάνυσµα t είναι το δυικό του 1-form Ω = ∇t:

tα∇αt = (αnα + βα)
(
− 1

α
nα

)
= −nαnα︸ ︷︷ ︸

−1

− 1

α
βαnα︸ ︷︷ ︸

0

= 1 (3.1.22)

πϱάγµα που επιϐεϐαιώνει ότι το t συµπίπτει µε το χϱονικό διάνυσµα ϐάσης ∂t. Η συνϑήκη tα∇αt = 1
έπεται επίσης ότι το απειϱοστό διάνυσµα tdt µεταϕέϱει µέσω Lie dragging σηµεία της υπεϱεπιϕάνειας
Σt στην υπεϱεπιϕάνεια Σt+dt κατά την κατεύϑυνση της γϱαµµής του χϱόνου (κατ’ αναλογία µε το
διάνυσµα m).

Σχήµα 3.1.4: Σχηµατική απεικόνιση του lapse α και του shift vector β σε δύο γετονικές υπερεπιφάνειες Σt και
Σt+dt της διαµέρισης. Ο ιδιόχϱονος του κάθετου παϱατηϱητή αυξάνεται κατά dτ = αdt όταν περάσει συντεταγ-
µένος χϱόνος dt. Οι χωϱικές συντεταγµένες του κάθετου παϱατηϱητή αλλάζουν από xi στην Σt σε xi − βidt στην
Σt+dt, δηλαδή υφίστανται ολίσϑηση κατά −βidt.
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∆ιευκϱινίϹεται ότι ο µόνος περιορισµός που ϑέτουµε στο διάνυσµα χρόνου µε την απαίτηση tα∇αt = 1,
είναι να µην εφάπτεται στις χωροειδείς υπερεπιφάνειες, ώστε να µποϱούµε να πραγµατοποιήσουµε τη
χϱονική εξέλιξη στην κατεύϑυνσή του. Εποµένως το διάνυσµα χρόνου δεν είναι κατ’ ανάγκη χρονοει-
δές, το τετράγωνο το µήκους του είναι:

|t|2 = tµtµ = −α2 + βµβµ (3.1.23)

Αναλόγως του χαϱακτήϱα του t πϱοκύπτουν οι ακόλουϑες σχέσεις ανάµεσα στο lapse και το µέτϱο του
shift vector:

� t χϱονοειδές ⇔ βµβµ < α2

� t ϕωτοειδές ⇔ βµβµ = α2

� t χωϱοειδές ⇔ βµβµ > α2

Στην πεϱίπτωση όπου το διάνυσµα χϱόνου είναι χωϱοειδές (πϱάγµα που επιτϱέπεται αϕού είναι απλά
διάνυσµα ϐάσης και δεν αντιστοιχεί στην τετϱαταχύτητα κάποιου παϱατηϱητή) τότε το shift vector
ικανοποιεί τη σχέση |β| > α και λέµε ότι είναι "υπεϱϕωτεινό" (superluminal) ή "ταχιονικό" (tachionic)
καϑώς οι συντεταγµένες από τη µία υπεϱεπιϕάνεια στην επόµενη αλλάϹουν µε ταχύτητα µεγαλύτεϱη
από αυτή του ϕωτός. Αυτό δεν είναι αϕύσικο, καϑώς δεν αναϕεϱόµαστε στην κίνηση κάποιου ϕυσικού
αντικειµένου αλλά στην κίνηση των γϱαµµών χϱόνου που έχει να κάνει µε την επιλογή χωϱικών
συντεταγµένων. Μάλιστα, η χϱήση υπεϱϕωτεινού shift vector είναι αναγκαία ώστε να κϱατήσουµε
τον οϱίϹοντα γεγονότων σε σταϑεϱή χωϱοχϱονική ϑέση όταν πϱοσοµοιώνουµε χωϱόχϱονους γύϱω από
µελανές οπές.

3.2 Πϱοϐολικοί τελεστές - Projection operators

΄Ενας γενικός τανυστής στον χωϱόχϱονο (M, g) µποϱεί να χωϱιστεί σε δύο συνιστώσες: µια χωϱική
συνιστώσα εϕαπτόµενη στις υπεϱεπιϕάνειες Σ και µια συνιστώσα κάϑετη στις υπεϱεπιϕάνειες, στη
διεύϑυνση δηλαδή του διανύσµατος n. Αυτό επιτυγχάνεται συστέλλοντας τον τανυστή µε τον χωϱικό
πϱοϐολικό τελεστή και τον κάϑετο πϱοϐολικό τελεστή αντίστοιχα. Με τους τελεστές αυτούς µποϱούµε
να αποσυνϑέσουµε τον εϕαπτόµενο χώϱο του M σε κάϑε σηµείο p ∈ Σ ως εξής:

TpM = TpΣ⊕ Vectp(n) (3.2.1)

όπου Vectp(n) o µονοδιάστατος υπόχωϱος του TpM που γεννάται από το κάϑετο διάνυσµα n και TpΣ
ο τϱισδιάστατος εϕαπτόµενος χώϱος της υπεϱεπιϕάνειας Σ.

Οϱισµός 3.4: Χωϱικός πϱοϐολικός τελεστής - Spatial projection operator

΄Εστω n το χϱονοειδές µοναδιαίο διάνυσµα κάϑετο στις χωϱοειδείς υπεϱεπιϕάνειες Σt. Τότε ο
χωϱικός πϱοϐολικός τελεστής (spatial projection operator) που δίνει τη χωϱική πϱοϐολή ενός
τανυστή πάνω στην υπεϱεπιϕάνεια Σt οϱίϹεται:

P : TpM → TpΣ

µε συνιστώσες:
P µ

ν = δµν + nµnν (3.2.2)
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3.2. Πϱοϐολικοί τελεστές - Projection operators

Η χωϱική πϱοϐολή ενός τανυστή T (µέϱος του T εϕαπτόµενο στη Σt) τάξης (r, s) έχει συνιστώσες:

(T∥)
α1α2...αr

β1β2...βs
= Pα1

µ1
Pα2

µ2
. . . Pαr

µr P
ν1
β1
P ν2

β2
. . . P νs

βs
T µ1µ2...µrν1ν2...νs (3.2.3)

Σηµείωση: Στη ϐιβλιογραφία ο χωϱικός προβολικός τελεστής απαντάται µε το σύµβολο P µ
ν , γµν ή ⊥µ

ν.

Σηµείωση: Η δϱάση του χωϱικού προβολικού τελεστή στο κάθετο διάνυσµα n στις υπερεπιφάνειες
δίνει µηδέν, αϕού το διάνυσµα n δεν έχει εφαπτόµενη συνιστώσα στις Σt.

P µ
ν n

ν = 0

Σηµείωση: Ο χωϱικός τελεστής πϱοϐολής δϱα σαν τον ταυτοτικό τελεστή όταν εφαρµόζεται σε χωϱικούς
τανυστές, ικανοποιεί δηλαδή την κάτωϑι γενική ιδιότητα των τελεστών πϱοϐολής που λέγεται ταυτο-
δυναµία (idempotence):

P µ
ν P

ν
σ = P µ

σ

Οϱισµός 3.5: Κάϑετος πϱοϐολικός τελεστής - Normal projection operator

΄Εστω n το χϱονοειδές µοναδιαίο διάνυσµα κάϑετο στις χωϱοειδείς υπεϱεπιϕάνειες Σt. Τότε ο
κάϑετος πϱοϐολικός τελεστής (normal projection operator) που δίνει την πϱοϐολή ενός τανυστή
στη διεύϑυνση κάϑετη στην υπεϱεπιϕάνεια Σt οϱίϹεται:

N : TpM → Vectp(n)

µε συνιστώσες:
Nµ

ν = −nµnν = δµν − P µ
ν (3.2.4)

Η κάϑετη πϱοϐολή ενός τανυστή T (µέϱος του T κάϑετο στη Σt) τάξης (r, s) έχει συνιστώσες:

(T⊥)
α1α2...αr

β1β2...βs
= Nα1

µ1
Nα2

µ2
. . . Nαr

µrN
ν1
β1
Nν2

β2
. . . Nνs

βs
T µ1µ2...µrν1ν2...νs (3.2.5)

Συνεπώς ένα διάνυσµα V µποϱεί να γϱαϕεί µε µοναδικό τϱόπο ως το άϑϱοισµα µιας συνιστώσας
εϕαπτόµενης στην υπεϱεπιϕάνεια (χωϱικό κοµµάτι) και µιας συνιστώσας κάϑετης στην υπεϱεπιϕάνεια:

V µ = (V∥)
µ + (V⊥)

µ = P µ
ν V

ν +Nµ
ν V

ν (3.2.6)

Με ανάλογο τϱόπο γενικεύουµε την πιο πάνω ανάλυση σε τετραδιάστατους τανυστές οποιασδήποτε
τάξης, χωρίζουµε δηλαδή έναν τανυστή T στο χωϱικό του κοµµάτι PT ≡ T∥ που ανήκει στη Σt και
στο κοµµάτι NT ≡ T⊥ κάθετο στη Σt και άϱα στην κατεύϑυνση του n.

Υπό αυτή την έννοια, το κάθετο διάνυσµα χϱονικής εξέλιξης αn πϱοκύπτει από την κάθετη πϱοϐολή
του διανύσµατος χρόνου t ενώ το shift vector β πϱοκύπτει από τη χωϱική πϱοϐολή του t:

tµ = αnµ + βµ ⇒

{
αnµ = Nµ

α t
α ⇒ α = −nαtα

βµ = P µ
α t

α
(3.2.7)
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3.3 Επαγόµενη µετϱική γαβ στις Σ - Induced metric γαβ on Σ

Κάϑε χωροειδής 3D υπερεπιφάνεια Σ µιας Lorentzian πολλαπλότητας όπως ο χωϱόχϱονος (M, g)
κληϱονοµεί µια ϑετικά ορισµένη (+,+,+) Riemmanian µετϱική γ η οποία επάγεται από τη µετϱική
g του ευρύτερου χωϱόχϱονου. Η χωϱική µετϱική γ πϱοκύπτει από τον περιορισµό της χωροχρονικής
µετϱικής g στην υπερεπιφάνεια Σ και περιγράφει την εσωτεϱική τρισδιάστατη γεωµετϱία της υπ-
ερεπιφάνειας, καθορίζει δηλαδή τις αποστάσεις και γωνίες ανάµεσα σε σηµεία της υπερεπιφάνειας
καθώς και την εσωτεϱική χωϱική καµπυλότητα της υπερεπιφάνειας.

Οϱισµός 3.6: Επαγόµενη χωϱική µετϱική - Induced spatial metric

Η επαγόµενη µετϱική (induced metric) γνωστή και ως πϱώτη ϑεµελιώδης µοϱϕή (first funda-
mental form) γ µιας χωροειδούς υπερεπιφάνειας Σ είναι ο τανυστής τάξης (0, 2) που πϱοκύπτει
από την πϱοϐολή της πλήϱους µετϱικής g του χωϱόχϱονου επάνω στην υπερεπιφάνεια Σ.
΄Εστω χωϱικά διανύσµατα V ,W ∈ TpΣ, τότε η επαγόµενη µετϱική ορίζεται ως η απεικόνιση:

γp : TpΣ× TpΣ → R (3.3.1)

µε
γp(V ,W ) = gp(V ,W ) ⇔ γαβ(p)V

αW β = gαβ(p)V
αW β (3.3.2)

Οι συνιστώσες της χωϱικής µετϱικής γαβ οϱίϹονται από την χωϱική πϱοϐολή των συνιστωσών gαβ
της χωϱοχϱονικής µετϱικής σύµϕωνα µε τη σχέση:

γαβ = P µ
αP

ν
β gµν = gαβ + nαnβ (3.3.3)

Η επαγόµενη χωϱική µετϱική προσδιορίζει το στοιχείο µήκους (σε τϱεις διαστάσεις) µεταξύ δύο
χωϱικών σηµείων xi και xi + dxi που ανήκουν σε µια υπερεπιφάνεια Σt, σύµφωνα µε τη σχέση:

dl2 = γijdx
idxj (3.3.4)

Από τη σχέση (3.3.3) συνάγουµε ότι ο τελεστής πϱοϐολής σε µια υπεϱεπιϕάνεια δεν είναι τίποτα άλλο
παϱά η επαγόµενη µετϱική της υπεϱεπιϕάνειας, µε τον ένα δείκτη ανεϐασµένο µε χϱήση της gαβ:

P µ
ν ≡ δµν + nµnν = gµσ(gσν + nσnν) = gµσγσν = γµν (3.3.5)

Εϕόσον η χωϱική µετϱική είναι ταυτόσηµη µε τον προβολικό τελεστή γαβ = Pαβ ϑα την χρησι-
µοποιούµε στο εξής για να πϱοϐάλουµε τανυστές πάνω στις υπερεπιφάνειες Σt της διαµέρισης.

Με τον τϱόπο που την έχουµε ορίσει, η επαγόµενη µετϱική είναι ένας συµµετρικός (γαβ = γβα),
µη-ιδιάϹων (γ ≡ det(γαβ) ̸= 0), καθαρά χωϱικός (nαγαβ = nβγαβ = 0) τανυστής. Ανεβάζοντας τους
δείκτες της γαβ µε την gαβ λαµβάνουµε τις συνιστώσες της αντίστροφης χωϱικής µετϱικής:

γαβ = gαβ + nαnβ (3.3.6)

Μποϱούµε να ανεϐοκατεϐάϹουµε τους δείκτες καϑαϱά χωϱικών τανυστών είτε µε την χωϱική µεϱική
γαβ των υπεϱεπιϕανειών Σt είτε µε την πλήϱη µετϱική gαβ του χωϱόχϱονου.
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3.3. Επαγόµενη µετϱική γαβ στις Σ - Induced metric γαβ on Σ

3.3.1 ∆ιάνυσµα χϱόνου, κάϑετο διάνυσµα και shift σε πϱοσαϱµοσµένες συντεταγµένες -
Time vector, normal vector and shift in adapted coordinates

Είναι σκόπιµο να εκφράσουµε τη µετϱική καθώς και άλλα συναϕή µεγέϑη όπως το κάθετο διάνυσµα
στις υπερεπιφάνειες και το shift vector στο σύστηµα συντεταγµένων (t, xi) προσαρµοσµένο στη διαµέρ-
ιση, διότι οι συντεταγµένες (t, xi) υιοθετούνται για την αριθµητική επίλυση. Σε αυτές τις συντεταγµένες,
η συνθήκη δυικότητας tα∇αt = 1 ⇔ dt(t) = 1 επιτάσσει ότι το διάνυσµα χρόνου t είναι το διάνυσµα
ϐάσης ∂t άϱα:

tα = (∂t)
α = δα0 = (1, 0, 0, 0) (3.3.7)

Οι συνιστώσες nα του 1-form που αντιστοιχεί στο κάϑετο διάνυσµα n ευϱίσκονται από τον οϱισµό
nα = −α∇αt = −α∂αt = −αδ0α πϱάγµα που σηµαίνει ότι οι χωϱικές συνιστώσες ni = 0 ενώ η
χϱονική συνιστώσα n0 = −α εποµένως:

nα = (−α, 0, 0, 0) (3.3.8)

Οι συνιστώσες nα του κάϑετου διανύσµατος στις υπεϱεπιϕάνειες ευϱίσκονται από τη σχέση:

tα = (∂t)
α = αnα + βα (3.3.9)

που οϱίϹει το διάνυσµα χρόνου. Σηµειώνουµε ότι το shift vector, λόγω του ότι είναι καθαρά χωϱικό
διάνυσµα, έχει µηδενική χϱονική συνιστώσα: nαβα = 0 ⇒ n0β

0 = 0 ⇒ β0 = 0. ΄Ετσι σε προσαρ-
µοσµένες συντεταγµένες γράφεται:

βα = (0, βi) (3.3.10)

Αυτό είναι ένα γενικότεϱο συµπέϱασµα, δηλαδή οι χϱονικές συνιστώσες των χωϱικών διανυσµάτων και
χωϱικών τανυστών γραµµένων σε ανταλλοίωτη µοϱϕή (µε όλους τους δείκτες πάνω) είναι µηδενικές σε
συντεταγµένες προσαρµοσµένες στη διαµέριση. Επί παραδείγµατι, γ00 = 0 και γ0i = 0 (εν γένει όµως
γ00 ̸= 0 και γ0i ̸= 0).

Θέτοντας µ = 0 στη (3.3.9) παίϱνουµε n0 = 1/α ενώ ϑέτοντας µ = i παίϱνουµε ni = −βi/α. Συνολικά
λοιπόν έχουµε:

nα =
( 1
α
,−β

i

α

)
(3.3.11)

Οι συνιστώσες του 1-form που αντιστοιχεί στο t, δεδοµένου ότι β0 = tαβα = βαβα = βkβk, είναι:

tα = αnα + βα = (−α2 + β0, βi) = (−α2 + βkβ
k, βi) (3.3.12)

3.3.2 Μετϱική σε πϱοσαϱµοσµένες συντεταγµένες - Metric in adapted coordinates

Οι συνιστώσες gαβ της µετϱικής g του χωϱόχϱονου σε πϱοσαϱµοσµένες συντεταγµένες υπολογίϹονται
σύµϕωνα µε τον οϱισµό:

gαβ = g(∂α, ∂β) (3.3.13)

Αντικαϑιστώντας τα διανύσµατα ϐάσης (∂t, ∂i) λαµϐάνουµε:

� g00 = g(∂t, ∂t) = g(αn+ β, αn+ β) = −α2 + βkβ
k

� g0i = g(∂t, ∂i) = g(αn+ β, ∂i) = βµ(∂i)
µ = βµδ

µ
i = βi

� gij = g(∂i, ∂j) = γ(∂i, ∂j) = γij
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όπου στο τελευταίο σηµείο χϱησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι τα διανύσµατα ϐάσης ∂i είναι καϑαϱά
χωϱικά, άϱα από τον οϱισµό της επαγόµενης µετϱικής g(∂i, ∂j) = γ(∂i, ∂j) ⇔ gij = γij (όµως εν
γένει gij ̸= γij). Είµαστε λοιπόν σε ϑέση να γϱάψουµε τις συνιστώσες gαβ της µετϱικής του χωϱόχϱονου
συναϱτήσει του lapse α και shift βi αλλά και της χωϱικής µετϱικής γij των υπεϱεπιϕανειών. Υπό µοϱϕή
σύνϑετου πίνακα (block matrix) τα στοιχεία της µετϱικής γϱάϕονται:

gαβ =

(
−α2 + βkβ

k βj
βi γij

)
(3.3.14)

Τα στοιχεία gαβ της αντίστροφης µετϱικής υπολογίζονται αντιστρέφοντας τον πίνακα (3.3.14) µε µεθό-
δους ανάλυσης πινάκων ή εναλλακτικά χρησιµοποιώντας τη σχέση gαβ = γαβ−nαnβ µε γ00 = γ0i = 0.

� g00 = γ00 − n0n0 = −1/α2

� g0i = γ0i − n0ni = −1/α · (−βi/α) = βi/α2

� gij = γij − ninj = γij − βiβj/α2

Συνεπώς η αντίστϱοϕη µετϱική έχει στοιχεία:

gαβ =

(
−1/α2 βj/α2

βi/α2 γij − βiβj/α2

)
(3.3.15)

Το στοιχείο µήκους του τετϱαδιάστατου χωϱόχϱονου µποϱεί να γϱαϕεί ως συνάϱτηση των µεγεϑών
{α, βi, γij} του ϕοϱµαλισµού 3+1 ως εξής:

ds2 = gαβdx
αdxβ = g00dt

2 + 2g0idtdx
i + gijdx

idxj = (−α2 + βkβ
k)dt2 + 2βidtdx

i + γijdx
idxj

(3.3.16)

= −α2dt2 + γij(dx
i + βidt)(dxj + βjdt) (3.3.17)

Η ϕυσική εϱµηνεία του όϱου α2dt2 είναι ότι παϱιστάνει το τετϱάγωνο του στοιχειώδους ιδιόχϱονου (ως
πϱος κάϑετο παϱατηϱητή) ανάµεσα στις γειτονικές υπεϱεπιϕάνειες Σt, Σt+dt. Από την άλλη, ο όϱος
γij(dx

i + βidt)(dxj + βjdt) παϱιστάνει το τετϱάγωνο της χωϱικής απόστασης ανάµεσα στα σηµεία της
Σt+dt µε συντεταγµένες xi − βidt και xi + dxi (σηµεία A και Γ στο κάτωϑι σχήµα).

Σχήµα 3.3.2.1: Το στοιχείο µήκους ds2 = gαβdx
αdxβ στον 3+1 χωϱόχϱονο αναπαϱιστά το διάστηµα ανάµεσα

στα σηµεία O και Γ που συνδέονται µε το διάνυσµα dxα = αnαdt+ (dxi + βidt). Το ds2 = dxαdxα = −α2dt2 +
γij(dx

i + βidt)(dxj + βjdt) µποϱεί υπολογιστεί µε εϕαϱµογή του "πυϑαγόϱειου ϑεωϱήµατος" στο △OAΓ.
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Η οϱίϹουσα g ≡ det(gαβ) της µετϱικής του χωϱόχϱονου συνδέεται µε την οϱίϹουσα γ ≡ detγij της
χωϱικής µετϱικής µέσω της σχέσης: √

−g = α
√
γ (3.3.18)

Αυτό είναι εύκολο να το δούµε ανακαλώντας µια γνωστή σχέση της γϱαµµικής άλγεϐϱας: (A−1)ij =
Cji/det(A) που ισχύει για κάϑε αντιστϱέψιµο τετϱαγωνικό πίνακα A. Εξειδικεύοντας για το στοιχείο
g00 της αντίστϱοϕης µετϱικής λαµϐάνουµε:

g00 =
C00

det(gαβ)
≡ C00

g
(3.3.19)

όπου ο αϱιϑµός C00 είναι το αλγεϐϱικό συµπλήϱωµα (cofactor) του στοιχείου g00 το οποίο οϱίϹεται
C00 = (−1)0+0M00 µε M00 η ελάσσονα οϱίϹουσα του g00 δηλαδή η οϱίϹουσα του 3 × 3 υποπίνακα
που πϱοκύπτει από τη διαγϱαϕή της πϱώτης στήλης και της πϱώτης γϱαµµής του πίνακα (gαβ). Εν
πϱοκειµένω έχουµε g00 = −α−2 και C00 =M00 = det(γij) ≡ γ οπότε:

− 1

α2
=
γ

g
⇔

√
−g = α

√
γ (3.3.20)

3.3.3 Χωϱική Συναλλοίωτη Παϱάγωγος - Spatial Covariant Derivative

Στη χωϱική µετϱική γαβ αντιστοιχεί µια µοναδική χωϱική συναλλοίωτη παράγωγος Dµ η οποία
απεικονίϹει χωϱικούς τανυστές σε χωϱικούς τανυστές. Η χωϱική συναλλοίωτη παράγωγος είναι από-
τοκο της σύνδεσης Levi-CivitaD της µετϱικής γ, την οποία κληϱονοµούν οι χωροειδείς υπερεπιφάνειες
Σt από τη σύνδεση Levi-Civita ∇ του περιβάλλοντα χωϱόχϱονου (M, g).

Οϱισµός 3.7: Χωϱική συναλλοίωτη παϱάγωγος - Spatial covariant derivative

΄Εστω ο χωϱόχϱονος (M, g) εϕοδιασµένος µε τη σύνδεση Levi-Civita ∇ και Σ µια τϱισδιάστατη
χωϱοειδής υπεϱεπιϕάνεια του M µε επαγόµενη µετϱική γ. Τότε η (ολική) χωϱική συναλλοίωτη
παϱάγωγος της σύνδεσης D που αντιστοιχεί στη (Σ,γ) οϱίϹεται:

DT = P (∇T ) (3.3.21)

όπου P ο χωϱικός πϱοϐολικός τελεστής και T ένας χωϱικός τανυστής τάξης (r, s), εϕαπτόµενος
στη Σ. Με όϱους συνιστωσών, ο οϱισµός (3.3.21) συνεπάγεται:

DρT
α1...αr

β1...βs
= P σ

ρP
α1
µ1
. . . Pαr

µr P
ν1
β1
. . . P νs

βs
∇σT

µ1...µr
ν1...νs

(3.3.22)

όπου ∇µ είναι η συναλλοίωτη παϱάγωγος που σχετίϹεται µε τη µετϱική g του χωϱόχϱονου.

Για παϱάδειγµα, η χωϱική συναλλοίωτη παϱάγωγος µιας ϐαϑµωτής συνάϱτησης f είναι:

Dαf = γµα∇µf (3.3.23)

Ακόµη, η χωϱική συναλλοίωτη παϱάγωγος ενός τανυστή S τάξης (1, 2) είναι:

DαS
β
γδ = γµαγ

β
νγ

ρ
γγ

σ
δ∇µS

ν
ρσ (3.3.24)
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Είναι εύκολο να επιϐεϐαιώσουµε ότι η χωϱική συναλλοίωτη παϱάγωγος ικανοποιεί τις ιδιότητες µιας
συναλλοίωτης παϱαγώγου όπως γϱαµµικότητα, κανόνας Leibniz, αναγωγή στη µεϱική παϱάγωγο όταν
δϱα σε ϐαϑµωτές συναϱτήσεις κτλ., λόγω του ότι η συναλλοίωτη παϱάγωγος ∇µ ικανοποιεί τις ιδιότητες
αυτές. Επιπλέον, µποϱούµε να δείξουµε ότι η χωϱική σύνδεση D είναι Levi-Civita:

Πϱόταση 3.2

Η χωϱική σύνδεση D που σχετίϹεται µε τη χωϱική συναλλοίωτη παϱάγωγο Dµ είναι η µοναδική
σύνδεση της (Σ,γ) η οποία (i) έχει µηδενική στϱέψη (είναι συµµετϱική) και (ii) είναι συµϐατή µε
τη µετϱική γ, είναι δηλαδή σύνδεση Levi-Civita.

Απόδειξη:

(i) Το γεγονός ότι η χωϱική σύνδεση δεν έχει στϱέψη αποδεικνύεται από το γεγονός ότι οι χωϱικές
συναλλοίωτες παράγωγοι µετατίθενται όταν δϱουν σε ϐαθµωτές συναρτήσεις, που ισοδυναµεί µε τον
µηδενισµό του χωϱικού τανυστή στϱέψης. Πράγµατι, έστω ϐαθµωτή συνάϱτηση f , τότε:

DαDβf = γµαγ
ν
β∇µ(Dνf) = γµαγ

ν
β∇µ(∂νf) = γµαγ

ν
β (∂µ∂νf − Γλµν∂λf)

Οµοίως:

DβDαf = γµβγ
ν
α(∂µ∂νf − Γλµν∂λf)

µ↔ν
= γνβγ

µ
α(∂ν∂µf − Γλνµ∂λf) = γµαγ

ν
β (∂µ∂νf − Γλµν∂λf)

όπου στην τελευταία ισότητα χϱησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι οι µεϱικές παϱάγωγοι µετατίϑενται και
τα σύµϐολα Christoffel της σύνδεσης ∇ είναι συµµετϱικά. Συνεπώς:

DαDβf = DβDαf ⇔ [Dα, Dβ]f = 0 (3.3.25)

Γενικά [Dα, Dβ]f = −T ραβ∂ρf όπου T ραβ οι συνιστώσες του χωϱικού τανυστή στϱέψης της υποπολ-
λαπλότητας (Σ,γ) οπότε η σχέση [Dα, Dβ]f = 0 εξασφαλίζει ότι T ραβ = 0 και άϱα η σύνδεση D είναι
χωϱίς στϱέψη.

(ii) Προκειµένου να δείξουµε τη συµβατότητα της σύνδεσης D µε τη χωϱική µετϱική γ, υπολογί-
Ϲουµε τη χωϱική συναλλοίωτη παράγωγο της γ και διαπιστώνουµε ότι µηδενίζεται:

Dαγβγ = γµαγ
ν
βγ

ρ
γ∇µγνρ

= γµαγ
ν
βγ

ρ
γ∇µ(gνρ + nνnρ)

= γµαγ
ν
βγ

ρ
γ ∇µgνρ︸ ︷︷ ︸

0

+γµαγ
ν
β γ

ρ
γnρ︸ ︷︷ ︸
0

∇µnν + γµαγ
ρ
γ γ

ν
βnν︸ ︷︷ ︸
0

∇µnρ = 0

όπου χρησιµοποιήσαµε τη συµβατότητα της ∇ µε τη µετϱική g και γργnρ = γνβnν = 0.

∆εδοµένου ενός συστήµατος συντεταγµένων, µποϱούµε να εκφράσουµε τη χωϱική συναλλοίωτη παράγ-
ωγο συναρτήσει των 3D χωϱικών συµβόλων Christoffel (3)Γαβγ της σύνδεσης D. Τα 3D σύµβολα
Christoffel υπολογίζονται στο σύστηµα συντεταγµένων αυτό από τις µεϱικές παραγώγους των συνιστ-
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ωσών γαβ της χωϱικής µετϱικής:

(3)Γακλ =
1

2
γαβ(∂κγλβ + ∂λγκβ − ∂βγκλ) (3.3.26)

Η συναλλοίωτη παϱάγωγος ενός χωϱικού διανύσµατος V σε ένα αυϑαίϱετο σύστηµα συντεταγµένων
είναι:

DαV
β = γµαγ

β
ν∇µV

ν = γµα(∂µV
β + nβnν∂µV

ν + (3)ΓβµσV
σ) (3.3.27)

ΕκϕϱάϹοντας τις συνιστώσες του χωϱικού διανύσµατος V στο σύστηµα συντεταγµένων (t, xi) προσαρ-
µοσµένο στη διαµέριση (όπου V 0 = 0) και αναπτύσσοντας την πιο πάνω σχέση παίϱνουµε:

DiV
j = ∂iV

j + (3)ΓjikV
k

Πϱόταση 3.3: Σχέση επιτάχυνσης και lapse

Η επιτάχυνση aβ = nµ∇µnβ ενός κάϑετου (Eulerian) παϱατηϱητή εκϕϱάϹεται µέσω της χωϱικής
συναλλοίωτης παϱαγώγου του lapse function α σύµϕωνα µε τη σχέση:

aβ =
1

α
Dβα = Dβ lnα (3.3.28)

Απόδειξη:

aβ = nµ∇µnβ = nµ∇µ(−α∇βt) = −nµ∇βt∇µα− αnµ∇µ∇βt = −nµ∇βt∇µα− αnµ∇β∇µt

=
1

α
nµnβ∇µα− αnµ∇β

(
− 1

α
nµ

)
=

1

α
nµnβ∇µα + nµ∇βnµ︸ ︷︷ ︸

0

− 1

α
nµnµ︸ ︷︷ ︸
−1

∇βα =
1

α
(nµnβ + δµβ)∇µα

=
1

α
γµβ∇µα =

1

α
Dβα = Dβ lnα

3.3.4 Χωϱικός τανυστής Riemann - Spatial Riemann tensor

Η εσωτεϱική καµπυλότητα των τρισδιάστατων χωροειδών υπερεπιφανειών Σ της διαµέρισης περιγράφε-
ται από τον 3D τανυστή Riemann ο οποίος ορίζεται µέσω της χωϱικής συναλλοίωτης παραγώγου Dα

που σχετίζεται µε τη χωϱική µετϱική γ, κατ’ αντιστοιχία µε τον τετραδιάστατο οµόλογό του. ΄Οπως
έχει προαναφερθεί, η εσωτεϱική καµπυλότητα είναι µέγεθος που µποϱεί να µετϱηϑεί (ή να αναγν-
ωριστεί) από έναν παϱατηϱητή ο οποίος κατοικεί στην υπερεπιφάνεια και καθορίζει τις εσωτεϱικές
γεωµετϱικές ιδιότητες της υπερεπιφάνειας, οι οποίες αϕοϱούν τα διανύσµατα που εφάπτονται σε αυτή
(π.χ. παϱάλληλη µεταϕοϱά, γεωδαισιακή απόκλιση κτλ.).

Ο 3D τανυστής Riemann (3)R ορίζεται ως ο τανυστής τάξης (1, 3) που δϱα σε τϱία χωϱικά διανυσ-
µατικά πεδία X,Y ,V ∈ X(Σ) και ένα χωϱικό 1-form ω ϐάσει της σχέσης:

(3)R(ω,X,Y,V ) = ω(DXDY V −DYDXV −D[X,Y ]V ) (3.3.29)
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Οι συνιστώσες του 3D τανυστή Riemann ορίζονται: (3)Rα
βµν =

(3)R(dxα, ∂µ, ∂ν , ∂β).

Σε ένα σύστηµα συντεταγµένων, οι συνιστώσες του 3D τανυστή Riemann µποϱούν να υπολογιστούν
από τα 3D σύµβολα Christoffel και τις παραγώγους τους µέσω µιας σχέσης εντελώς ανάλογης µε αυτή
στην τετραδιάστατη πεϱίπτωση:

(3)Rα
βµν = ∂µ

(3)Γαβν − ∂ν
(3)Γαβµ +

(3)Γαµσ
(3)Γσβν −

(3)Γανσ
(3)Γσβµ (3.3.30)

Ισοδύναµα, ο 3D τανυστής Riemann µποϱεί να ειδωϑεί ως η απεικόνιση τϱιών χωϱικών διανυσµατικών
πεδίων X,Y ,V σε ένα τέταϱτο:

(3)R(X,Y,V ) ≡ (3)R(X,Y )V = DXDY V −DYDXV −D[X,Y ]V (3.3.31)

το οποίο έχει συνιστώσες: (
(3)R(X,Y,V )

)α
= (3)Rα

βµνV
βXµY ν (3.3.32)

Επισηµαίνουµε ότι λόγω του χωϱικού χαϱακτήϱα του 3D τανυστή Riemann, ισχύει:

(3)Rα
βµνnα = 0 (3.3.33)

Εϕόσον η σύνδεση D δεν έχει στϱέψη, ισχύει η ταυτότητα Ricci η οποία σε συµϐολισµό αϕηϱηµένων
δεικτών (abstract index notation) γϱάϕεται:

(DµDν −DνDµ)V
α = (3)Rα

βµνV
β (3.3.34)

όπου V ένα χωϱικό διανυσµατικό πεδίο εϕαπτόµενο στην υπεϱεπιϕάνεια Σt. Για ένα χωϱικό 1-form
ω η ταυτότητα Ricci γϱάϕεται:

(DµDν −DνDµ)ωα = − (3)Rσ
αµνωσ = (3)Rσ

ανµωσ (3.3.35)

Εκ κατασκευής, ο 3D τανυστής Riemann ικανοποιεί τις ίδιες ιδιότητες συµµετϱίας µε τον 4D τανυστή
Riemann, συγκεκϱιµένα:

1. (3)Rαβµν = − (3)Rαβνµ

2. (3)Rαβµν = − (3)Rβαµν

3. (3)Rαβµν =
(3)Rµναβ

4. (3)Rα[βµν] = 0

5. D[λ
(3)Rαβ]νµ = 0

Πϱαγµατοποιώντας συστολή (contraction) των δεικτών του 3D τανυστή Riemann µε χϱήση της χωϱικής
µετϱικής γ, µποϱούµε να πάϱουµε τανυστές χαµηλότερης τάξης. Ειδικότερα, ορίζουµε:

� 3D τανυστής Ricci: (3)Rαβ = (3)Rσ
ασβ = γρσ (3)Rρασβ

� 3D ϐαϑµωτό Ricci: (3)R = (3)Rα
α = γαβ (3)Rαβ
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3.4 Εξωγενής Καµπυλότητα - Extrinsic Curvature

Η εξωγενής ή εξωτερική καµπυλότητα µιας n − 1 διάστατης πολλαπλότητας (εν πϱοκειµένω µιας
τρισδιάστατης υπερεπιφάνειας Σ) εµφανίζεται όταν αυτή εµβαπτίζεται σε χώϱο διάστασης n (εδώ στον
τετραδιάστατο χωϱόχϱονο). Η εξωγενής καµπυλότητα µιας υπερεπιφάνειας γίνεται αντιληπτή από
παϱατηϱητές που ϐρίσκονται έξω από αυτήν οι οποίοι µποϱούν να εξετάσουν το σχήµα που λαµ-
ϐάνει η υπερεπιφάνεια µέσα στον χωϱόχϱονο όπου είναι ενσωµατωµένη. Περιγράφεται µέσω του
τανυστή εξωγενούς καµπυλότητας K της Σ που ονοµάζεται επίσης δεύτεϱη ϑεµελιώδης µοϱϕή της
υπερεπιφάνειας. Ο τανυστής K περιέχει τις πληροφορίες για τον χωϱόχϱονο που ελλείπονται από τον
3D τανυστή Riemann, περιγράφει δηλαδή τον τϱόπο µε τον οποίο µια τρισδιάστατη υπερεπιφάνεια
συστρέφεται και "διπλώνεται" µέσα στον περιβάλλοντα τετραδιάστατο χωϱόχϱονο. Αυτό το "δίπλωµα"
µιας υπερεπιφάνειας ποσοτικοποιείται από τη µεταϐολή που υφίσταται το κάθετο διάνυσµα n στην υπ-
ερεπιφάνεια Σ όταν µεταφέρεται παϱάλληλα σε ένα γειτονικό σηµείο της. Η απόκλιση του παϱάλληλα
µεταφερόµενου κάθετου διανύσµατος σε ένα σηµείο από το πραγµατικό κάθετο διάνυσµα στο σηµείο
αυτό αποδίδεται στην ύπαϱξη εξωτερικής καµπυλότητας και οδηγεί στον παϱακάτω οϱισµό:

Οϱισµός 3.8: Εξωγενής καµπυλότητα - Extrinsic curvature

΄Εστω Σ µια n − 1 διάστατη υπεϱεπιϕάνεια εµϐαπτισµένη σε µια n-διάστατη πολλαπλότητα M .
Ο τανυστής εξωγενούς καµπυλότητας (extrinsic curvature tensor) ή δεύτεϱη ϑεµελιώδης µοϱϕή
(second fundamental form) της Σ οϱίϹεται ως ο τανυστής τάξης (0, 2):

K : X(M)× X(M) → R (3.4.1)

που δϱα στα διανυσµατικά πεδία V και W ως εξής:

K(V ,W ) = −W∥ ·∇V∥n = −PW ·∇PV n = −γµαγνβV αW β∇µnν (3.4.2)

όπου P ο χωϱικός πϱοϐολικός τελεστής και n το µοναδιαίο κάϑετο διάνυσµα στη Σ. Οι συνιστώσες
του τανυστή εξωγενούς καµπυλότητας, σύµϕωνα µε τον οϱισµό (3.4.2), δίνονται από τη σχέση:

Kαβ ≡ −γµαγνβ∇µnν (3.4.3)

όπου γµα = δµα + nµnα οι συνιστώσες του πϱοϐολικού τελεστή πάνω στην υπεϱεπιϕάνεια Σ και
nµ οι συνιστώσες του κάϑετου µοναδιαίου συνδιανύσµατος στη Σ.
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Σχήµα 3.4.1: Γεωµετϱική εϱµηνεία του οϱισµού του τανυστή εξωτεϱικής καµπυλότητας. To κάϑετο διάνυσµα n
µε συνιστώσες nα(xβ) µεταϕέϱεται παϱάλληλα κατά µήκος της ολοκληϱωτικής καµπύλης του διανύσµατος V
από το σηµείο xβ στο γειτονικό σηµείο xβ + δxβ. Το κάϑετο διάνυσµα στο xβ + δxβ έχει συνιστώσες nα(xβ + δxβ)
και η διαϕοϱά του µε το πϱοκύπτον διάνυσµα n′α(xβ + δxβ) της παϱάλληλης µεταϕοϱάς αποτελεί µέτϱο της
εξωτεϱικής καµπυλότητας της Σ, είναι δηλαδή ανάλογη του τανυστή K.

Η γνώση της εσωτεϱικής καµπυλότητας (χωϱικός τανυστής Riemann (3)Rα
βµν που υπολογίζεται από

τη χωϱική µετϱική γαβ) σε συνδυασµό µε την εξωτερική καµπυλότητα Kαβ παϱέχει πλήϱη περιγραφή
της καµπυλότητας του χωϱόχϱονου (δηλαδή του τετραδιάστατου τανυστή Riemann (4)Rα

βµν ).

Εξ’ ορισµού, ο τανυστής εξωγενούς καµπυλότητας είναι συµµετρικός (Kαβ = Kβα) και πλήϱως χωϱικός
(nαKαβ = nβKαβ = 0).

� Η συµµετϱικότητα πϱοκύπτει σύµϕωνα µε τη σχέση:

Kαβ ≡ −γµαγνβ∇µnν = −γµαγνβ∇µ(−α∇νt) = αγµαγ
ν
β∇µ∇νt+ γµα γ

ν
β∇νt︸ ︷︷ ︸
=0

∇µα

= αγµαγ
ν
β∇µ∇νt (3.4.4)

Αυτό συνεπάγεται ότι Kβα = αγµβγ
ν
α∇µ∇νt

µ↔ν
= αγµαγ

ν
β∇ν∇µt = αγµαγ

ν
β∇µ∇νt = Kαβ όπου

χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι οι συναλλοίωτες παράγωγοι της σύνδεσης Levi-Civita µετατί-
ϑενται όταν δϱουν σε ϐαθµωτές συναρτήσεις: [∇µ,∇ν ]t = 0.

� Ο χωϱικός χαϱακτήϱας του K πϱοκύπτει εξετάϹοντας τα contractions των δεικτών του µε το
κάϑετο διάνυσµα:

nαKαβ = −nαγµαγνβ∇µnν = 0

nβKαβ = −nβγµαγνβ∇µnν = 0

Πέϱαν από τη σχέση (3.4.3) που δίνει τις συνιστώσες Kαβ της εξωγενούς καµπυλότητας ϐάσει του
οϱισµού (3.4.2), υπάϱχουν κι άλλες ισοδύναµες εκϕϱάσεις του Kαβ, ειδικότεϱα:
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3.4. Εξωγενής Καµπυλότητα - Extrinsic Curvature

Πϱόταση 3.4: Ισοδύναµες εκϕϱάσεις του Kαβ

Θεωϱούµε τον τανυστή εξωγενούς καµπυλότητας K µε συνιστώσες που οϱίϹονται από τη σχέση
Kαβ ≡ −γµαγνβ∇µnν. Οι πιο κάτω αποτελούν ισοδύναµες εκϕϱάσεις του Kαβ:

1. Kαβ = −γµα∇µnβ

2. Kαβ = −∇αnβ − nαaβ όπου aµ ≡ nν∇νnµ

3. Kαβ = −1
2
Lnγαβ

Απόδειξη:

1.

Kαβ ≡ −γµαγνβ∇µnν = −γµα(δνβ +nνnβ)∇µnν = −γµαδνβ∇µnν − γµαnβ n
ν∇µnν︸ ︷︷ ︸
=0

= −γµα∇µnβ

2.
Kαβ = −γµα∇µnβ = −(δµα + nµnα)∇µnβ = −∇αnβ − nαn

µ∇µnβ = −∇αnβ − nαaβ

3.

Lnγαβ = nµ∇µγαβ + γµβ∇αn
µ + γαµ∇βn

µ

= nµ∇µ(gαβ + nαnβ) + (gµβ + nµnβ)∇αn
µ + (gαµ + nαnµ)∇βn

µ

= nµ∇µ(nαnβ) + gµβ∇αn
µ + gαµ∇βn

µ

= nβn
µ∇µnα + nαn

µ∇µnβ +∇αnβ +∇βnα

= nβaα
::::

+ nαaβ +∇αnβ +∇βnα
:::::

= −Kαβ −Kβα

= −2Kαβ

Από ϕυσικής άποψης, η σχέση Kαβ = −1
2
Lnγαβ αναϕέϱει ότι η εξωτερική καµπυλότητα εκφράζει

τον ϱυθµό µε τον οποίο "διπλώνεται" µια 3D υπερεπιφάνεια, υπό την έννοια ότι αλλάζει η εσωτεϱική
της γεωµετϱία, καθώς κινούµαστε στην κατεύϑυνση κάθετη σ’αυτήν. Επίσης, λαµβάνοντας υπόψη
ότι αn = t − β, συµπεραίνουµε από την έκφραση Kαβ = −1

2
Lnγαβ ότι η εξωτερική καµπυλότητα

συνδέεται µε τη χϱονική παράγωγο της χωϱικής µετϱικής.

Το ίχνος της εξωτερικής καµπυλότητας ονοµάζεται µέση καµπυλότητα (mean curvature) και ορίζε-
ται:

K = gαβKαβ = γαβKαβ (3.4.5)

Αναπτύσσοντας τη σχέση gαβKαβ γϱάϕοντας Kαβ = −∇αnβ − nαaβ λαµϐάνουµε:

K = −∇αn
α (3.4.6)
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Η ϕυσική σηµασία του K είναι ότι αντιπροσωπεύει τον µέσο ϱυθµό µεταϐολής του κάθετου διανύσ-
µατος της Σ ως πϱος όλες τις διευθύνσεις, ή ισοδύναµα τον µέσο ϱυθµό µε τον οποίο η υπερεπιφάνεια
"διπλώνεται" ή "κυρτώνεται" κατά την κάθετη διεύϑυνση. Συγκεκριµένα, µε τη σύµβαση προσήµου
που επιλέξαµε για να ορίσουµε την εξωτερική καµπυλότητα, αν τοπικά ισχύει K > 0 τότε η Σ είναι
κοίλη - concave και τα κάθετα διανύσµατα συγκλίνουν το ένα πϱος το άλλο (οι γεωδαισιακές καµπύλες
των κάθετων παϱατηϱητών εστιάζονται) ενώ αν τοπικά ισχύει K < 0 τότε η Σ είναι κυϱτή - convex και
τα κάθετα διανύσµατα αποκλίνουν µεταξύ τους (οι γεωδαισιακές καµπύλες των κάθετων παϱατηϱητών
απεστιάζονται).

Η συνθήκη K = 0 καλείται µεγιστικός τεµαχισµός (maximal slicing) διότι συνεπάγεται ότι η
υπερεπιφάνεια Σ αποκτά µέγιστο (ιδιο)όγκο ως πϱος τους κάθετους παϱατηϱητές, σε σύγκριση µε
υπερεπιφάνειες ίδιου εµβαδού αλλά µε K ̸= 0. Αυτό µποϱούµε να το διαπιστώσουµε εξετάζοντας τη
γεωµετϱική ερµηνεία της µέσης καµπυλότητας:

K = γαβKαβ = −1

2
γαβLnγαβ (3.4.7)

Η γνωστή σχέση LX

√
|g| = 1

2

√
|g|gµνLXgµν =

√
|g|gµν∇µXν, όπου g ≡ det(gµν) δίνει την παράγωγο

Lie της ορίζουσας της µετϱικής. Εξειδικεύοντας στην πεϱίπτωση µιας χωροειδούς τρισδιάστατης υπ-
ερεπιφάνειας Σt της διαµέρισης, έχουµε Ln

√
γ = 1

2

√
γγαβLnγαβ µε γ = det(γαβ). Συνεπώς:

K = − 1
√
γ
Ln

√
γ = −Ln ln(

√
γ) (3.4.8)

Η ποσότητα
√
γd3x είναι το στοιχείο (ιδιο)όγκου της υπεϱεπιϕάνειας Σ εποµένως η µέση καµπυλότητα

µε ένα πϱόσηµο µείον εκϕϱάϹει τη µεταϐολή στον όγκο της Σ όταν υποστεί µικϱή παϱαµόϱϕωση στην
κατεύϑυνση του κάϑετου διανύσµατος n. Μποϱεί να δειχϑεί ότι η µεταϐολή στον όγκο που πεϱικλείει
η Σ εξαιτίας µιας µικϱής µεταϐολής κατά µήκος του n είναι ανάλογη πϱος ένα ολοκλήϱωµα όγκου
του K, άϱα µηδενισµός του K οδηγεί σε ακϱότατο (µέγιστο) όγκο.

3.5 Εξισώσεις Gauss-Codazzi, Codazzi-Mainardi και Ricci

Οι εξισώσεις Gauss-Codazzi, Codazzi-Mainardi και Ricci είναι χϱήσιµες σχέσεις της διαφορικής
γεωµετϱίας οι οποίες συσχετίζουν τις πϱοϐολές του τετραδιάστατου τανυστή Riemann (4)Rµνρσ πάνω
στη χωϱοειδή υπερεπιφάνεια Σ και πάνω στο χρονοειδές κάθετό της διάνυσµα n µε χωϱικά µεγέϑη
που ορίζονται στην υπερεπιφάνεια. Τέτοια µεγέϑη είναι ο τρισδιάστατος τανυστής Riemann (3)Rµνρσ

που περιγράφει την τρισδιάστατη εσωτεϱική γεωµετϱία της υποπολλαπλότητας (Σ,γ) και ορίζεται από
την επαγόµενη µετϱική γµν της Σ καθώς και η εξωγενής καµπυλότητα Kµν της Σ µαϹί µε τις χωϱικές
συναλλοίωτες παραγώγους της.

Πϱόταση 3.5: Εξίσωση Gauss-Codazzi

Η πλήϱης πϱοϐολή στη χωϱοειδή υπεϱεπιϕάνεια Σ του τετϱαδιάστατου τανυστή Riemann (4)Rµνρσ

δίνεται από την εξίσωση Gauss γνωστή και ως Gauss-Codazzi:

γµαγ
ν
βγ

ρ
γγ

σ
δ
(4)Rµνρσ = (3)Rαβγδ +KαγKβδ −KαδKβγ (3.5.1)

114
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Απόδειξη:

Θα αποδείξουµε αρχικά ότι για ένα καθαρά χωϱικό διάνυσµα V (διάνυσµα εφαπτόµενο στη Σ) ισχύει:

DαDβV
γ = γµαγ

ν
βγ

γ
ρ∇µ∇νV

ρ −Kαβγ
γ
ρn

µ∇µV
ρ −K γ

α KβρV
ρ (3.5.2)

ΧϱειαϹόµαστε δηλαδή τη χωϱική παϱάγωγο του (1, 1) τανυστή DβV
γ η οποία οϱίϹεται:

DαDβV
γ = γµαγ

ν
βγ

γ
ρ∇µ(DνV

ρ)

= γµαγ
ν
βγ

γ
ρ∇µ(γ

λ
νγ

ρ
κ∇λV

κ)

= γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

λ
νγ

ρ
κ∇µ∇λV

κ + γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

ρ
κ∇λV

κ∇µ(γ
λ
ν ) + γµαγ

ν
βγ

γ
ργ

λ
ν∇λV

κ∇µ(γ
ρ
κ)

= γµαγ
λ
βγ

γ
κ∇µ∇λV

κ + γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

ρ
κ∇λV

κ∇µ(δ
λ
ν + nλnν) + γµαγ

ν
βγ

γ
ργ

λ
ν∇λV

κ∇µ(δ
ρ
κ + nρnκ)

(3.5.3)

• γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

ρ
κ∇λV

κ(nν∇µn
λ + nλ∇µnν)

γνβnν=0
= γµα

:::
γνβ
:::

γγκn
λ∇λV

κ∇µnν
:::::

= −Kαβγ
γ
κn

λ∇λV
κ

• γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

λ
ν∇λV

κ(nκ∇µn
ρ + nρ∇µnκ)

γγρn
ρ=0

= γµα
:::

γνβγ
γ
ρ

:::

γλνnκ∇λV
κ∇µn

ρ

:::::
= −K γ

α γλβnκ∇λV
κ

= K γ
α γλβ

:::

V κ∇λnκ
:::::

= −K γ
α KβκV

κ

Αντικαϑιστώντας τα πιο πάνω αποτελέσµατα για τον δεύτεϱο και τϱίτο όϱο της (3.5.3) παίϱνουµε το
Ϲητούµενο αποτέλεσµα:

DαDβV
γ = γµαγ

λ
βγ

γ
κ∇µ∇λV

κ −Kαβγ
γ
κn

λ∇λV
κ −K γ

α KβκV
κ (3.5.4)

Εξ’ οϱισµού τώϱα, ο τϱισδιάστατος τανυστής Riemann µετϱάει τη µη-µεταϑετικότητα των χωϱικών
συναλλοίωτων παϱαγώγων όταν δϱουν σε ένα χωϱικό διάνυσµα, δηλαδή:

DαDβV
γ −DβDαV

γ ≡ (3)Rγ
δαβV

δ (3.5.5)

Χϱησιµοποιώντας τη σχέση (3.5.4) για να αναπτύξουµε τις χωϱικές συναλλοίωτες παϱαγώγους έχουµε:

(3)Rγ
δαβV

δ ≡ DαDβV
γ −DβDαV

γ = γµαγ
λ
βγ

γ
κ∇µ∇λV

κ −Kαβγ
γ
κn

λ∇λV
κ −K γ

α KβκV
κ

− γµβγ
λ
αγ

γ
κ∇µ∇λV

κ +Kβαγ
γ
κn

λ∇λV
κ +K γ

β KακV
κ

= γµαγ
λ
βγ

γ
κ(∇µ∇λV

κ −∇λ∇µV
κ)−K γ

α KβκV
κ +K γ

β KακV
κ

2.11.5
= γµαγ

λ
βγ

γ
κ
(4)Rκ

σµλ V σ︸︷︷︸
γσδV

δ

−K γ
α KβδV

δ +K γ
β KαδV

δ

= γµαγ
λ
βγ

γ
κγ

σ
δ
(4)Rκ

σµλV
δ −K γ

α KβδV
δ +K γ

β KαδV
δ

Καταλήγουµε λοιπόν στη σχέση:

γµαγ
λ
βγ

γ
κγ

σ
δ
(4)Rκ

σµλV
δ −K γ

α KβδV
δ +K γ

β KαδV
δ = (3)Rγ

δαβV
δ (3.5.6)
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Εϕόσον η πιο πάνω σχέση ισχύει για αυϑαίϱετο V δ παίϱνουµε τελικά:

γµαγ
λ
βγ

γ
κγ

σ
δ
(4)Rκ

σµλ = (3)Rγ
δαβ +K γ

α Kβδ −K γ
β Kαδ (3.5.7)

Αυτή είναι η εξίσωση Gauss-Codazzi. Είναι ϐολικότερο να εκφράσουµε τους εµπλεκόµενους τανυστές
µε όλους τους δείκτες κάτω και αυτό επιτυγχάνεται πολλαπλασιάζοντας την (3.5.7) µε gγκ:

γµαγ
λ
βγ

γ
κγ

σ
δ
(4)Rγσµλ =

(3)Rκδαβ +KακKβδ −KβκKαδ (3.5.8)

Χϱησιµοποιώντας τις ιδιότητες συµµετρίας του τανυστή Riemann (συµµετρία στην εναλλαγή του πρώ-
του Ϲεύγους δεικτών µε το δεύτεϱο) και µετονοµάζοντας ορισµένους δείκτες παίϱνουµε την εξίσωση
Guass-Codazzi όπως είναι γραµµένη στην (3.5.1).

Πϱόταση 3.6: Εξίσωση Codazzi-Mainardi

Η πϱοϐολή στη χωϱοειδή υπεϱεπιϕάνεια Σ της συστολής του τετϱαδιάστατου τανυστή Riemann
(4)Rµνρσ µε το κάϑετο διάνυσµα nα δίνεται από την εξίσωση Codazzi γνωστή και ως Codazzi-
Mainardi:

γµαγ
ν
βγ

ρ
γn

σ (4)Rµνρσ = DβKαγ −DαKβγ (3.5.9)

Απόδειξη:

Η χωϱική συναλλοίωτη παράγωγος του τανυστή εξωγενούς καµπυλότητας είναι:

DαKβγ = γµαγ
ν
βγ

ρ
γ∇µKνρ = γµαγ

ν
βγ

ρ
γ∇µ(−∇νnρ − nνaρ) (3.5.10)

όπου aµ ≡ nν∇νnµ η συναλλοίωτη επιτάχυνση του Eulerian/normal observer, ο οποίος κινείται
στην ολοκληϱωτική καµπύλη του κάϑετου διανύσµατος n στις υπεϱεπιϕάνειες. ΥπενϑυµίϹουµε ότι η
επιτάχυνση αυτή είναι ένα καϑαϱά χωϱικό διάνυσµα διότι aµnµ = 0.

DαKβγ = −γµαγνβγργ∇µ∇νnρ − γµαγ
ν
βγ

ρ
γaρ∇µnν − γµα γ

ν
βγ

ρ
γnν︸ ︷︷ ︸

=0

∇µaρ

= −γµαγνβγργ∇µ∇νnρ − γµαγ
ν
βaγ∇µnν

= −γµαγνβγργ∇µ∇νnρ + aγKαβ

ΥπολογίϹουµε τη διαϕοϱά των δύο χωϱικών παϱαγώγων:

DβKαγ −DαKβγ = −γµβγ
ν
αγ

ρ
γ∇µ∇νnρ + aγKβα + γµαγ

ν
βγ

ρ
γ∇µ∇νnρ − aγKαβ

= γµαγ
ν
βγ

ρ
γ (∇µ∇νnρ −∇ν∇µnρ)

= γµαγ
ν
βγ

ρ
γ
(4)Rρσµνn

σ

Στο τελευταίο ϐήµα χϱησιµοποιήσαµε τον οϱισµό του τετϱαδιάστατου τανυστή Riemann για 1-forms,
ο οποίος συνεπάγεται: [∇µ,∇ν ]ωλ = − (4)Rκ

λµνωκ = −gσκ (4)Rσλµνωκ = (4)Rλσµνω
σ. Εναλλάσσοντας

το πϱώτο Ϲεύγος δεικτών του τανυστή Riemann µε το δεύτεϱο καταλήγουµε στην εξίσωση Codazzi-
Mainardi:

γµαγ
ν
βγ

ρ
γn

σ (4)Rρσµν = DβKαγ −DαKβγ (3.5.11)
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Πϱόταση 3.7: Εξίσωση Ricci

Η πϱοϐολή στη χωϱοειδή υπεϱεπιϕάνεια Σ της διπλής συστολής του τετϱαδιάστατου τανυστή
Riemann (4)Rµνρσ µε το κάϑετο διάνυσµα nα δίνεται από την εξίσωση Ricci:

γµαn
νγρβn

σ (4)Rµνρσ = LnKαβ +
1

α
DαDβα +KβρK

ρ
α (3.5.12)

όπου α > 0 το lapse function.

Απόδειξη:

Η πϱοϐολή δύο δεικτών του τανυστή Riemann στην κάθετη διεύϑυνση στις υπερεπιφάνειες (άξονας
χρόνου) µας πϱοϊδεάϹει ότι το ανάπτυγµα ϑα περιλαµβάνει κάποια "χϱονική" παράγωγο της εξωγενούς
καµπυλότητας και ειδικότερα την παράγωγο Lie στην "χρονοειδή" κατεύϑυνση του διανύσµατος n.

LnKαβ = nµ∇µKαβ +Kµβ∇αn
µ +Kαµ∇βn

µ

= nµ∇µ(−∇αnβ − nαaβ) +Kµβ(−K µ
α − nαa

µ) +Kαµ(−K µ
β − nβa

µ)

= −nµ∇µ∇αnβ − nµaβ∇µnα − nµnα∇µaβ −KµβK
µ

α −KαµK
µ

β −Kµβnαa
µ −Kαµnβa

µ

= −nµ∇µ∇αnβ − aαaβ − nµnα∇µaβ −KµβK
µ

α −KαµK
µ

β −Kµβnαa
µ −Kαµnβa

µ

Στη ϑέση του πϱώτου όϱου αντικαϑιστούµε, χϱησιµοποιώντας τον οϱισµό του τανυστή Riemann:

nµ∇µ∇αnβ = nµ(∇α∇µnβ +
(4)Rβσµαn

σ)

= nµ∇α∇µnβ + nµnσ (4)Rβσµα

= ∇α(n
µ∇µnβ)− (∇αn

µ)(∇µnβ)− nµnσ (4)Rβσαµ

= ∇αaβ − (∇αn
µ)(∇µnβ)− nµnσ (4)Rβσαµ

όπου (∇αn
µ)(∇µnβ) = (−K µ

α − nαa
µ)(−Kµβ − nµaβ) = KµβK

µ
α + nαa

µKµβ.

Με αυτή την αντικατάσταση απαλείφονται οι όϱοι που περιέχουν Kµβ οπότε έχουµε:

LnKαβ = nµnσ (4)Rβσαµ −∇αaβ − aαaβ − nµnα∇µaβ −KαµK
µ

β −Kαµnβa
µ

Ο τανυστής LnKαβ είναι πλήϱως χωϱικός, καθότι ο Kαβ είναι πλήϱως χωϱικός. Η απόδειξη παρατί-
ϑεται στο παϱάϱτηµα Α. ΄Αϱα η δϱάση του προβολικού τελεστή στο LnKαβ το αϕήνει αναλλοίωτο.
Πολλαπλασιάζοντας µε γαγγ

β
δ την πιο πάνω σχέση παϱατηϱούµε ότι ο τέταρτος και ο τελευταίος όϱος

µηδενίζονται ενώ οι υπόλοιποι όϱοι γράφονται:

LnKγδ = nµnσγαγγ
β
δ

(4)Rβσαµ − γαγγ
β
δ∇αaβ − γαγγ

β
δaαaβ − γαγγ

β
δKαµK

µ
β

= nµnσγαγγ
β
δ

(4)Rβσαµ −Dγaδ − aγaδ −KγµK
µ
δ

Το τελευταίο ϐήµα είναι να εκϕϱάσουµε τον όϱο Dγaδ+aγaδ συναϱτήσει του lapse α. Αυτό καϑίσταται
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εϕικτό µέσω της σχέσης aµ = Dµ lnα = Dµα

α
. Κατά συνέπεια:

Dγaδ + aγaδ = Dγ

(Dδα

α

)
+
Dγα

α

Dδα

α

=
1

α
DγDδα− 1

α2
DγαDδα +

Dγα

α

Dδα

α

=
1

α
DγDδα

Λύνοντας ως πϱος τον τανυστή Riemann έχουµε τελικά τη Ϲητούµενη εξίσωση Ricci:

γβδn
σγαγn

µ (4)Rβσαµ = LnKγδ +
1

α
DγDδα +KγµK

µ
δ (3.5.13)

3.5.1 Συστολές των εξισώσεων Gauss-Codazzi & Codazzi-Mainardi - Contracted Gauss-Codazzi
& Codazzi-Mainardi equations

Οι συστολές των εξισώσεων Gauss-Codazzi και Codazzi-Mainardi είναι απαϱαίτητες διότι σε συνδυ-
ασµό τις εξισώσεις πεδίου του Einstein οδηγούν στις εξισώσεις των περιορισµών (constraints) αλλά και
στις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης των δυναµικών µεταβλητών (γαβ, Kαβ), όπως ϑα δούµε στη συνέχεια.

Πϱόταση 3.8: Συστολές εξίσωσης Gauss-Codazzi

(i) Η συστολή της εξίσωσης Gauss-Codazzi µε τη χωϱική µετϱική δίνει τη συνεσταλµένη εξίσωση
Gauss (contracted Gauss equation):

γµαγ
ν
β

(4)Rµν + γµαn
ργνβn

σ (4)Rµρνσ = (3)Rαβ +KKαβ −KαγK
γ

β (3.5.14)

(ii) Η διπλή συστολή της εξίσωσης Gauss-Codazzi µε τη χωϱική µετϱική δίνει τη ϐαϑµωτή εξίσωση
Gauss (scalar Gauss equation) που αποτελεί γενίκευση του πεϱίϕηµου "Theorema Egregium":

(4)R + 2nµnν (4)Rµν =
(3)R +K2 −KµνK

µν (3.5.15)

Απόδειξη:

(i) Πολλαπλασιάζουµε την Gauss-Codazzi γµαγλβγ
γ
κγ

σ
δ
(4)Rκ

σµλ = (3)Rγ
δαβ + K γ

α Kβδ − K γ
β Kαδ

µε τον τελεστή πϱοϐολής γαγ οπότε:

γµαγ
λ
βγ

α
κγ

σ
δ
(4)Rκ

σµλ = (3)Rα
δαβ +K α

α Kβδ −K α
β Kαδ

γµκγ
λ
βγ

σ
δ
(4)Rκ

σµλ = (3)Rδβ +KKβδ −K α
β Kαδ

Αναπτύσσουµε τον πϱοϐολικό τελεστή γµκ = δµκ + nµnκ έτσι:

γλβγ
σ
δ
(4)Rµ

σµλ + γλβγ
σ
δn

µnκ
(4)Rκ

σµλ = (3)Rδβ +KKβδ −K α
β Kαδ

γλβγ
σ
δ
(4)Rσλ + γλβγ

σ
δn

µnκ (4)Rκσµλ =
(3)Rδβ +KKβδ −K α

β Kαδ

γλβγ
σ
δ
(4)Rλσ + γλβn

µγσδn
κ (4)Rλµσκ =

(3)Rβδ +KKβδ −K α
β Kαδ
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3.5. Εξισώσεις Gauss-Codazzi, Codazzi-Mainardi και Ricci

Η πιο πάνω εξίσωση αποτελεί τη Ϲητούµενη συνεσταλµένη εξίσωση Gauss. Να σηµειώσουµε ότι εκτός
από τη µοϱϕή (3.5.14) µποϱεί να γϱαϕεί ισοδύναµα:

γρσγµαγ
ν
β

(4)Rρµσν =
(3)Rαβ +KKαβ −KαγK

γ
β (3.5.16)

(ii) Πολλαπλασιάζουµε την συνεσταλµένη εξίσωση Gauss γµαγνβ
(4)Rµν+γ

µ
αn

ργνβn
σ (4)Rµρνσ = (3)Rαβ+

KKαβ −KαγK
γ

β µε γαβ οπότε:

γµβγνβ
(4)Rµν + γµβnργνβn

σ (4)Rµρνσ = (3)Rα
α +KγαβKαβ −KαγK

αγ

γµν (4)Rµν + γµνnρnσ (4)Rµρνσ = (3)R +K ·K −KαγK
αγ

(gµν + nµnν) (4)Rµν + (gµν + nµnν)nρnσ (4)Rµρνσ = (3)R +K2 −KαγK
αγ

(4)R + nµnν (4)Rµν + nρnσ (4)Rρσ + nµnνnρnσ (4)Rµρνσ︸ ︷︷ ︸
0

= (3)R +K2 −KαγK
αγ

(4)R + 2nµnν (4)Rµν =
(3)R +K2 −KαγK

αγ

όπου χρησιµοποιήσαµε την αντισυµµετρικότητα του (4)Rµρνσ (π.χ στην εναλλαγή µ ↔ ρ) και τη συµ-
µετρικότητα του όϱου nµnνnρnσ για να δείξουµε ότι η συστολή nµnνnρnσ (4)Rµρνσ = 0.

Πϱόταση 3.9: Συστολή εξίσωσης Codazzi-Mainardi

Η συστολή της εξίσωσης Codazzi-Mainardi µε τη χωϱική µετϱική δίνει τη συνεσταλµένη εξίσωση
Codazzi-Mainardi (contracted Codazzi-Mainardi equation):

γµαn
ν (4)Rµν = DαK −DµK

µ
α (3.5.17)

Απόδειξη:

ΠολλαπλασιάϹουµε την εξίσωση Codazzi-Mainardi γµαγνβγ
ρ
γn

σ (4)Rµνρσ = DβKαγ − DαKβγ µε γαγ

εποµένως:

γµαγ
ν
βγ

ραnσ (4)Rµνρσ = γαγDβKαγ − γαγDαKβγ

γµργνβn
σ (4)Rµνρσ = Dβ(γ

αγKαγ)−Dα(γ
αγKβγ)

(gµρ + nµnρ)γνβn
σ (4)Rµνρσ = DβK −DαK

α
β

γνβn
σ (4)Rνσ + γνβ n

µnρnσ (4)Rµνρσ︸ ︷︷ ︸
0

= DβK −DαK
α

β

γνβn
σ (4)Rνσ = DβK −DαK

α
β

όπου στη δεύτεϱη γϱαµµή χϱησιµοποιήσαµε τη συµϐατότητα της χωϱικής συναλλοίωτης παϱαγώγου
και στην πϱοτελευταία γϱαµµή χϱησιµοποιήσαµε την αντισυµµετϱικότητα του (4)Rµνρσ στην εναλλαγή
ρ↔ σ µε τη συµµετϱικότητα του όϱου nµnρnσ για να δείξουµε ότι η συστολή nµnρnσ (4)Rµρνσ = 0.
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4

Εξισώσεις Einstein σε µοϱϕή 3+1

Μέχϱι στιγµής ασχοληθήκαµε αποκλειστικά µε τη διαµέριση {Σt}t∈R του χωϱόχϱονου και τον τϱόπο
µε τον οποίο περιγράφουµε την εσωτεϱική και εξωτερική γεωµετϱία µιας υπερεπιφάνειας σταθερού
χρόνου που αποτελεί κοµµάτι της διαµέρισης. Οι σχέσεις που εξάγαµε έως τώϱα είναι καθαρά
γεωµετϱικές, χωϱίς αναϕοϱά στη δυναµική του χωϱόχϱονου, δηλαδή στις εξισώσεις πεδίου του Ein-
stein, που καθορίζουν τη γεωµετϱία (τη µετϱική g) του χωϱόχϱονου (M, g) και κατά συνέπεια τη
χϱονική εξέλιξη των υπερεπιφανειών. ΄Εχοντας ολοκληρώσει την ανάλυση του χωϱόχϱονου από γεωµε-
τϱικής άποψης, στρεφόµαστε τώϱα στη δυναµική του.

4.1 Εξισώσεις Einstein ως πϱόϐληµα Cauchy - Einstein’s equations as a
Cauchy problem

Κατ’ αρχήν, είναι σκόπιµο να επιβεβαιώσουµε ότι οι εξισώσεις πεδίου του Einstein µποϱούν πράγµατι
να διατυπωθούν ως ένα πϱόϐληµα Cauchy, δηλαδή ως ένα καλά τοποθετηµένο πϱόϐληµα αρχικών
τιµών. Ως γνωστόν, δεδοµένου ενός συστήµατος συντεταγµένων, οι εξισώσεις πεδίου του Einstein
συνιστούν ένα σύστηµα 10 συζευγµένων µη-γϱαµµικών µεϱικών διαφορικών εξισώσεων δεύτεϱης τάξης
ως πϱος τις συνιστώσες gαβ της µετϱικής. Αναµένουµε ότι το σύστηµα αυτό είναι τοπικά καλά τοπο-
ϑετηµένο µε την υπόθεση ότι ο χωϱόχϱονος είναι καθολικά υπερβολικός.

Gαβ = 8πTαβ (4.1.1)

΄Οπως προαναφέρθηκε, οι εξισώσεις πεδίου γραµµένες σε συναλλοίωτη µοϱϕή όπως πιο πάνω, εί-
ναι µεν κοµψές εντούτοις δεν προσφέρονται για αριθµητική ολοκλήρωση µιας και δεν υπάρχει σαϕής
διάκριση ανάµεσα στον χώϱο και στον χϱόνο. Γι’ αυτό άλλωστε προχωρήσαµε στον 3+1 διαχωρισµό του
χωϱόχϱονου σε χϱόνο t και µια οικογένεια τρισδιάστατων χωροειδών επιφανειών Σt (χώϱο), αναδεικνύον-
τας το σύστηµα συντεταγµένων (t, xi) ως το σύστηµα προσαρµοσµένο στη διαµέριση. Με αυτή τη δι-
αµέριση και αυτό το σύστηµα συντεταγµένων είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε ένα πϱόϐληµα αρχικών
τιµών, προσδιορίζοντας αρχικά δεδοµένα gαβ|t0 και ∂tgαβ|t0 σε µια αρχική χϱονική στιγµή t0 ή ισοδύ-
ναµα σε µια αρχική υπερεπιφάνεια Σt0 και εξελίσσοντας τις στον χϱόνο µέσω εκείνων των εξισώσεων
Einstein που περιέχουν όϱους ∂ttgαβ. Πϱοκύπτει ότι δεν περιέχουν όλες οι εξισώσεις του συστήµατος
δεύτεϱες παραγώγους της µετϱικής, µιας και οι συνεσταλµένες ταυτότητες Bianchi ∇βG

αβ = 0 δίνουν:

∇βG
αβ = 0 ⇔ ∂βG

αβ + ΓαβλG
λβ + ΓββλG

αλ = 0

∂tG
α0 + ∂iG

αi + ΓαβλG
λβ + ΓββλG

αλ = 0

Εποµένως
∂tG

α0 = −∂iGαi − ΓαβλG
λβ − ΓββλG

αλ︸ ︷︷ ︸
µέχϱι ∂ttg

(4.1.2)
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4.1. Εξισώσεις Einstein ως πϱόϐληµα Cauchy - Einstein’s equations as a Cauchy problem

Στο δεξί µέλος της πιο πάνω σχέσης εµϕανίϹονται χϱονικές παϱάγωγοι της µετϱικής µέχϱι και δεύτεϱης
τάξης, πϱάγµα που σηµαίνει ότι οι 4 ποσότητες Gα0 πεϱιέχουν παϱαγώγους µέχϱι και πϱώτης τάξης.
Συνεπώς οι κάτωϑι 4 εξισώσεις:

Gα0 = 8πTα0 (4.1.3)

από τις συνολικά 10 εξισώσεις του συστήµατος, δεν ϕέϱουν πληϱοϕοϱίες για τη χϱονική εξέλιξη της
µετϱικής αϕού δεν πεϱιλαµϐάνουν δεύτεϱες παϱαγώγους της µετϱικής. Κατ’ ακϱίϐεια, οι 4 εξισώσεις
Gα0 = 8πTα0 είναι εξισώσεις που συνδέουν τη µετϱική και τη χϱονική της παϱάγωγο σε µια δεδοµένη
υπεϱεπιϕάνεια µε τις πηγές ύλης και ενέϱγειας στον χωϱόχϱονο και πϱέπει να ικανοποιούνται από
τις µεταϐλητές gαβ και ∂tgαβ σε κάϑε χϱονική στιγµή (σε κάϑε υπεϱεπιϕάνεια). Γι’αυτό ονοµάϹονται
πεϱιοϱισµοί (constraints). Η δυναµική εξέλιξη της µετϱικής δίνεται λοιπόν από τις εναποµείνασες 6
εξισώσεις:

Gij = 8πT ij (4.1.4)

ΥπενϑυµίϹουµε ότι οι 6 εξισώσεις της χϱονικής εξέλιξης δεν επαϱκούν για να προσδιορίσουµε µε
µοναδικό τϱόπο τη µετϱική. Χρειάζεται επιπλέον να καθορίσουµε (κατά ϐούληση) 4 εξισώσεις ϐαθµίδος
µέσω µιας συνθήκης ϐαθµίδος, οι οποίες ισοδυναµούν στον 3+1 ϕορµαλισµό µε την επιλογή διαµέρ-
ισης για τον 3+1 χωϱόχϱονο. Αυτό απορρέει από την ελευθερία επιλογής συντεταγµένων/ϐαϑµίδας
που αποτελεί εγγενές στοιχείο της γενικής σχετικότητας.

Πϱόταση 4.1: ∆ιατήϱηση των πεϱιοϱισµών κάτω από τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης

΄Εστω Σt0 µια υπερεπιφάνεια Cauchy του καθολικά υπερβολικού χωϱόχϱονου (M, g). Αν οι πε-
ϱιορισµοί ικανοποιούνται στην αρχική υπερεπιφάνεια Σt0 της διαµέρισης, δηλαδή σε µια αρχική
χϱονική στιγµή t0, τότε οι συνεσταλµένες εξισώσεις Bianchi εγγυώνται ότι ϑα ικανοποιούνται σε
κάϑε υπερεπιφάνεια - κάϑε χϱονική στιγµή δεδοµένου ότι η χϱονική εξέλιξη πραγµατοποιείται
από τις εξισώσεις Gij = 8πT ij.

Απόδειξη:

΄Εστω ότι οι µεταβλητές gαβ και ∂tgαβ ικανοποιούν τις εξισώσεις των περιορισµών σε µια αρχική
χϱονική στιγµή t0, δηλαδή στην αρχική υπερεπιφάνεια Σt0. Αυτό σηµαίνει ότι Cα(t = t0) = 0 όπου
Cα ≡ Gα0 − 8πTα0. Οι συνεσταλµένες ταυτότητες Bianchi (∇βG

αβ = 0) και η διατήρηση του τανυστή
ενέϱγειας-οϱµής (∇βT

αβ = 0) δίνουν, κατά τη χϱονική στιγµή t = t0:

∇β(G
αβ − 8πTαβ) = 0

∂β(G
αβ − 8πTαβ) + Γαβλ(G

λβ − 8πT λβ) + Γββλ(G
αλ − 8πTαλ) = 0

Ισοδύναµα:

∂t(G
α0 − 8πTα0) = −∂i(Gαi − 8πTαi)− Γαβλ(G

λβ − 8πT λβ)− Γββλ(G
αλ − 8πTαλ)

Στο δεξί µέλος εµϕανίϹονται όϱοι ανάλογοι στα constraints και στις εξισώσεις Einstein. Συγκεκϱιµένα
τη χϱονική στιγµή t = t0 έχουµε παντού στην Σt0 ότι Gαi − 8πTαi = 0 διότι αν α = 0 τότε η
παϱάσταση αυτή µηδενίϹεται λόγω του ότι τα constraints ικανοποιούνται για t = t0 ενώ για α = j η
παϱάσταση αυτή µηδενίϹεται αϕού οι εξισώσεις χϱονικής εξέλιξηςGij = 8πT ij ικανοποιούνται πάντοτε.
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Επίσης µηδενίϹονται και οι όϱοι που εµπεϱιέχουν τα σύµϐολα Christoffel αϕού Gαβ − 8πTαβ = 0
από τις εξισώσεις πεδίου του Einstein, οι οποίες πϱοϕανώς ισχύουν δεδοµένου ότι ικανοποιούνται οι
πεϱιοϱισµοί και εϕαϱµόϹονται οι δυναµικές εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης. Συνολικά λοιπόν:

∂t(G
α0 − 8πTα0) = 0 ⇔ ∂tCα = 0

Αϕού Cα(t = t0) = 0 και ∂tCα|t=t0 = 0, συνεπάγεται ότι Cα(t) = 0 σε κάϑε χϱονική στιγµή. ∆ηλαδή
αν οι πεϱιοϱισµοί ικανοποιούνται από τα αϱχικά δεδοµένα που οϱίϹονται στην αϱχική υπεϱεπιϕάνεια
Σt0, ϑα ικανοποιούνται σε κάϑε επόµενη υπεϱεπιϕάνεια Σt η οποία πϱοκύπτει ως λύση των εξισώσεων
χϱονικής εξέλιξης.

4.2 Πϱόϐληµα Cauchy στον 3+1 ϕοϱµαλισµό - Cauchy problem in the 3+1
formalism

Ο λόγος για τον οποίο εισάγαµε τον 3+1 ϕορµαλισµό της γενικής σχετικότητας είναι ότι στα πλαίσια
του ϕορµαλισµού αυτού είναι ϐολικότερο να διατυπώσουµε και να επιλύσουµε το πϱόϐληµα Cauchy
στον υπολογιστή, αποκτώντας παϱάλληλα µια καλύτεϱη γεωµετϱική εικόνα για τη χϱονική εξέλιξη
µιας υπερεπιφάνειας. Στον ϕορµαλισµό 3+1 αντί της µετϱικής gαβ του χωϱόχϱονου και της χϱονικής
παραγώγου της ∂tgαβ, τον ϱόλο των δυναµικών µεταβλητών διαδραµατίζει το Ϲεύγος (γαβ, Kαβ). Κατ’
ακϱίϐεια, όταν αναφερόµαστε σε χϱονική εξέλιξη µιας υπερεπιφάνειας Σt0 ώστε να πάϱουµε τις υπ-
ερεπιφάνειες Σt1 ,Σt2 , . . . σε ύστερους χρόνους, εννοούµε ότι πραγµατοποιούµε χϱονική εξέλιξη της
εσωτεϱικής γεωµετϱίας γαβ|Σt0

και της εξωτερικής καµπυλότητας Kαβ|Σt0
της αρχικής υπερεπιφάνειας

Σt0, η οποία ϑα δώσει τα αντίστοιχα µεγέϑη (γαβ, Kαβ) σε κάϑε επόµενη υπερεπιφάνεια. Κατ’ αυτό
τον τϱόπο κατασκευάζουµε τη διαµέριση {Σt}t∈R και εφόσον γνωρίζουµε την πλήϱη γεωµετϱία κάϑε
υπερεπιφάνειας, τις "υφαίνουµε" µαϹί κατά τη διεύϑυνση των γραµµών του χρόνου (xi = const.) ώστε
να δηµιουργήσουµε όλο τον υπό µελέτη χωϱόχϱονο (M, g).

Πέϱαν από τις δυναµικές µεταβλητές γαβ,Kαβ πϱέπει επιπλέον να προσδιορίσουµε τη συνάϱτηση
του lapse α και τις συνιστώσες του shift vector β προκειµένου να ανακατασκευάσουµε την πλήϱη
µετϱική gαβ του χωϱόχϱονου. Λαµβάνοντας υπόψη ότι το lapse και το shift vector σχετίζονται µε
την επιλογή συντεταγµένων (coordinate freedom/gauge freedom), η επιλογή τους είναι αυθαίρετη και
ισοδυναµεί µε την επιλογή συνθηκών ϐαθµίδος, γι’ αυτό ονοµάζονται συναρτήσεις ϐαθµίδος (gauge
functions). Υιοθετώντας το σύστηµα συντεταγµένων προσαρµοσµένο στη διαµέριση, είναι εύκολο να
δούµε πως οι συναρτήσεις (α, βi) καθορίζουν τον τϱόπο µε τον οποίο εκτελούµε τη διαµέριση, αϕού
το lapse µετϱάει τον ιδιόχϱονο µεταξύ γειτονικών υπερεπιφανειών και το shift παϱιστάνει τον τϱόπο
µε τον οποίο οι χωϱικές συντεταγµένες xi µεταϕέϱονται από µια υπερεπιφάνεια στην επόµενη (κατά
την κάθετη διεύϑυνση).

Από την άλλη, οι δυναµικές µεταβλητές (γαβ, Kαβ) κάϑε υπερεπιφάνειας Σt της διαµέρισης δεν είναι
αυθαίρετες αλλά πϱέπει να εναρµονιστούν µε τη γεωµετϱία του χωϱόχϱονου όπως αυτή επιβάλλεται
από την κατανοµή ύλης και ενέϱγειας που περιέχει ο εν λόγω χωϱόχϱονος. ∆ηλαδή όλες οι υπ-
ερεπιφάνειες Σt οϕείλουν να ικανοποιούν ορισµένες συνϑήκες-πεϱιοϱισµούς που αϕοϱούν τις µεταβλ-
ητές (γαβ, Kαβ) που τις περιγράφουν, ώστε να ενσωµατωϑούν (να "χωρέσουν") στον χωϱόχϱονο (M, g).
΄Οπως είναι αναµενόµενο, οι περιορισµοί που αϕοϱούν τις µεταβλητές (γαβ, Kαβ) απορρέουν άµεσα
από τις 4 εξισώσειςGα0 = 8πTα0 και είναι προφανώς ισάριθµοι µ’ αυτές. Κατ’ ακϱίϐεια, στη γλώσσα του
3+1 ϕορµαλισµού, οι περιορισµοί αντιστοιχούν στις 4 εξισώσεις (Gαβ − 8πTαβ)n

β = 0. Προβλέπουµε
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δηλαδή ότι υπάρχουν 4 εξισώσεις περιορισµού για τις µεταβλητές γαβ και Kαβ, που δεν περιέχουν
χϱονικές παραγώγους τους και περιλαµβάνουν όϱους οι οποίοι σχετίζονται µε το ενεργειακό/υλικό
περιεχόµενο του χωϱόχϱονου. Επιπρόσθετα, οι εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης των (γij, Kij) απορρέουν
από τις 6 εξισώσεις Gij = 8πT ij και αναµένουµε να είναι 12 στον αριθµό (6 για γij + 6 για Kij). Αυτό
συµβαίνει διότι στον 3+1 ϕορµαλισµό µετασχηµατίζουµε κάϑε εξίσωση µε δεύτεϱες χϱονικές παραγώ-
γους της µετϱικής σε ένα συζευγµένο σύστηµα δύο διαφορικών εξισώσεων, όπου η µία αϕοϱά την
πϱώτη χϱονική παράγωγο της χωϱικής µετϱικής (κινηµατική εξίσωση - συνδέει τη χϱονική παράγωγο
της γαβ µε την εξωτερική καµπυλότητα Kαβ) και η άλλη αϕοϱά την πϱώτη χϱονική παράγωγο της
εξωτερικής καµπυλότητας (δυναµική εξίσωση). Αυτό άλλωστε είναι µια συνηθισµένη πρακτική στην
υπολογιστική ϕυσική, όπου είναι προτιµότερο να ανάγουµε ένα σύστηµα από διαφορικές εξισώσεις
δεύτεϱης τάξης d2x⃗/dt2 = F⃗ (t, x⃗, dx⃗/dt) ως πϱος κάποιες συναρτήσεις x⃗(t) σε ένα σύστηµα από διπλά-
σιο αριθµό εξισώσεων πρώτου ϐαθµού (dx⃗/dt = v⃗ → κινηµατική & dv⃗/dt = F⃗ (t, x⃗, v⃗) → δυναµική).

Συνοπτικά, οι εξισώσεις των περιορισµών και της χϱονικής εξέλιξης στον 3+1 ϕορµαλισµό είναι εν-
τελώς ισοδύναµες µε τις εξισώσεις πεδίου του Einstein αλλά αϕοϱούν τα χωϱικά µεγέϑη γαβ, Kαβ.
Προκειµένου να ανασχηµατίσουµε τις εξισώσεις Einstein ώστε να γϱαϕούν σε µοϱϕή 3+1, συναρτήσει
δηλαδή των χωϱικών µεγεθών γαβ, Kαβ, πϱέπει πϱώτα να συσχετίσουµε τις πϱοϐολές του τετραδιάστα-
του τανυστή Riemann (4)Rαβµν µε αποκλειστικά χωϱικά µεγέϑη, δηλαδή µε τον τρισδιάστατο τανυστή
Riemann (3)Rαβµν και την εξωτερική καµπυλότητα Kαβ. ΄Εχουµε ήδη εξάγει τις γεωµετϱικές σχέσεις
αυτές, συγκεκριµένα πϱόκειται για τις εξισώσεις Gauss-Codazzi, Codazzi-Mainardi και Ricci καθώς
και τις συστολές τους. Αποµένει να αντικαταστήσουµε τον τετραδιάστατο τανυστή Riemann µε όϱους
που περιέχουν τον τανυστή ενέϱγειας-οϱµής χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις πεδίου του Einstein, ώστε
να τις µετατρέψουµε σε δυναµικές εξισώσεις. Η διαδικασία αυτή, δηλαδή η εξαγωγή των 3+1 εξισώσεων
Einstein, παρατίθεται αναλυτικά στις δύο πιο κάτω ενότητες.

4.3 Εξισώσεις πεϱιοϱισµού (δεσµοί) - Constraint equations

Πϱιν πϱοχωϱήσουµε στην εξαγωγή των εξισώσεων των πεϱιοϱισµών, είναι χϱήσιµο να αναλύσουµε τον
τανυστή ενέϱγειας-οϱµής του χωϱόχϱονου στα µεγέϑη (ρ, jα, Sαβ) που µετϱούνται από τους κάϑετους
παϱατηϱητές. Οι πιο κάτω οϱισµοί αποτελούν άµεση συνέπεια του οϱισµού του τανυστή ενέϱγειας-
οϱµής Tµν.

Οϱισµός 4.1: 3+1 Ανάλυση του Tµν

Η ενεϱγειακή πυκνότητα που µετϱάει ένας κάϑετος (normal/Eulerian) παϱατηϱητής ο οποίος
κινείται µε τετϱαταχύτητα nµ κάϑετη στις υπεϱεπιϕάνειες της διαµέϱισης είναι:

ρ ≡ nµnνTµν (4.3.1)

Η (χωϱική) πυκνότητα οϱµής που µετϱάει ο κάϑετος παϱατηϱητής έχει συνιστώσες:

jα = −γµαnνTµν (4.3.2)

Ο (χωϱικός) τανυστής τάσης που µετϱάει ο κάϑετος παϱατηϱητής έχει συνιστώσες:

Sαβ = γµαγ
ν
βTµν (4.3.3)
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Μποϱούµε να αναλύσουµε τον τανυστή ενέϱγειας-οϱµής στις συνιστώσες του όπως µετϱούνται
από έναν κάϑετο παϱατηϱητή, σύµϕωνα µε τη σχέση του παϱαϱτήµατος B:

Tαβ = ρnαnβ + jαnβ + jβnα + Sαβ (4.3.4)

Βάσει της πιο πάνω σχέσης, το ίχνος T του τανυστή ενέϱγειας οϱµής γϱάϕεται:

T = gαβTαβ = S − ρ (4.3.5)

όπου S = gαβSαβ (= γαβSαβ) το ίχνος του τανυστή τάσης που µετϱά ο κάϑετος παϱατηϱητής.

Αναλύσαµε λοιπόν τον τανυστή ενέϱγειας-οϱµής σε συνιστώσες οι οποίες µετρούνται από τους κάθε-
τους παϱατηϱητές στη διαµέριση, τις οποίες στο εξής ϑα εκλαµβάνουµε ως γνωστές ποσότητες που
περιγράφουν το ενεργειακό/υλικό περιεχόµενο του χωϱόχϱονου. Προχωράµε τώϱα στον προσδιορ-
ισµό των εξισώσεων των περιορισµών. Ξεκινώντας από τη ϐαθµωτή εξίσωση Gauss (3.5.15):

(4)R + 2nµnν (4)Rµν =
(3)R +K2 −KµνK

µν (4.3.6)

που πϱοκύπτει από τη διπλή συστολή της εξίσωσης Gauss-Codazzi, παϱατηϱούµε ότι ο όϱος στο
αϱιστεϱό µέλος µποϱεί να γϱαϕεί:

(4)R + 2nµnν (4)Rµν = 2
(
nµnν (4)Rµν +

1

2
(4)R

)
= 2
(
nµnν (4)Rµν − nµnµ

1

2
(4)R

)
= 2nµnν

(
(4)Rµν −

1

2
gµν

(4)R
)

= 2nµnνGµν (4.3.7)

Συνεπώς:
(3)R +K2 −KµνK

µν = 2nµnνGµν (4.3.8)

Επικαλούµενοι τις εξισώσεις Einstein Gµν = 8πTµν λαµϐάνουµε τη σχέση:

(3)R +K2 −KµνK
µν = 16πnµnνTµν (4.3.9)

ΥπενϑυµίϹουµε ότι ρ ≡ nµnνTµν είναι η ενεϱγειακή πυκνότητα που µετϱούν οι κάϑετοι παϱατηϱητές,
οπότε καταλήγουµε στη σχέση:

(3)R +K2 −KµνK
µν = 16πρ (4.3.10)

Η σχέση (4.3.10) δεν εµπεριέχει ϱητά χϱονικές παραγώγους (έµµεσα ϐέϐαια η εξωτερική καµπυλότητα
Kαβ συνδέεται µε τη χϱονική παράγωγο της γαβ) και είναι γνωστή ως Χαµιλτονιανός ή ενεργειακός
περιορισµός (Hamiltonian or energy constraint). Πϱόκειται για µια ελλειπτική διαφορική εξίσωση
που πϱέπει να ικανοποιείται παντού σε κάϑε υπερεπιφάνεια.

Ξεκινώντας τώϱα από τη συνεσταλµένη εξίσωση Codazzi-Mainardi (3.5.17):

γµαn
ν (4)Rµν = DαK −DµK

µ
α (4.3.11)
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και αντικαϑιστώντας (4)Rµν = 8πTµν +
1
2
gµν

(4)R από τις εξισώσεις Einstein, λαµϐάνουµε:

8πγµαn
νTµν +

1

2
γµαnµ︸ ︷︷ ︸

0

(4)R = DαK −DµK
µ

α (4.3.12)

8πγµαn
νTµν = DαK −DµK

µ
α (4.3.13)

΄Εχουµε οϱίσει jα = −γµαnνTµν οπότε η πιο πάνω σχέση γϱάϕεται ισοδύναµα:

DµK
µ

α −DαK = 8πjα (4.3.14)

Η σχέση (4.3.14) επίσης δεν εµπεριέχει ϱητά χϱονικές παραγώγους και συνιστά τους περιορισµούς
ορµής (momentum constraints). Οι εξισώσεις αυτές είναι ελλειπτικής ϕύσεως και είναι 3 στο πλήϑος
στο σύστηµα συντεταγµένων προσαρµοσµένο στη διαµέριση, το οποίο ϑα χρησιµοποιήσουµε αϱγότεϱα
για να γράψουµε τις εξισώσεις ADM.

Να σηµειώσουµε ότι οι περιορισµοί ορµής (4.3.14) γράφονται στην ισοδύναµη µοϱϕή:

Dβ(K
αβ − γαβK) = 8πjα (4.3.15)

To Hamiltonian constraint και τα momentum constraints περιλαµβάνουν µόνο τη χωϱική µετϱική
και την εξωτερική καµπυλότητα µιας υπερεπιφάνειας καθώς και τις χωϱικές συναλλοίωτες παραγώγους
τους. Με άλλα λόγια, συνδέουν καθαρά χωϱικά µεγέϑη που ορίζονται στην υπερεπιφάνεια µε τις πηγές
ύλης και ενέϱγειας (όπως τις αντιλαµβάνεται ένας κάθετος παϱατηϱητής) χωϱίς να εµπλέκουν χϱονικές
παραγώγους ή τα µεγέϑη lapse και shift. Εποµένως είναι συνθήκες που πϱέπει να ικανοποιούν τα
µεγέϑη γαβ, Kαβ κάϑε 3D υπερεπιφάνειας Σt ώστε η υποπολλαπλότητα (Σt,γ,K) να µπορέσει να εµ-
ϐαπτιστεί στον 4D χωϱόχϱονο (M, g), αποτελούν δηλαδή ολοκληϱωτικές συνθήκες (integrability con-
ditions). Τα αρχικά δεδοµένα (γαβ, Kαβ) που ϑα οριστούν σε µια αρχική υπερεπιφάνεια Σt0 οϕείλουν
να ικανοποιούν τους περιορισµούς, οπότε για την κατασκευή αρχικών δεδοµένων δεδοµένης της ύλης-
ενέϱγειας που περιέχει ο χωϱόχϱονος πϱέπει να επιλυθούν τα constraints. Η πρόταση 4.1 διασφαλίζει
ϑεωρητικά τη διατήρηση των περιορισµών κατά την χϱονική εξέλιξη, δηλαδή κατασκευάζοντας αρχικά
δεδοµένα (γαβ, Kαβ)|Σt0

που ικανοποιούν τα constraints την αρχική χϱονική στιγµή t0 (υπερεπιφάνεια
Σt0 ) τότε η οι εξισώσεις χϱονικές εξέλιξης ϑα δώσουν λύσεις (γαβ, Kαβ) που ικανοποιούν τα constraints
σε κάϑε επόµενη χϱονική στιγµή (κάϑε Σt). Εντούτοις σε µια αριθµητική προσοµοίωση, όπως είναι
αναµενόµενο, τα constraints παραβιάζονται κατά την χϱονική εξέλιξη λόγω αριθµητικών σϕαλµάτων.
Είναι σηµαντικό λοιπόν να ελέγχουµε ότι οι δυναµικές µεταβλητές (γαβ, Kαβ) υπακούν στους περι-
ορισµούς σε κάϑε χϱονική στιγµή, µε όσο το δυνατόν µεγαλύτεϱη ακϱίϐεια, αλλιώς οι αντίστοιχες
υπερεπιφάνειες δεν µποϱούν να ενσωµατωϑούν σωστά στον χωϱόχϱονο.

4.4 Εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης - Time evolution equations

Οι εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης είναι οι εξισώσεις που περιέχουν χϱονικές παραγώγους των δυναµικών
µεταβλητών (γαβ, Kαβ). Η χϱονική εξέλιξη της χωϱικής µετϱικής είναι καθαρά κινηµατική και προσ-
διορίζεται από τη σχέση Kαβ = −1

2
Lnγαβ ενώ η εξίσωση χϱονικής εξέλιξης της εξωτερικής καµπυλότη-

τας είναι δυναµική και στηρίζεται στην εξίσωση Ricci (3.5.12).

Θεωϱούµε την παράγωγο Lie της χωϱικής µετϱικής κατά την κατεύϑυνση του διανύσµατος χρόνου, το
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οποίο έχουµε ορίσει t = αn+ β. Από τις ιδιότητες της παραγώγου Lie έχουµε:

Ltγαβ = Lαn+βγαβ = Lαnγαβ + Lβγαβ (4.4.1)

Η παϱάγωγος Lie ενός πλήϱως χωϱικού τανυστή S (έστω τάξης (0, 2) για το συγκεκϱιµένο παϱάδειγµα)
κατά την κατεύϑυνση fn όπου f µια ϐαϑµωτή συνάϱτηση και n το µοναδιαίο διάνυσµα κάϑετο στις
υπεϱεπιϕάνειες δίνεται από τη σχέση:

LfnSαβ = fnµ∇µSαβ + Sµβ∇α(fn
µ) + Sαµ∇β(fn

µ)

= f(nµ∇µSαβ + Sµβ∇αn
µ + Sαµ∇βn

µ) + nµSµβ︸ ︷︷ ︸
0

∇αf + nµSαµ︸ ︷︷ ︸
0

∇βf

= fLnSαβ (4.4.2)

Με ϐάση το αποτέλεσµα αυτό και λαµϐάνοντας υπόψη ότι η επαγόµενη µετϱική γ είναι χωϱικός
τανυστής, έχουµε:

Ltγαβ = αLnγαβ + Lβγαβ (4.4.3)

Από τον οϱισµό της εξωτεϱικής καµπυλότητας Lnγαβ = −2Kαβ και αντικαϑιστώντας στην πιο πάνω
σχέση παίϱνουµε τελικά:

Ltγαβ = −2αKαβ + Lβγαβ (4.4.4)

Αυτή είναι η εξίσωση που περιγράφει τη χϱονική εξέλιξη της χωϱικής µετϱικής σε συναλλοίωτη µοϱϕή
(ισχύει ανεξάϱτητα από το σύστηµα συντεταγµένων). Θα την εξειδικεύσουµε αϱγότεϱα στο σύστηµα
συντεταγµένων προσαρµοσµένο στη διαµέριση όπου η παράγωγος Lie κατά t ανάγεται σε απλή χϱονική
παράγωγο. Σηµειώνουµε ότι η εξίσωση αυτή είναι κινηµατική και όχι δυναµική καθώς πϱοέκυψε από
γεωµετϱικές σχέσεις, χωϱίς τη χϱήση των εξισώσεων Einstein.

Πϱοχωϱάµε στην εύϱεση των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης της εξωτερικής καµπυλότητας. Για τον
σκοπό αυτό ϑεωρούµε την παράγωγο Lie της εξωτερικής καµπυλότητας κατά την κατεύϑυνση του δι-
ανύσµατος χρόνου t = αn+ β.

LtKαβ = Lαn+βKαβ = αLnKαβ + LβKαβ (4.4.5)

Αντικαϑιστούµε τον όϱο LnKαβ χϱησιµοποιώντας την εξίσωση Ricci (3.5.12):

LtKαβ = αγµαn
νγρβn

σ (4)

Rµνρσ −DαDβα− αKβρK
ρ

α + LβKαβ (4.4.6)

Μένει να αντικαταστήσουµε τον όϱο γµαnνγ
ρ
βn

σ (4)

Rµνρσ µε έναν όϱο που πεϱιέχει χωϱικά µεγέϑη και
πηγές ύλης. Ο όϱος αυτός εµϕανίϹεται στην πϱώτη συστολή της εξίσωσης Gauss-Codazzi µε τη χωϱική
µετϱική (3.5.14) η οποία λύνοντας ως πϱος γµαnνγ

ρ
βn

σ (4)

Rµνρσ δίνει:

γµαn
νγρβn

σ (4)

Rµνρσ =
(3)

Rαβ +KKαβ −KαγK
γ

β − γµαγ
ν
β

(4)

Rµν (4.4.7)

Χϱησιµοποιώντας τις trace-reversed εξισώσεις Einstein (2.13.7) µποϱούµε να αντικαταστήσουµε τον
τετϱαδιάστατο τανυστή Ricci στην πιο πάνω σχέση µε όϱους που σχετίϹονται µε τις πηγές ύλης και

126



4.5. Εξισώσεις ADM-York - ADM-York Equations

ενέϱγειας.

γµαγ
ν
β

(4)

Rµν = 8πγµαγ
ν
β

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
= 8π

(
Sαβ −

1

2
γναγ

ν
βT
)
= 8π

(
Sαβ −

1

2
γαβT

)
= 8π

(
Sαβ −

1

2
γαβ(S − ρ)

)
(4.4.8)

Εισάγοντας την (4.4.8) στην (4.4.7) λαµϐάνουµε:

γµαn
νγρβn

σ (4)

Rµνρσ =
(3)

Rαβ +KKαβ −KαγK
γ

β − 8π
(
Sαβ −

1

2
γαβ(S − ρ)

)
(4.4.9)

Εισάγοντας στη συνέχεια την πιο πάνω σχέση στην (4.4.6) καταλήγουµε:

LtKαβ = −DαDβα + α(
(3)

Rαβ +KKαβ − 2KαγK
γ

β )− 8πα
(
Sαβ −

1

2
γαβ(S − ρ)

)
+ LβKαβ (4.4.10)

Η παραπάνω εξίσωση είναι η εξίσωση που καθορίζει τη χϱονική εξέλιξη της εξωτερικής καµπυλότη-
τας, εκπεφρασµένη σε συναλλοίωτη (τανυστική) µοϱϕή. Είναι υπερβολικής ϕύσεως και αποτελεί την
πραγµατική δυναµική εξίσωση που περιγράφει τη χϱονική εξέλιξη του "ϐαρυτικού πεδίου" (της χωρο-
χρονικής καµπυλότητας) που προσδιορίζεται από τις ποσότητες (γαβ, Kαβ). ΜαϹί µε την κινηµατική
εξίσωση (4.4.4) και τους περιορισµούς (4.3.10), (4.3.14) συνιστούν το 3+1 σύστηµα εξισώσεων Einstein
που είναι εντελώς ισοδύναµο µε τις εξισώσεις πεδίου του Einstein: Gαβ = 8πTαβ.

Να επισηµάνουµε πως οι περιορισµοί είναι ανεξάρτητοι από το lapse α και το shift vector β αϕού οι δύο
αυτές ποσότητες συνδέουν τις συντεταγµένες δύο γειτονικών υπερεπιφανειών ενώ οι περιορισµοί είναι
ολοκληϱωτικές συνθήκες που πϱέπει να ικανοποιούνται σε µια δεδοµένη υπερεπιφάνεια. Επιπλέον
οι εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης δεν πϱονοούν κάποια συγκεκριµένη µοϱϕή για τα α,β δηλαδή δεν
περιλαµβάνουν εξισώσεις για τη χϱονική εξέλιξη των µεγεθών αυτών. Οι δυο πιο πάνω παρατηρήσεις
επιβεβαιώνουν την ανάλυση που προηγήθηκε, στην οποία αναφέρθηκε ότι το lapse και οι συνιστώσες
του shift vector είναι συναρτήσεις ϐαθµίδας (gauge functions) και ισοδυναµούν µε την επιλογή συντε-
ταγµένων για τη διαµέριση του χωϱόχϱονου. Συνεπώς δεν αναµένουµε να προσδιορίζονται από τις 3+1
εξισώσεις Einstein, επιλέγονται αυθαίρετα µέσω του προσδιορισµού κατάλληλων συνθηκών ϐαθµίδας
που ανταποκρίνονται στον υπό µελέτη αστροφυσικό χωϱόχϱονο.

4.5 Εξισώσεις ADM-York - ADM-York Equations

Οι 3+1 εξισώσεις Einstein που εξάγαµε (4.3.10), (4.3.14), (4.4.4) και (4.4.10) είναι γραµµένες σε
συναλλοίωτη µοϱϕή, συνιστούν δηλαδή ένα σύστηµα τανυστικών εξισώσεων χωϱίς να αναϕέϱονται σε
κάποιο συγκεκριµένο σύστηµα συντεταγµένων. Προκειµένου να καταχωρήσουµε τις εξισώσεις αυτές
υπό µοϱϕή κώδικα στον υπολογιστή, πϱέπει να τις µετατρέψουµε σε ένα σύστηµα µεϱικών διαφορικών
εξισώσεων και αυτό επιτυγχάνεται µέσω του προσδιορισµού ενός συστήµατος συντεταγµένων στο οποίο
επιθυµούµε να κάνουµε την υπολογιστική µελέτη. Η ϕυσική επιλογή για το σύστηµα συντεταγµένων
είναι προφανώς οι συντεταγµένες (t, xi) προσαρµοσµένες στη διαµέριση, οι οποίες αντικατοπτρίζουν
τον τϱόπο µε τον οποίο έχουµε διαµερίσει τον χωϱόχϱονο στον 3+1 ϕορµαλισµό. Υπενθυµίζουµε ότι t
είναι η συνάϱτηση καθολικού χρόνου που ταυτοποιεί τις υπερεπιφάνειες Σt και xi, i = 1, 2, 3 οι τϱεις
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χωϱικές συντεταγµένες που περιγράφουν σηµεία εντός µιας υπερεπιφάνειας. Σε προσαρµοσµένες
συντεταγµένες, τα διανύσµατα ϐάσης (coordinate basis vectors) του εφαπτόµενου χώϱου TpM εί-
ναι τα (∂t, ∂i) όπου ∂i ∈ TpΣt και ∂t το διάνυσµα χρόνου, το οποίο ϐάσει της συνθήκης δυικότητας
dt(∂t) = ∇αt(∂t)

α = 1 ταυτίζεται µε το διάνυσµα t = αn+ β.

ΥπενϑυµίϹουµε επίσης ότι οι ανταλλοίωτες χϱονικές συνιστώσες ενός χωϱικού τανυστή µηδενίζονται,
δηλαδή αν κάποιος άνω δείκτης ενός χωϱικού τανυστή είναι "0" τότε η συνιστώσα αυτή είναι ίση µε
µηδέν. Από την άλλη, παϱόλο που οι συναλλοίωτες χϱονικές συνιστώσες ενός χωϱικού τανυστή εν
γένει δεν µηδενίζονται, δεν παϱέχουν καινούργιες πληροφορίες για τον τανυστή αϕού υπολογίζονται
από τις χωϱικές συνιστώσες του αντίστοιχου ανταλλοίωτου τανυστή σε συστολή µε τη µετϱική. Για
παϱάδειγµα, για τις χϱονικές συνιστώσες του χωϱικού τανυστή Kαβ έχουµε:

K00 = g0µg0νK
µν = g0ig0jK

ij = βiβjK
ij (4.5.1)

K0k = g0µgkνK
µν = g0igkjK

ij = βiγkjK
ij (4.5.2)

Εποµένως όλο το περιεχόµενο ενός χωϱικού τανυστή εµπεριέχεται στις χωϱικές του συνιστώσες όταν
αυτές εκφραστούν στο σύστηµα συντεταγµένων προσαρµοσµένο στη διαµέριση. Για τον λόγο αυτό
ϑα χρησιµοποιούµε στο εξής λατινικούς δείκτες i, j = 1, 2, 3 αντί ελληνικούς για να γράψουµε τις
συνιστώσες χωϱικών τανυστών.

Σε αυτές τις προσαρµοσµένες συντεταγµένες η παράγωγος Lie κατά την κατεύϑυνση του χϱονικού
διανύσµατος t ανάγεται στη µεϱική χϱονική παράγωγο: Lt = ∂t επειδή το t ταυτίζεται µε το διάνυσµα
ϐάσης ∂t. Για παϱάδειγµα:

LtKαβ = L∂tKαβ = δµ0∂µKαβ +Kµβ�
���*

0
∂αδ

µ
0 +Kαµ����*

0
∂βδ

µ
0 = ∂tKαβ (4.5.3)

Ακόµη, η παϱάγωγος Lie ενός χωϱικού τανυστή κατά µήκος ενός χωϱικού διανύσµατος X µποϱεί να
γϱαϕεί µέσω της χωϱικής συναλλοίωτης παϱαγώγου Dα αντί της ∇α (ή εναλλακτικά µε τη συνήϑη
µεϱική παϱάγωγο ∂α). Παϱαϑέτουµε την απόδειξη στην πεϱίπτωση ενός χωϱικού διανύσµατος V που
παϱαγωγίϹεται κατά Lie στην κατεύϑυνση X και η γενίκευση σε τανυστές γίνεται άµεσα:

LXV
µ = Xν∇νV

µ − V ν∇νX
µ

= γνρX
ρ∇ν(γ

µ
σV

σ)− γνρV
ρ∇ν(γ

µ
σX

σ)

= Xργνργ
µ
σ∇νV

σ + γνρX
ρV σ∇ν(n

µnσ)− V ργνργ
µ
σ∇νX

σ − γνρV
ρXσ∇ν(n

µnσ)

= XρDρV
µ + γνρX

ρV σnµ∇νnσ − V ρDρX
µ − γνρV

ρXσnµ∇νnσ

= XρDρV
µ − V ρDρX

µ −KρσX
ρV σnµ +KρσX

σV ρnµ

= XρDρV
µ − V ρDρX

µ −KρσX
ρV σnµ +KσρX

σV ρnµ

= XρDρV
µ − V ρDρX

µ

Χϱησιµοποιώντας λοιπόν τη χωϱική συναλλοίωτη παϱάγωγο, η παϱάγωγος Lie της χωϱικής µετϱικής
κατά την κατεύϑυνση του shift vector β πϱοκύπτει:

Lβγij = βkDkγij︸ ︷︷ ︸
0

+γkjDiβ
k + γikDjβ

k = Diβj +Djβi (4.5.4)
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Επιπλέον για την εξωτεϱική καµπυλότητα έχουµε:

LβKij = βkDkKij +KkjDiβ
k +KikDjβ

k = βk∂kKij +Kkj∂iβ
k +Kik∂jβ

k (4.5.5)

Λαµϐάνοντας υπόψη όλα τα πιο πάνω αποτελέσµατα, γράφουµε τις 3+1 εξισώσεις Einstein στο
σύστηµα συντεταγµένων (t, xi) προσαρµοσµένο στη διαµέριση. Οι τέσσεϱις εξισώσεις που προκύπτουν
ονοµάζονται εξισώσεις ADM (Arnowitt, Deser, Misner) ή καλύτεϱα ADM-York καθότι δεν αντιστοιχούν
στην αρχική εκδοχή των ADM αλλά στην εκδοχή που εξήγαγε ο J. W. York το 1979. Είναι επίσης
γνωστές απλά ως "3+1 εξισώσεις Einstein".

Εξισώσεις ADM-York

1. Εξισώσεις των πεϱιοϱισµών (constraints):

1a) Hamiltonian constraint
(3)

R +K2 −KijK
ij = 16πρ (4.5.6)

1b) Momentum constraints
DjK

j
i −DiK = 8πji (4.5.7)

2. Εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης (evolution equations):

2a) Εξίσωση χϱονικής εξέλιξης της χωϱικής µετϱικής (κινηµατική)

∂tγij = −2αKij +Diβj +Djβi (4.5.8)

2b) Εξίσωση χϱονικής εξέλιξης της εξωτεϱικής καµπυλότητας (δυναµική)

∂tKij =−DiDjα + α(
(3)

Rij +KKij − 2KikK
k
j )− 8πα

[
Sij −

1

2
γij(S − ρ)

]
+ βk∂kKij +Kkj∂iβ

k +Kik∂jβ
k (4.5.9)

όπου οι δυναµικές µεταβλητές είναι (γij, Kij) δηλαδή η χωϱική µετϱική και η εξωτερική
καµπυλότητα της υπερεπιφάνειας ενώ οι συναρτήσεις ϐαθµίδας που καθορίζουν την δι-
αµέριση είναι το lapse α και οι συνιστώσες του shift vector βi. Οι όϱοι ρ, ji, Sij αϕοϱούν τις
πηγές ύλης/ενέϱγειας και ορίζονται από τις ακόλουθες πϱοϐολές του τανυστή ενέϱγειας-
οϱµής: ρ = nµnνTµν , ji = −γijnµTµj , Sij = γiµγjνT

µν µε S = γijSij.

Να σηµειώσουµε ότι η εξίσωση (4.5.6) είναι ισοδύναµη µε την nαnβ(Gαβ − 8πTαβ) = 0, οι 3 εξισώσεις
(4.5.7) είναι ισοδύναµες µε την γαinβ(Gαβ − 8πTαβ) = 0 ενώ οι 6 εξισώσεις (4.5.9) είναι ισοδύναµες
µε τις δυναµικές εξισώσεις γαiγ

β
j (Gαβ − 8πTαβ) = 0.

΄Εχουµε λοιπόν 4 εξισώσεις ADM-York (4.5.6)-(4.5.7) που αϕοϱούν τους περιορισµούς και 6 δυναµικές
εξισώσεις ADM-York (4.5.9) για τη χϱονική εξέλιξη άϱα συνολικά 10 ανεξάϱτητες εξισώσεις που
προκύπτουν από τις 10 αρχικές εξισώσεις Einstein (4.1.1) και όταν συµπληϱωϑούν µε τις 6 καθαρά
κινηµατικές εξισώσεις (4.5.8) (ορισµός Kij) καθίστανται εντελώς ισοδύναµες µε αυτές.
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Πϱόταση 4.2: Συστολές των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης

Τα contractions των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης δίνουν:

∂t ln(γ
1/2) = −αK +Diβ

i (4.5.10)

όπου γ ≡ det(γij), K = γijKij και:

∂tK = −D2α + α
[
KijK

ij + 4π(S + ρ)
]
+ βiDiK (4.5.11)

όπου D2 ≡ DiD
i = γijDiDj η Λαπλασιανή που αντιστοιχεί στη χωϱική µετϱική γij (Λαπλασιανή

της υπεϱεπιϕάνειας).

Απόδειξη:

(i) Για την απόδειξη της (4.5.10) ξεκινάµε από τη σχέση:

Lt ln γ
1/2 = αLn ln γ1/2 + Lβ ln γ

1/2 (4.5.12)

ΓνωϱίϹουµε από τον οϱισµό της εξωτεϱικής καµπυλότητας ότι το ίχνος της K δίνεται από τη σχέση:

Ln ln γ1/2 = −K (4.5.13)

Επιπλέον ισχύει:

Lβ ln γ
1/2 =

1

γ1/2
Lβγ

1/2 =
1

2
γijLβγij =

1

2
γij(βk

��
��*

0
Dkγij + γkjDiβ

k + γikDjβ
k)

=
1

2
γij(Diβj +Djβi)

= Diβ
i (4.5.14)

Στη σχέση (4.5.12) αντικαϑιστούµε Ln ln γ1/2 = −K και Lβ ln γ
1/2 = Diβ

i και υπενϑυµίϹοντας ότι σε
συντεταγµένες πϱοσαϱµοσµένες στη διαµέϱιση Lt = ∂t καταλήγουµε στο Ϲητούµενο:

∂t ln(γ
1/2) = −αK +Diβ

i (4.5.15)

(ii) Για την απόδειξη της (4.5.11) έχουµε:

∂tK = ∂t(γ
ijKij) = γij∂tKij +Kij∂tγ

ij

Αντικαϑιστούµε τις εκϕϱάσεις των ∂tKij και ∂tγij από τις εξισώσεις ADM όπου είναι εύκολο να δούµε
ότι ∂tγij = −γikγjl∂tγkl = 2αKij −Diβj −Djβi:

∂tK = −DiD
iα + α(

(3)

R +K ·K − 2KikK
ik)− 8πα

[
S − 1

2
δii(S − ρ)

]
+ βkDkK +KjkD

jβk +KikD
iβk

+ 2αKijK
ij −KijD

iβj −KijD
jβi

∂tK = −D2α + α(
(3)

R +K2)− 8πα
(
S − 3

2
S +

3

2
ρ
)
+ βkDkK
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evolution equations

= −D2α + α(
(3)

R +K2 + 4πS − 12πρ) + βkDkK (4.5.16)

Από το Hamiltonian constraint έχουµε
(3)

R + K2 = KijK
ij + 16πρ οπότε τελικά λαµϐάνουµε το

Ϲητούµενο:
∂tK = −D2α + α

[
KijK

ij + 4π(S + ρ)
]
+ βkDkK

Κλείνοντας την ενότητα αυτή, δίνουµε µια ανασκόπηση των εξισώσεων ADM-York. Αποδείξαµε οι εξ-
ισώσεις Einstein µετασχηµατίζονται στα πλαίσια του 3+1 ϕορµαλισµού σε ένα ισοδύναµο σύστηµα εξ-
ισώσεων µε δυναµικές µεταβλητές (γij, Kij) που καλείται ADM-York και αποτελείται από τους περιορ-
ισµούς (constraints) και τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης. Τα constraints δεν περιέχουν (ϱητά) χϱονικές
παραγώγους και αντιστοιχούν συνολικά σε 4 ελλειπτικές µεϱικές διαφορικές εξισώσεις (PDEs): Hamil-
tonian constraint → 1 ελλειπτική PDE και Momentum constraints → 3 ελλειπτικές PDEs. Οι εξ-
ισώσεις χϱονικής εξέλιξης αποτελούν σχέσεις για την πϱώτη µεϱική παράγωγο των γij, Kij ως πϱος
τον χϱόνο και αντιστοιχούν συνολικά σε 12 υπερβολικές µεϱικές διαφορικές εξισώσεις: 6 PDEs για
τις συνιστώσες γij και 6 PDEs για τις συνιστώσες Kij. Στους περιορισµούς αντιστοιχούν ισάριθµες
συναρτήσεις ϐαθµίδας α, βi που σχετίζονται µε την επιλογή διαµέϱισης-συντεταγµένων και προσδιορί-
Ϲονται αυθαίρετα µέσω µιας συνθήκης ϐαθµίδας.

4.6 ∆ιατήϱηση των πεϱιοϱισµών κατά τη χϱονική εξέλιξη - Conservation of
constraints under the evolution equations

Η πρόταση (4.1) εξασφαλίζει ότι αν οι περιορισµοί ικανοποιούνται σε µια αρχική χϱονική στιγµή, τότε
ϑα συνεχίσουν να ικανοποιούνται σε κάϑε επόµενη χϱονική στιγµή ως απόρροια της συνεσταλµένης
εξίσωσης Bianchi και της διατήρησης του τανυστή ενέϱγειας ορµής. Για την απόδειξη χρησιµοποιήθηκαν
οι εξισώσεις πεδίου του Einstein, όπου οι περιορισµοί αντιστοιχούσαν στις 4 εξισώσειςGα0−8πTα0 = 0
και η δυναµική εξέλιξη στις 6 εξισώσεις Gij − 8πT ij = 0. Θα αποδείξουµε τώϱα την ίδια πρόταση,
δηλαδή τη διατήρηση των constraints κατά τη χϱονική εξέλιξη, ξεκινώντας πάλι από τις συνεσταλµένες
ταυτότητες Bianchi και τη διατήρηση του τανυστή ενέϱγειας ορµής, χρησιµοποιώντας όµως τις εξισώ-
σεις ADM-York του 3+1 ϕορµαλισµού. Για τον σκοπό αυτό ορίζουµε τις δύο πιο κάτω ποσότητες:

H ≡ nαnβGαβ − 8πρ =
1

2

(
(3)

R +K2 −KµνK
µν
)
− 8πρ (4.6.1)

Mα ≡ −nµγναGµν − 8πjα = DµK
µ
α −DαK − 8πjα (4.6.2)

Η ϐαϑµωτή ποσότητα H µετϱάει το µέγεϑος της παϱαϐίασης/απόκλισης του Hamitlonian constraint
ενώ το πεδίο 1-form M µε συνιστώσες Mα παϱιστάνει το µέγεϑος της παϱαϐίασης/απόκλισης των
momentum constraints. Οι εξισώσεις των πεϱιοϱισµών του συστήµατος ADM-York ικανοποιούνται αν
και µόνο αν ισχύουν οι δύο κάτωϑι συνϑήκες (δηλαδή οι πεϱιοϱισµοί είναι ισοδύναµοι µε τις πιο κάτω
συνϑήκες):

H = 0 (Χαµιλτονιανός πεϱιοϱισµός) (4.6.3)

Mα = 0 (Πεϱιοϱισµοί οϱµής) (4.6.4)
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ΟϱίϹουµε επίσης τον χωϱικό τανυστή F µε συνιστώσες:

Fαβ ≡ γµαγ
ν
β

(4)

Rµν − 8πγµαγ
ν
β

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
= − 1

α
LαnKαβ −

1

α
DαDβα +

(3)

Rαβ +KKαβ − 2KασK
σ
β − 8π

[
Sαβ −

1

2
γαβ(S − ρ)

]
ο οποίος µετϱάει την παϱαϐίαση/απόκλιση από την δυναµική εξίσωση χϱονικής εξέλιξης (4.4.10).
Κατά συνέπεια το δυναµικό κοµµάτι των εξισώσεων Einstein, που καϑοϱίϹει τη χϱονική εξέλιξη της
εξωτεϱικής καµπυλότητας, ισοδυναµεί µε:

Fαβ = 0 (4.6.5)

Μποϱούµε να αναλύσουµε τις εξισώσεις πεδίου του Einstein στον 3+1 χωϱόχϱονο ως:

Gαβ − 8πTαβ = γµαγ
ν
β (Gµν − 8πTµν) + nαMβ + nβMα + nαnβH (4.6.6)

Η χωϱική πϱοϐολή των εξισώσεων Einstein γϱάϕεται συναϱτήσει του Fαβ:

γµαγ
ν
β (Gµν − 8πTµν) = γµαγ

ν
β

(4)

Rµν −
1

2
γαβ

(4)R− 8πSαβ

= Fαβ + 8π
[
Sαβ −

1

2
γαβ(S − ρ)

]
− 1

2
γαβ

(4)R− 8πSαβ

= Fαβ −
1

2
γαβ[

(4)R + 8π(S − ρ)]

Ο όϱος στην αγκύλη σχετίϹεται µε τη διαϕοϱά ανάµεσα στο ίχνος F = γαβFαβ και στην ποσότητα H.
Πϱάγµατι:

F = γαβγµαγ
ν
β

(4)

Rµν − 8πγαβ
[
Sαβ −

1

2
γαβ(S − ρ)

]
= γµν

(4)

Rµν − 8π
[
S − 1

2
δαα︸︷︷︸
3

(S − ρ)
]

= gµν
(4)

Rµν + nµnν
(4)

Rµν − 8π
[
− 1

2
S +

3

2
ρ
]

=
(4)

R + nµnν
(4)

Rµν + 4π(S − 3ρ) (4.6.7)

Εξ’οϱισµού H = nµnν
(4)

Rµν +
1
2

(4)

R− 8πρ οπότε η διαϕοϱά F −H δίνει:

F −H =
1

2
[(4)R + 8π(S − ρ)] (4.6.8)

Με ϐάση το πιο πάνω αποτέλεσµα οι εξισώσεις Einstein αναλύονται στον 3+1 ϕοϱµαλισµό σε όϱους
που πεϱιλαµϐάνουν τις αποκλίσεις από τους πεϱιοϱισµούς H,Mα, την απόκλιση από τη δυναµική
εξίσωση χϱονικής εξέλιξης Fαβ και το ίχνος της F .

Gαβ − 8πTαβ = Fαβ + (H − F )γαβ + nαMβ + nβMα + nαnβH (4.6.9)

Αν ικανοποιούνται όλοι οι περιορισµοί (H = 0, Mα = 0) και γίνεται χϱήση των δυναµικών εξισώσεων
χϱονικής εξέλιξης (Fαβ = 0) για τη χϱονική εξέλιξη των (γαβ, Kαβ) τότε το δεξί µέλος της παρα-
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evolution equations

πάνω σχέσης µηδενίζεται ταυτοτικά πϱάγµα που σηµαίνει ότι ικανοποιούνται οι εξισώσεις Einstein
Gαβ − 8πTαβ = 0.

Για την εύϱεση των εξισώσεων που περιγράφουν τη χϱονική εξέλιξη των H,Mα χρησιµοποιούµε τη
συνεσταλµένη ταυτότητα Bianchi ∇αGαβ = 0 σε συνδυασµό µε τη διατήρηση του τανυστή ενέϱγειας-
οϱµής ∇αTαβ = 0. Οι δύο αυτές ταυτότητες συνεπάγονται:

∇α(Gαβ − 8πTαβ) = 0 ⇔ ∇α
(
Fαβ + (H − F )γαβ + nαMβ + nβMα + nαnβH

)
= 0 (4.6.10)

Η πιο πάνω εξίσωση µποϱεί να πϱοϐληϑεί επάνω σε µια υπεϱεπιϕάνεια µέσω του χωϱικού πϱοϐολικού
τελεστή ή να γίνει συστολή της µε το κάϑετο µοναδιαίο διάνυσµα n. Θεωϱούµε πϱώτα τη συστολή της
µε το n:

nβ∇α
(
Fαβ + (H − F )γαβ + nαMβ + nβMα + nαnβH

)
= 0

nβ∇αFαβ + nβ∇α[(H − F )γαβ] + nβ∇α(nαMβ) + nβ∇α(nβMα) + nβ∇α(nαnβH) = 0

ΥπενϑυµίϹουµε ότι ο τανυστής F και το 1-form M είναι χωϱικοί άϱα nβFαβ = nβMβ = 0 και επιπλέον
nβ∇αnβ = 0 λόγω της κανονικοποίησης nαnα = −1. Συνεπώς έχουµε διαδοχικά:

nβ∇αFαβ + nβ(H − F )∇αγαβ + nβnα∇αMβ + nβnβ∇αMα + nβnβH∇αnα + nβnαnβ∇αH = 0

−Fαβ∇αnβ + nβ(H − F )∇α(nαnβ)−Mβnα∇αnβ −∇αMα −H∇αnα − nα∇αH = 0

−γµαγνβFµν∇αnβ − (H − F )∇αnα −Mβa
β −∇αMα −H∇αnα − nα∇αH = 0

FµνK
µν + (H − F )K −Mβa

β −∇αMα +HK − nα∇αH = 0

FµνK
µν + (2H − F )K −MβD

β lnα−∇αMα − nα∇αH = 0
(4.6.11)

Ο όϱος ∇αMα µποϱεί να γϱαϕεί συναϱτήσει της χωϱικής συναλλοίωτης παϱαγώγου DαMα σύµϕωνα
µε τη σχέση:

DαMα = γαµγ
ν
α∇µMν = γνµ∇µMν = ∇µMµ + nµn

ν∇µMν = ∇µMµ − nµMν∇µnν

= ∇µMµ −Mνa
ν

= ∇µMµ −MνD
ν lnα

Λύνοντας την πιο πάνω σχέση ως πϱος ∇µMµ και αντικαϑιστώντας στη (4.6.11) καταλήγουµε:

nµ∇µH = FµνK
µν −DµMµ − 2MµDµ lnα + (2H − F )K (4.6.12)

Το αϱιστεϱό µέλος της πιο πάνω σχέσης είναι η συναλλοίωτη παϱάγωγος του H κατά την κατεύϑυνση
του διανύσµατος n η οποία, εϕόσον το H είναι ϐαϑµωτό µέγεϑος, ταυτίϹεται µε τη παϱάγωγο Lie κατά
n. Εποµένως:

nµ∇µH = LnH =
1

α
LαnH =

1

α
(LtH − LβH) (4.6.13)

Εξειδικεύουµε στο σύστηµα συντεταγµένων (t, xi) πϱοσαϱµοσµένο στη διαµέϱιση όπου Lt = ∂t και
LβH = βiDiH και αντικαϑιστούµε την πιο πάνω σχέση στη (4.6.12). Καταλήγουµε τελικά στην

133



Κεϕ. 4 Εξισώσεις Einstein σε µοϱϕή 3+1

εξίσωση που πεϱιγϱάϕει τη χϱονική εξέλιξη της απόκλισης H από το Hamiltonian constraint:

∂H
∂t

= −Di(αMi)−MiDiα + αK(2H − F ) + αFijK
ij + βiDiH (4.6.14)

Πϱοχωϱάµε τώϱα στην πϱοϐολή της (4.6.10) επάνω σε µια υπεϱεπιϕάνεια Σt χϱησιµοποιώντας τον
χωϱικό πϱοϐολικό τελεστή.

γβµ∇α
(
Fαβ + (H − F )γαβ + nαMβ + nβMα + nαnβH

)
= 0

γβµ∇αFαβ + γβµ∇α[(H − F )γαβ] + γβµ∇α(nαMβ) + γβµ∇α(nβMα) + γβµ∇α(nαnβH) = 0

γβµ∇αFαβ + γαµ∇α(H − F ) + γβµ(H − F )nα∇αnβ +Mµ∇αnα + γβµnα∇αMβ

+ γβµMα∇αnβ + γβµnαH∇αnβ = 0

γβµ∇αFαβ +Dµ(H − F ) + γβµ(H − F )aβ −KMµ + γβµnα∇αMβ +Mα∇αnµ + γβµHaβ = 0

γβµ∇αFαβ +Dµ(H − F ) + (2H − F )aµ −KMµ + γβµnα∇αMβ −Kβ
µMβ = 0

γβµ∇αFαβ +Dµ(H − F ) + (2H − F )Dµ lnα−KMµ + γβµnα∇αMβ −Kβ
µMβ = 0

(4.6.15)

Μένει τώϱα να εκϕϱάσουµε τον όϱο γβµ∇αFαβ συναϱτήσει της χωϱικής συναλλοίωτης παϱαγώγου.

DαFαµ = γανγ
σ
αγ

ρ
µ∇νFσρ = γσνγ

ρ
µ∇νFσρ = (δσν + nσnν)γ

ρ
µ∇νFσρ

= γρµ∇νFνρ + nσnνγ
ρ
µ∇νFσρ

= γρµ∇νFνρ − Fσρnνγ
ρ
µ∇νnσ

= γρµ∇νFνρ − Fσµa
σ

= γρµ∇νFνρ − FσµD
σ lnα

Εποµένως:
γβµ∇αFαβ = DαFαµ + FβµD

β lnα (4.6.16)

Παϱατηϱούµε επίσης ότι ο όϱος γβµnα∇αMβ = γβµn
α∇αMβ γϱάϕεται:

γβµn
α∇αMβ = γβµ(LnMβ −Mα∇βnα) = LnMµ −Mαγβµ∇βnα

=
1

α
LαnMµ +MαKαµ

=
1

α

(
Lt − Lβ

)
Mµ +MαK

α
µ

Αντικαϑιστώντας στη σχέση (4.6.15) λαµϐάνουµε:

DαFαµ + FβµD
β lnα +Dµ(H − F ) + (2H − F )Dµ lnα−KMµ +

1

α

(
Lt − Lβ

)
Mµ = 0 (4.6.17)
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Στο σύστηµα συντεταγµένων πϱοσαϱµοσµένο στη διαµέϱιση (t, xi) η πιο πάνω σχέση οδηγεί στην
εξίσωση που πεϱιγϱάϕει τη χϱονική εξέλιξη της απόκλισης Mj από τα momentum constraints:

∂Mj

∂t
= −Di(αFij)− αDj(H − F )− (2H − F )Djα + αKMj + βiDiMj +MiDjβ

i (4.6.18)

Εξ’ υποϑέσεως, για τη χϱονική εξέλιξη των (γij, Kij) εϕαϱµόϹεται η δυναµική εξίσωση ADM (4.4.10),
οπότε σε κάϑε χϱονική στιγµή Fij = 0 και άϱα F = γijFij = 0. Επιπϱόσϑετα υποϑέτουµε ότι οι
πεϱιοϱισµοί ικανοποιούνται στην αϱχική υπεϱεπιϕάνεια Σt0 δηλαδή κατά τη χϱονική στιγµή t = t0
ισχύει ότι:

H|t=t0 = 0 και Mj|t=t0 = 0 (4.6.19)

Με αυτές τις υποϑέσεις τα δεξιά µέλη των εξισώσεων (4.6.14) και (4.6.18) µηδενίϹονται ταυτοτικά
εποµένως οι χϱονικές παϱάγωγοι των H,Mj στην αϱχική υπεϱεπιϕάνεια µηδενίϹονται επίσης:

∂H
∂t

∣∣∣
t=t0

= 0 (4.6.20)

∂Mj

∂t

∣∣∣
t=t0

= 0 (4.6.21)

Συµπεϱαίνουµε µε ϐάση το ϑεώϱηµα Cauchy-Kovalevskaya για την ύπαϱξη και µοναδικότητα της
λύσης ενός συστήµατος µεϱικών διαϕοϱικών εξισώσεων, ότι σε κάϑε επόµενη χϱονική στιγµή (κάϑε
επόµενη υπεϱεπιϕάνεια) τα constraints ϑα εξακολουϑήσουν να ικανοποιούνται:

∀t ≥ t0, H = 0 και Mj = 0 (4.6.22)

∆είξαµε λοιπόν ότι αν τα constraints ικανοποιούνται την αρχική χϱονική στιγµή t0 τότε ϑα συνεχί-
σουν να ικανοποιούνται σε ύστερους χρόνους από τις µεταβλητές (γij, Kij) οι οποίες προκύπτουν ως
(ακϱιϐείς/αναλυτικές) λύσεις των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης ADM-York.

Σηµείωση: Η πιο πάνω πρόταση που αϕοϱά στη διατήρηση των περιορισµών εξακολουθεί ϑεωρητικά
να ισχύει αν για τη δυναµική εξέλιξη αντί των ADM-York χρησιµοποιηθούν εναλλακτικές δυναµικές
εξισώσεις της µορφής Fµν −mµνH − lλµνMλ = 0 όπου m,l αυθαίρετοι τανυστές συµµετρικοί στους
δείκτες µ, ν. ∆ηλαδή µποϱούµε ϑεωρητικά να προσθέσουµε διάφορους συνδυασµούς των constraints
στη δυναµική εξίσωση χϱονικής εξέλιξης χωϱίς να αλλοιώσουµε το ϕυσικό της περιεχόµενο, αϱκεί
ϐέϐαια τα constraints να ικανοποιούνται: H = 0, Mα = 0.

4.7 Τεχνικές χϱονικής εξέλιξης - Evolution schemes

Πϱοϕανώς, η διατήρηση των περιορισµών κατά τη χϱονική εξέλιξη ισχύει µόνο σε ϑεωρητικό επίπεδο
καθότι προϋποθέτει την αναλυτική επίλυση των εξισώσεων των περιορισµών στην αρχική υπερεπιφάνεια
Σt0 καθώς και την εύϱεση ακϱιϐών/αναλυτικών λύσεων για τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης. Στην
πϱάξη, σε µια υπολογιστική προσοµοίωση, η ολοκλήρωση των εξισώσεων αυτών γίνεται αριθµητικά
σε διακριτό χϱονικό πλέγµα οπότε προκύπτουν αριθµητικά σφάλµατα τα οποία οδηγούν σε (µικϱή)
παϱαϐίαση των περιορισµών. Υπάρχουν δύο κύϱιες προσεγγίσεις για την αντιµετώπιση αυτού του
Ϲητήµατος, η πϱώτη ονοµάζεται ελεύθερη χϱονική εξέλιξη (free/unconstrained evolution) ενώ η
δεύτεϱη καλείται περιορισµένη χϱονική εξέλιξη (constrained evolution).
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Η συνηθέστερη µέϑοδος είναι αυτή της ελεύθερης χϱονικής εξέλιξης, όπου οι 4 εξισώσεις των πε-
ϱιορισµών επιλύονται µόνο µία ϕοϱά στην αρχική υπερεπιφάνεια Σt0 για την κατασκευή αρχικών
δεδοµένων (γij, Kij)|t=t0. ΄Επειτα οι δυναµικές µεταβλητές (γij, Kij) εξελίσσονται στον χϱόνο ϐάσει των
12 εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης του συστήµατος ADM-York, χωϱίς να επιβληθούν ξανά οι εξισώσεις των
περιορισµών, αϕού (εξαιρώντας τυχόν αριθµητικά σφάλµατα) οι περιορισµοί οϕείλουν να ικανοποιούν-
ται για t ≥ t0. Η απόκλιση/παϱαϐίαση των constraints, δηλαδή οι ποσότητες H,Mi, επιτηρούνται
σε κάϑε στάδιο της χϱονικής εξέλιξης προκειµένου να διασφαλιστεί ότι παραµένουν κάτω από ένα
επιθυµητό όϱιο, αποτελούν δηλαδή µέτϱο για την ακϱίϐεια της µεθόδου. Μεϱικοί ϕορµαλισµοί που
εφαρµόζουν τη µέϑοδο της ελεύθερης χϱονικής εξέλιξης είναι ο κλασικός ADM-York ϕορµαλισµός,
BSSN (ή BSSNOK), Generalized Harmonic Gauge (GHG), Z4/Ζ4c και CCZ4.

Η εµφάνιση λύσεων (γij, Kij) που προκύπτουν από τις δυναµικές εξισώσεις Fij = 0 για δεδοµένες
συναρτήσεις ϐαθµίδας (α, βi), οι οποίες λύσεις παϱόλο που αρχικά ικανοποιούν τους περιορισ-
µούς H = 0,Mi = 0 (µε αρκετή αριθµητική ακϱίϐεια) στη συνέχεια τους παραβιάζουν δηλαδή
για t > t0: H ̸= 0,Mi ̸= 0, αποδίδεται στα λεγόµενα constraint-violating modes. Η ύπαϱξη αυτών
των constraint-violating modes οφείλεται σε δύο παράγοντες:

(i) Τα αρχικά δεδοµένα που προκύπτουν από την αριθµητική επίλυση των εξισώσεων των περιορ-
ισµών δεν ικανοποιούν επ’ ακϱιϐώς τους περιορισµούς όντας αριθµητικές λύσεις και όχι αναλυ-
τικές. Η απόκλιση αυτή αυξάνεται (κατά κανόνα εκθετικά) κατά τη χϱονική εξέλιξη των (γij, Kij).
Σε αυτή την πεϱίπτωση λέµε ότι έχουµε "bulk constraint violations". Υπάρχουν διάφοροι τϱόποι
αντιµετώπισης αυτού του είδους παϱαϐίασης των constraints, λόγου χάϱη:

� Constraint projection: όταν η απόκλιση από τους πεϱιοϱισµούς αυξηϑεί πέϱαν ενός οϱίου,
οι πεϱιοϱισµοί επιλύονται εκ νέου ή καλύτεϱα οι δυναµικές µεταϐλητές "πϱοϐάλλονται"
στην πλησιέστεϱη υπεϱεπιϕάνεια που ικανοποιεί τους πεϱιοϱισµούς

� Fully constrained evolution: σε κάϑε χϱονική στιγµή ο προσδιορισµός ορισµένων δυναµικών
µεταβλητών γίνεται από τις εξισώσεις των περιορισµών

� Dynamical constraint control: δυναµική τϱοποποίηση των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης µε
τϱόπο που να ελαχιστοποιεί την απόκλιση από τα constraints (π.χ. µε πϱοσϑήκη ϐο-
ηθητικών δυναµικών µεταβλητών που προσδίδουν υπολογιστική ευστάθεια ή όϱων απόσ-
ϐεσης ώστε η απόκλιση από τους περιορισµούς να ϕϑίνει µε την πάϱοδο του χρόνου)

(ii) Παϱαϐίαση των περιορισµών από τις συνοριακές συνθήκες που επιβάλλονται στο χρονοειδές
σύνοϱο του πεδίου ολοκλήρωσης, οι οποίες αναϕέϱονται ως "constraint-violating boundary
conditions". Το γεγονός αυτό έχει ως αποτέλεσµα η παϱαϐίαση των constraints να επεκτείνεται
από το σύνοϱο σε όλο το πεδίο ολοκλήρωσης. Η εξοµάλυνση µιας τέτοιας παϱαϐίασης των περι-
ορισµών επιτυγχάνεται µε την επιλογή κατάλληλων συνοριακών συνθηκών που διατηϱούν τους
περιορισµούς (constraint-preserving boundary conditions) π.χ Sommerfeld boundary condi-
tions, SAT (Summation-By-Parts Simultaneous Approximation Term), CP-SAT (Constraint-
Preserving SAT), Freezing the Constraints, Radial/Time derivative method. Επιπλέον µποϱεί
να γίνει κατάλληλη τϱοποποίηση των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης µε την πϱοσϑήκη όϱων απόσ-
ϐεσης (Constraint Damping) ώστε η απόκλιση από τα constraints να εξασθενίζει και να µην
διαδίδεται στο πεδίο ολοκλήρωσης.
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Σχήµα 4.7.1: Η L2 νόϱµα της ποσότητας H που παϱιστάνει την απόκλιση από το Hamiltonian constraint ως
συνάϱτηση του χρόνου. Τα αρχικά δεδοµένα αντιστοιχούν σε κύµα Teukolsky στη γραµµικοποιηµένη ϐαϱύτητα.
Στο διάγραµµα συγκρίνονται διάφορες constraint-preserving συνοριακές συνθήκες όπως οι συνηθισµένες συνορι-
ακές συνθήκες Sommerfeld και οι εξειδικευµένοι αλγόριθµοι SAT και CP-SAT. [38]

Εναλλακτικά, αντί να χρησιµοποιούµε αποκλειστικά τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης για τον υπολο-
γισµό των (γij, Kij) σε κάϑε υπερεπιφάνεια, µποϱούµε να χρησιµοποιήσουµε όλες (fully constrained
scheme) ή µεϱικές (partially constrained scheme) από τις τέσσεϱις εξισώσεις των περιορισµών για τον
προσδιορισµό κάποιων εκ των 12 συνιστωσών του Ϲεύγους (γij, Kij) σε κάϑε χϱονικό ϐήµα. Οι υπ-
όλοιπες συνιστώσες προκύπτουν κατά τα γνωστά µε χϱήση των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης ADM-York.

Το πλεονέκτηµα της πεϱιοϱισµένης-δεσµευµένης χϱονικής εξέλιξης είναι ότι εξασφαλίζει την ισχύ
(στα όϱια της αριθµητικής ακϱίϐειας) όλων ή µεϱικών εκ των περιορισµών σε κάϑε χϱονικό ϐήµα. Το
µειονέκτηµα ωστόσο µιας τέτοιας τεχνικής είναι ότι η επαναλαµβανόµενη επίλυση των εξισώσεων των
περιορισµών σε κάϑε ϐήµα είναι υπολογιστικά πολύ κοστοβόρα, µιας και οι εξισώσεις των περιορισµών
είναι ελλειπτικές. Για τον λόγο αυτό η δεσµευµένη χϱονική εξέλιξη δεν είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένη
και αξιοποιείται κυϱίως για τη µοντελοποίηση χαµηλοδιάστατων χωϱόχϱονων (2D) και χωϱόχϱονων µε
γνωστές συµµετρίες, δηλαδή χωϱόχϱονων που διαθέτουν για παϱάδειγµα αξονική ή σϕαιϱική συµ-
µετρία.
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Κατασκευή Αϱχικών ∆εδοµένων

Πϱοτού ξεκινήσει η αριθµητική ολοκλήρωση των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης, χρειάζεται προφανώς να
προσδιορίσουµε τις αρχικές τιµές των δυναµικών µεταβλητών (γij, Kij) την χϱονική στιγµή t0 δηλαδή
πάνω σε µια αρχική υπερεπιφάνεια Σt0. Τα αρχικά δεδοµένα πϱέπει να είναι συµβατά αϕενός µε τις
εξισώσεις των περιορισµών στην αρχική υπερεπιφάνεια και αϕετέϱου µε τον αστροφυσικό χωϱόχϱονο
που επιθυµούµε να µελετήσουµε, να αντιστοιχούν δηλαδή σε ένα στιγµιότυπο του υπό µελέτη αστρο-
ϕυσικού συστήµατος π.χ. δυαδικό σύστηµα µελανών οπών ή σύστηµα αστέϱων νετϱονίων.

Οϱισµός 5.1: Αϱχικά δεδοµένα - Initial data

Αϱχικά δεδοµένα για το πϱόϐληµα Cauchy των εξισώσεων Einstein ορίζεται το σύνολο (Σt0 ,γ,K)
µε Σt0 µια λεία τρισδιάστατη χωροειδής υπερεπιφάνεια Cauchy, γ µια Riemannian µετϱική στην
Σt0 και K ένας συµµετρικός τανυστής 2ης τάξης στην Σt0.

΄Ενας καθολικά υπερβολικός χωϱόχϱονος (M, g) λέµε ότι επιδέχεται αρχικά δεδοµένα (Σt0 ,γ,K)
αν η Σt0 µποϱεί να εµβαπτιστεί στον M ως µια υποπολλαπλότητα µε επαγόµενη µετϱική γ
και εξωτερική καµπυλότητα K οι οποίες ικανοποιούν τους περιορισµούς για δεδοµένο τανυστή
ενέϱγειας ορµής T του (M, g). Ο χωϱόχϱονος (M, g) ονοµάζεται ανάπτυγµα Cauchy (Cauchy
development) ή απλά ανάπτυγµα (development) των αρχικών δεδοµένων (Σt0 ,γ,K).

Η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος αρχικών τιµών είναι:

"∆εδοµένης µιας αρχικής χωροειδούς υπερεπιφάνειας (Cauchy) Σt0 που περιέχει κατανοµή ύλης (ρ, ji),
να ϐρεθεί µια Riemannian µετϱική γ και ένας συµµετρικός τανυστής 2ης τάξης K που να αποτελούν
αντίστοιχα την επαγόµενη µετϱική και την εξωτερική καµπυλότητα της Σt0 , δηλαδή να ικανοποιούν τον
Χαµιλτονιανό περιορισµό (4.5.6) και τους περιορισµούς ορµής (4.5.7)."

Εϕόσον λυθεί το πϱόϐληµα αρχικών τιµών και ϐρεθεί ένα σύνολο αρχικών δεδοµένων, είναι προφανές
ότι το ανάπτυγµα (M, g) που αντιστοιχεί στα αρχικά δεδοµένα δεν είναι µοναδικό. Μάλιστα υπάρχουν
άπειϱα τέτοια αναπτύγµατα, ένα για κάϑε εύλογη επιλογή ϐαθµίδας. Εγείρεται λοιπόν το εϱώτηµα
κατά πόσο είναι δυνατό να συνδυάσουµε αυτά τα διαφορετικά αναπτύγµατα για να δηµιουργήσουµε
ένα "µεγιστικό" ανάπτυγµα, όπου µε τον όϱο µεγιστικό εννοούµε ότι το ανάπτυγµα αυτό δεν µποϱεί να
εµβαπτιστεί σε κάποιο µεγαλύτεϱο ανάπτυγµα. Η απάντηση είναι ϑετική και δόϑηκε το 1969 όταν η
Y. Choquet-Bruhat και ο R. Geroch [18] απέδειξαν την καθολική ύπαϱξη ενός µοναδικού µεγιστικού
αναπτύγµατος Cauchy για κάϑε σύνολο αρχικών δεδοµένων των εξισώσεων Einstein στο κενό.

Σηµείωση: Το ϑεώϱηµα των Choquet-Bruhat & Geroch µποϱεί υπό προϋποθέσεις να επεκταθεί και
σε χωϱόχϱονους που περιέχουν ύλη, δηλαδή χωϱόχϱονους (M, g) που αποτελούν λύση των εξισώσεων
Einstein για δεδοµένο τανυστή ενέϱγειας ορµής Tαβ. O (M, g) είναι το ανάπτυγµα Cauchy των αρ-
χικών δεδοµένων (Σt0 ,γ,K) που ικανοποιούν τις εξισώσεις των περιορισµών µε όϱους ύλης (ρ, ji).
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Αναγκαία συνθήκη είναι τα πεδία της ύλης να ικανοποιούν καλά-τοποϑετηµένες υπερβολικές εξισώ-
σεις κίνησης και ο αντίστοιχος τανυστής ενέϱγειας-οϱµής να ικανοποιεί ορισµένες εύλογες ϕυσικές
(αιτιακές) απαιτήσεις π.χ. dominant energy condition. Τέτοια πεδία είναι τα ϐαθµωτά πεδία Klein-
Gordon, ηλεκτροµαγνητικά πεδία και ϐαϱοτϱοπικά ϱευστά.

Θεώϱηµα 5.1: Choquet-Bruhat & Geroch: ΄Υπαϱξη και µοναδικότητα αναπτύγµατος Cauchy

΄Εστω αϱχικά δεδοµένα (Σt0 ,γ,K) όπου οι συνιστώσες γij και Kij ικανοποιούν τις εξισώσεις των
πεϱιοϱισµών στο κενό. Τότε υπάϱχει ένας µοναδικός χωϱόχϱονος (M, g) (µέχϱι µια ισοµετϱία) ο
οποίος ονοµάϹεται µεγιστικό ανάπτυγµα Cauchy (maximal Cauchy development) των αϱχικών
δεδοµένων (Σt0 ,γ,K), τέτοιος ώστε:

1. (M, g) είναι λύση των εξισώσεων Einstein στο κενό

2. (M, g) είναι καϑολικά υπεϱϐολικός µε επιϕάνεια Cauchy την Σt0

3. H Σt0 έχει επαγόµενη µετϱική γ και εξωτεϱική καµπυλότητα K µέσα στον (M, g)

Κάϑε άλλος χωϱόχϱονος (M ′, g′) που ικανοποιεί τις ιδιότητες (1)-(3) είναι ισοµετϱικός µε ένα
υποσύνολο του (M, g). ∆ηλαδή υπάϱχει διαϕοϱοµοϱϕισµός ϕ : M → M ′ τέτοιος ώστε ϕ∗g′ = g,
οπότε λέµε πως οι χωϱόχϱονοι (M, g), (M ′, g′) είναι ισοµετϱικοί (έχουν την ίδια γεωµετϱία).

Με ϐάση τη διατύπωση του πϱοϐλήµατος αϱχικών τιµών, είναι ϕανεϱό ότι για την κατασκευή αϱχικών
δεδοµένων (Σt0 ,γ,K) απαιτείται η επίλυση των 4 ελλειπτικών εξισώσεων που πϱονοούν τα constraints:

(3)R +K2 −KijK
ij = 16πρ (5.0.1)

DjK
j
i −DiK = 8πji (5.0.2)

Αϕότου επιλυθούν οι πιο πάνω 4 εξισώσεις, πϱέπει στη συνέχεια να προσδιοριστούν κατά ϐούληση 4
συνιστώσες γij,Kij ως συναρτήσεις ϐαθµίδας που σχετίζονται µε την επιλογή συντεταγµένων. ΄Εχουµε
ταυτοποιήσει τις συναρτήσεις ϐαθµίδας µε το lapse α και τις συνιστώσες βi του shift vector όµως
κατ’ ακϱίϐεια τα µεγέϑη αυτά καθορίζουν τον τϱόπο µε τον οποίο οι συντεταγµένες εξελίσσονται στον
χϱόνο. Στο παϱόν στάδιο καλούµαστε να επιλέξουµε τις αρχικές συντεταγµένες πάνω στην υπερ-
πιφάνεια Σt0 γεγονός που αϕοϱά αποκλειστικά τα µεγέϑη γij και Kij που ορίζονται στην Σt0, έτσι η
ελευθερία επιλογής αρχικών συντεταγµένων ισοδυναµεί µε την επιλογή 4 συνιστωσών γij, Kij. Μένουν
λοιπόν 12− 8 = 4 απροσδιόριστες συνιστώσες δηλαδή 2 απροσδιόριστα Ϲεύγη (γij, Kij). Οι δύο αυτοί
απροσδιόριστοι δυναµικοί ϐαθµοί ελευθερίας αντιστοιχούν στις δύο δυνατές πολώσεις ενός ϐαρυτικού
κύµατος.

Ανακεϕαλαιώνοντας, οϕείλουµε να επιλέξουµε αυθαίρετα 8 συνιστώσες και να λύσουµε τις 4 εξισώ-
σεις των περιορισµών για να ϐϱούµε τις υπόλοιπες. Στην παϱούσα µοϱϕή τους ωστόσο, οι εξισώσεις
ADM-York δεν υποδεικνύουν ποιες συνιστώσες ϑα υπολογιστούν επιλύοντας τους περιορισµούς και
ποιες ϑα επιλεγούν ελεύθερα. Με άλλα λόγια δεν υπάρχει κάποιο ϕυσικό κϱιτήϱιο που να ξεχωρίζει
τα αρχικά δεδοµένα που επιλέγουµε ελεύθερα (free data) και τα αρχικά δεδοµένα που προκύπτουν
ως λύση των περιορισµών (5.0.1)-(5.0.2) και καλούνται δεσµευµένα δεδοµένα (constrained data). Για
τον λόγο αυτό χρειάζεται να πραγµατοποιήσουµε τη λεγόµενη "σύµµορφη αποδόµηση" (comformal
decomposition) των 3+1 µεγεθών κατά York-Lichnerowicz, η οποία προσδιορίζει µε ϕυσικό τϱόπο τα
ελεύθερα και τα δεσµευµένα αρχικά δεδοµένα.
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5.1 Σύµµοϱϕοι µετασχηµατισµοί - Conformal transformations

Οϱισµός 5.2: Σύµµοϱϕος µετασχηµατισµός - Conformal transformation

΄Εστω (M, g) µια n-διάστατη διαφορίσιµη πολλαπλότητα µε Lorentzian µετϱική g. Ο σύµµορ-
ϕος µετασχηµατισµός (conformal transform/map) ορίζεται ως η ακόλουϑη ανακλιµάκωση της
µετϱικής:

gαβ(x) → g̃αβ(x) = Ω2(x)gαβ(x) (5.1.1)

όπου Ω(x), x ≡ xµ, είναι µια λεία, ϑετική ϐαϑµωτή συνάϱτηση στον M που λέγεται σύµµοϱϕος
παϱάγοντας (conformal factor). Η µετϱική g καλείται ϕυσική (physical) µετϱική ενώ η g̃ µη-
ϕυσική (unphysical) µετϱική ή σύµµοϱϕη µετϱική (conformal metric).

Σηµείωση: ΄Ενας χωϱόχϱονος (M, g) ονοµάζεται σύµµορφα επίπεδος (conformally flat) αν η µετϱική
του συνδέεται µε τη µετϱική Minkwoski µέσω ενός σύµµορφου µετασχηµατισµού: gαβ = Ω2(x)ηαβ.

Οι σύµµορφοι µετασχηµατισµοί διατηϱούν τις γωνίες µεταξύ διανυσµάτων και άϱα τις γωνίες µεταξύ
των προσανατολισµένων ολοκληϱωτικών τους γραµµών. Εποµένως οι σύµµορφοι µετασχηµατισµοί
διατηϱούν τη δοµή των κώνων ϕωτός και κατ’ επέκταση την αιτιακή δοµή µιας πολλαπλότητας (όµως
εν γένει δεν διατηϱούν χωροχρονικές αποστάσεις, εµβαδά και όγκους). Συνεπώς δύο χωϱόχϱονοι
(M, g) και (M, g̃) όπου g̃ = Ω2(x)g έχουν την ίδια αιτιακή δοµή.

Σχήµα 5.1.1: Ο σύµµοϱϕος µετασχηµατισµός απεικονίϹει τον χωχϱόνο µε µετϱική g στον χωϱόχϱονο µε (επίπεδη)
µετϱική g̃ = Ω2g, διατηϱώντας τις γωνίες µεταξύ πϱοσανατολισµένων καµπυλών. Συνεπώς οι δύο χωϱόχϱονοι
έχουν την ίδια αιτιακή δοµή.

Με ϐάση τον πιο πάνω οϱισµό, ϑεωϱούµε έναν σύµµοϱϕο µετασχηµατισµό της χωϱικής µετϱικής γ
της αϱχικής υπεϱεπιϕάνειας µε σύµµοϱϕο παϱάγοντα ψ = ψ(x) > 0, x = (t, xi):

γij = ψ4γ̃ij (5.1.2)

όπου γ̃ij είναι οι συνιστώσες της σύµµορφης µετϱικής της αρχικής υπερεπιφάνειας, τις οποίες ϑεω-
ϱούµε γνωστές διότι όπως ϑα δούµε στη συνέχεια, τις εκλαµβάνουµε ως ελεύθερα αρχικά δεδοµένα.
Επιλέξαµε να γράψουµε τον παράγοντα ψ στην τέταρτη δύναµη διότι είναι ϐολικό για τη µετέπειτα
απλοποίηση πράξεων. Με την απαίτηση γ̃ikγ̃kj = δij ϐρίσκουµε τον αντίστροφο της σχέσης (5.1.2):

γij = ψ−4γ̃ij (5.1.3)
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όπου γ̃ij είναι οι συνιστώσες του αντίστϱοϕου της σύµµοϱϕης µετϱικής. Από την ιδιότητα της οϱίϹουσας
det(κA) = κndet(A) όπου A ένας n × n πίνακας και κ µια σταϑεϱά, έχουµε det(γij) = (ψ4)3det(γ̃ij)
οπότε:

γ = ψ12γ̃ ⇔ ψ =
(γ
γ̃

)1/12
(5.1.4)

ΤονίϹουµε ότι στο σηµείο αυτό, δεν υποϑέτουµε κάποια συγκεκϱιµένη τιµή για την οϱίϹουσα της
σύµµοϱϕης µετϱικής (σε αντίϑεση µε τον BSSN ϕοϱµαλισµό όπου γ̃ = 1). Ο πϱοσδιοϱισµός του
σύµµοϱϕου παϱάγοντα ψ είναι ισοδύναµος, µέσω της πιο πάνω σχέσης, µε την επιλογή του στοιχείου
όγκου της σύµµοϱϕης χωϱικής υπεϱεπιϕάνειας καϑώς οδηγεί σε µια συγκεκϱιµένη τιµή για την
οϱίϹουσα γ̃ της σύµµοϱϕης µετϱικής. Εποµένως ο σύµµοϱϕος παϱάγοντας ϕέϱει τον ϐαϑµό ελευϑεϱίας
που σχετίϹεται µε την οϱίϹουσα γ̃ της σύµµοϱϕης µετϱικής (scaling degree of freedom), αϕήνοντας
τη σύµµοϱϕη µετϱική µε πέντε ϐαϑµούς ελευϑεϱίας (shape of the spatial geometry). Ουσιαστικά
λοιπόν, µε τον σύµµοϱϕο µετασχηµατισµό γij = ψ4γ̃ij χωϱίϹουµε τους 6 ϐαϑµούς ελευϑεϱίας της
ϕυσικής µετϱικής σε κλίµακα-στοιχείο όγκου (1 ϐαϑµός ελευϑεϱίας - ψ) και σε σχήµα (5 ϐαϑµοι
ελευϑεϱίας - γ̃ij).

5.2 Σύµµοϱϕη αποδόµηση κατά York-Lichnerowicz - York-Lichnerowicz con-
formal decomposition

5.2.1 Σύµµοϱϕη σύνδεση - Conformal connection

Το επόµενο ϐήµα είναι να εκφράσουµε τις εξισώσεις ADM-York στη γλώσσα των σύµµορφων µεγεθών
που οϱίσαµε. Πϱέπει λοιπόν να δούµε πως η ϕυσική αϕινική σύνδεση, που αντιστοιχεί στην ϕυσική
χωϱική µετϱική µετϱική γ, σχετίζεται µε τη σύµµορφη αϕινική σύνδεση της γ̃.

Σχόλιο: Στο εξής ϑα παραλείπουµε τον δείκτη "(3)" για τρισδιάστατους τανυστές/µεγέϑη που περι-
γράφουν τις υπερεπιφάνειες, οπότε ϑα συµβολίζουµε (3)Γijk ≡ Γijk,

(3)Rij ≡ Rij κ.ο.κ.

Πϱόταση 5.1: Σχέση Γijk και Γ̃ijk

Τα 3D σύµϐολα Christoffel της σύνδεσης Levi-Civita D συνδέονται µε τα σύµµοϱϕα 3D σύµϐολα
Christoffel της σύµµοϱϕης σύνδεσης Levi-Civita D̃ σύµϕωνα µε τη σχέση:

Γijk = Γ̃ijk + 2(δij∂k lnψ + δik∂j lnψ − γ̃jkγ̃
il∂l lnψ) (5.2.1)

= Γ̃ijk + 2(δijD̃k lnψ + δikD̃j lnψ − γ̃jkγ̃
ilD̃l lnψ) (5.2.2)

όπου D̃i lnψ = ∂i lnψ αϕού η ψ είναι ϐαϑµωτή συνάϱτηση.

Απόδειξη: Από τον οϱισµό των 3D συµϐόλων Christoffel σε συντεταγµένες xi:

Γijk =
1

2
γim(∂jγkm + ∂kγmj − ∂mγjk) (5.2.3)

Αντικαϑιστώντας γij = ψ4γ̃ij και γij = ψ−4γ̃ij έχουµε:

Γijk =
1

2
ψ−4γ̃im[∂j(ψ

4γ̃km) + ∂k(ψ
4γ̃mj)− ∂m(ψ

4γ̃jk)]
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=
1

2
ψ−4ψ4γ̃im(∂j γ̃km + ∂kγ̃mj − ∂mγ̃jk) +

1

2
ψ−4γ̃im(γ̃km∂jψ

4 + γ̃mj∂kψ
4 − γ̃jk∂mψ

4)

= Γ̃ijk +
1

2
ψ−4γ̃im · 4ψ3(γ̃km∂jψ + γ̃mj∂kψ − γ̃jk∂mψ)

= Γ̃ijk +
2

ψ
(δik∂jψ + δij∂kψ − γ̃jkγ̃

im∂mψ)

= Γ̃ijk + 2(δik∂j lnψ + δij∂k lnψ − γ̃jkγ̃
im∂m lnψ)

όπου οϱίσαµε Γ̃ijk =
1
2
γ̃im(∂j γ̃km + ∂kγ̃mj − ∂mγ̃jk) τα σύµµορφα 3D σύµβολα Christoffel.

Είναι εύκολο να επιβεβαιώσουµε ότι η σύµµορφη συναλλοίωτη παράγωγος της σύνδεσης Levi-Civita
D̃ είναι συµβατή µε τη σύµµορφη µετϱική:

D̃iγ̃jk = 0 (5.2.4)

Η σύµµοϱϕη χωϱική συναλλοίωτη παϱάγωγος εκϕϱάϹεται µε χϱήση των Γ̃ijk συµϐόλων Christoffel, για
παϱάδειγµα η δϱάση της στο χωϱικό διάνυσµα V δίνει:

D̃jV
i = ∂jV

i + Γ̃ijkV
k (5.2.5)

Η πιο πάνω σχέση µποϱεί να γϱαϕεί ισοδύναµα:

D̃jV
i = DjV

i − ΓijkV
k + Γ̃ijkV

k

DjV
i = D̃jV

i + (Γijk − Γ̃ijk)V
k

DjV
i = D̃jV

i + Ci
jkV

k (5.2.6)

όπου οϱίσαµε:
Ci

jk ≡ Γijk − Γ̃ijk = 2(δikD̃j lnψ + δijD̃k lnψ − γ̃jkγ̃
imD̃m lnψ) (5.2.7)

τις συνιστώσες του σύµµοϱϕου τανυστή (conformal tensor) ο οποίος πϱοκύπτει από τη διαϕοϱά των
συµϐόλων Christoffel των δύο συνδέσεων και είναι συµµετϱικός στην εναλλαγή των δύο κάτω δεικτών
του. Με παϱόµοιο συλλογισµό, µποϱούµε να επεκτείνουµε τη σχέση (5.2.6) σε χωϱικούς τανυστές T
τάξης (r, s) που οϱίϹονται στη χωϱοειδή υπεϱεπιϕάνεια Σt. Γενικά, η χωϱική συναλλοίωτη παϱάγωγος
Dk του εν λόγω τανυστή συνδέεται µε τη σύµµοϱϕη παϱάγωγο D̃k σύµϕωνα µε τη σχέση:

DkT
i1...ir

j1...js
= D̃kT

i1...ir
j1...js

+
r∑

n=1

Cin
kl T

i1...l...ir
j1...js

−
s∑

n=1

C l
kjn T

i1...ir
j1...l...js

(5.2.8)

5.2.2 Σύµµοϱϕος τανυστής Ricci & ϐαϑµωτό Ricci - Conformal Ricci tensor & Ricci scalar

Πϱοχωϱάµε τώϱα στη συσχέτιση του ϕυσικού τανυστή Ricci και του ϕυσικού ϐαθµωτού Ricci (που
υπολογίζονται από τη ϕυσική µετϱική γij) µε τα σύµµορφα οµολογά τους (που υπολογίζονται από τη
σύµµορφη µετϱική γ̃ij). Η συσχέτιση αυτή είναι απαϱαίτητη ώστε να γράψουµε τις 3+1 εξισώσεις µε
όϱους σύµµορφων ποσοτήτων.
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Πϱόταση 5.2: Σχέση Rij − R̃ij και R− R̃

Η σχέση που συνδέει τον ϕυσικό Rij και σύµµοϱϕο R̃ij τανυστή Ricci είναι:

Rij = R̃ij + D̃kC
k
ij − D̃iC

k
kj + Ck

ijC
l
lk − Ck

ilC
l
kj (5.2.9)

= R̃ij − 2D̃iD̃j lnψ − 2γ̃ijD̃mD̃
m lnψ + 4D̃i lnψD̃j lnψ − 4γ̃ijD̃m lnψD̃m lnψ (5.2.10)

Η σχέση που συνδέει το ϕυσικό R και σύµµοϱϕο R̃ ϐαϑµωτό Ricci είναι:

R = ψ−4R̃− 8ψ−5D̃2ψ (5.2.11)

όπου οϱίσαµε τον σύµµοϱϕο τελεστή Laplace: D̃2 ≡ D̃iD̃
i = γ̃ijD̃iD̃j

Απόδειξη: Από την ταυτότητα Ricci που οϱίϹει τον 3D τανυστή Riemann, έχουµε:

DjDiV
j −DiDjV

j = Rj
kjiV

k = RkiV
k (5.2.12)

Αντικαϑιστούµε τις ϕυσικές χωϱικές συναλλοίωτες παϱαγώγους µε σύµµοϱϕες ϐάσει της (5.2.8):

RijV
j = Dj(DiV

j)−Di(DjV
j)

= D̃j(DiV
j) + Cj

jlDiV
l − C l

jiDlV
j − D̃i(DjV

j)

= D̃j(D̃iV
j + Cj

ikV
k) + Cj

jl (D̃iV
l + C l

ikV
k)− C l

ji(D̃lV
j + Cj

lkV
k)− D̃i(D̃jV

j + Cj
jkV

k)

= D̃jD̃iV
j + V kD̃jC

j
ik +

XXXXXXCj
ik D̃jV

k +�����
Cj

jlD̃iV
l + Cj

jlC
l
ikV

k −XXXXXC l
ij D̃lV

j − C l
ijC

j
lkV

k

− D̃iD̃jV
j − V kD̃iC

j
jk −������

Cj
jk D̃iV

k

j↔k
= (D̃jD̃iV

j − D̃iD̃jV
j) + V jD̃kC

k
ij − V jD̃iC

k
kj + Ck

klC
l
ijV

j − C l
ikC

k
ljV

j

= R̃ijV
j + V jD̃kC

k
ij − V jD̃iC

k
kj + Ck

klC
l
ijV

j − C l
ikC

k
ljV

j

Η πιο πάνω σχέση ισχύει για κάϑε V j οπότε απαλείϕοντάς το καταλήγουµε στο Ϲητούµενο:

Rij = R̃ij + D̃kC
k
ij − D̃iC

k
kj + Ck

ijC
l
lk − Ck

ilC
l
kj (5.2.13)

Να επισηµάνουµε ότι η πιο πάνω σχέση έχει γενική ισχύ, είναι δηλαδή ο γενικός τύπος που συνδέει
τους τανυστές Ricci δύο συνδέσεων µε Ci

jk να παϱιστάνει τη διαφορά ανάµεσα στα σύµβολα Christoffel
των δύο συνδέσεων. Για την εξαγωγή της δεν υποτίθεται κάποια σχέση (π.χ σύµµορφος µετασχηµα-
τισµός) µεταξύ των δύο µετϱικών στις οποίες αντιστοιχούν οι δύο συνδέσεις.

Θα εξειδικεύσουµε τη σχέση αυτή στην πεϱίπτωση που µας ενδιαφέρει, όπου οι µετϱικές συνδέον-
ται µε τον σύµµορφο µετασχηµατισµό γij = ψ4γ̃ij ο οποίος οδηγεί στην έκφραση Ci

jk = 2(δikD̃j lnψ+

δijD̃k lnψ − γ̃jkγ̃
imD̃m lnψ). Να σηµειώσουµε ότι:

Ck
kj = 2(δkkD̃j lnψ + δkjD̃k lnψ − γ̃jkγ̃

kmD̃m lnψ)

= 2(3D̃j lnψ + D̃j lnψ − δmjD̃m lnψ)

= 6D̃j lnψ (5.2.14)
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Εποµένως D̃iC
k
kj = 6D̃iD̃j lnψ και επίσης:

D̃kC
k
ij = 2(D̃iD̃j lnψ + D̃jD̃i lnψ − γ̃ijD̃

mD̃m lnψ) = 4D̃iD̃j lnψ − 2γ̃ijD̃
mD̃m lnψ (5.2.15)

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι οι συναλλοίωτες παράγωγοι της σύνδεσης Levi-Civita D̃ µετατί-
ϑενται όταν δϱουν σε ϐαθµωτές συναρτήσεις. Αντικαθιστώντας τα αποτλέσµατα αυτά στη (5.2.13)
λαµβάνουµε:

Rij = R̃ij + 4D̃iD̃j lnψ − 2γ̃ijD̃
mD̃m lnψ − 6D̃iD̃j lnψ

+ 12(D̃i lnψD̃j lnψ + D̃j lnψD̃i lnψ − γ̃ijD̃
m lnψD̃m lnψ)

− 4(δkiD̃l lnψ + δklD̃i lnψ − γ̃ilγ̃
kmD̃m lnψ)(δlkD̃j lnψ + δljD̃k lnψ − γ̃jkγ̃

lmD̃m lnψ)

Εκτελώντας τις πϱάξεις και απλοποιώντας όµοιους όϱους καταλήγουµε:

Rij = R̃ij − 2D̃iD̃j lnψ − 2γ̃ijD̃mD̃
m lnψ + 4D̃i lnψD̃j lnψ − 4γ̃ijD̃m lnψD̃m lnψ (5.2.16)

Για τον υπολογισµό του ϐαϑµωτού Ricci, πολλαπλασιάϹουµε την παϱαπάνω σχέση µε γij = ψ−4γ̃ij

R = γijRij = ψ−4γ̃ijR̃ij − 2ψ−4γ̃ijD̃iD̃j lnψ − 2ψ−4γ̃ij γ̃ijD̃mD̃
m lnψ + 4ψ−4γ̃ijD̃i lnψD̃j lnψ

− 4ψ−4γ̃ij γ̃ijD̃m lnψD̃m lnψ

= ψ−4R̃− 2ψ−4D̃iD̃
i lnψ − 6ψ−4D̃mD̃

m lnψ + 4ψ−4D̃i lnψD̃
i lnψ − 12ψ−4D̃m lnψD̃m lnψ

= ψ−4R̃− 8ψ−4(D̃iD̃
i lnψ + D̃i lnψD̃

i lnψ) (5.2.17)

Τώϱα παϱατηϱούµε πως

D̃iD̃
i lnψ = D̃i

(D̃iψ

ψ

)
=

1

ψ
D̃iD̃

iψ − 1

ψ2
D̃iψD̃

iψ =
1

ψ
D̃iD̃

iψ − D̃i lnψD̃
i lnψ

∆ηλαδή ισχύει D̃iD̃
i lnψ + D̃i lnψD̃

i lnψ = 1
ψ
D̃iD̃

iψ και αντικαϑιστώντας στη (5.2.17) ϐϱίσκουµε
τελικά ότι το ϐαϑµωτό Ricci γϱάϕεται:

R = ψ−4R̃− 8ψ−5D̃iD̃
iψ (5.2.18)

Εισάγοντας το ϐαϑµωτό Ricci στον Χαµιλτονιανό πεϱιοϱισµό (5.0.1) λαµϐάνουµε:

8D̃2ψ − ψR̃− ψ5K2 + ψ5KijK
ij = −16πψ5ρ (5.2.19)

Στο εξής ϑα ϑεωϱήσουµε τις συνιστώσες γ̃ij της σύµµοϱϕης µετϱικής ως ελεύϑεϱα δεδοµένα, τα οποία
επιλέγουµε αυϑαίϱετα και άϱα ϑεωϱούνται γνωστά. Με αυτή την υπόϑεση και δεδοµένης της εξωτεϱικής
καµπυλότηταςKij και της πυκνότητας ενέϱγειας ρ, η εξίσωση (5.2.19) εκλαµϐάνεται ως µια ελλειπτική
εξίσωση τύπου Poisson για τον σύµµοϱϕο παϱάγοντα ψ.

5.2.3 Σύµµοϱϕη αποδόµηση της εξωτεϱικής καµπυλότητας - Conformal decomposition of
the extrinsic curvature

΄Εχουµε ϑεωϱήσει µέχϱι στιγµής έναν σύµµοϱϕο µετασχηµατισµό για τη χωϱική µετϱική, άϱα είναι
αναµενόµενο ότι ϑα αποδοµήσουµε µε σύµµοϱϕο τϱόπο και την εξωτεϱική καµπυλότητα. ΧωϱίϹουµε
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πϱώτα τις συνιστώσεςKij της εξωτεϱικής καµπυλότητας της αϱχικής υπεϱεπιϕάνειας στο άιχνο κοµµάτι
Aij και στο ίχνος K = γijKij (µέση καµπυλότητα) του τανυστή K:

Kij = Aij +
1

3
γijK (5.2.20)

ΟϱίϹουµε µε άλλα λόγια έναν άιχνο χωϱικό τανυστή A, ο οποίος είναι συµµετϱικός και έχει συνιστώσες:

Aij = Kij −
1

3
γijK (5.2.21)

Επαληϑεύουµε ότι εκ κατασκευής ο τανυστής A είναι άιχνος:

A = γijAij = γijKij −
1

3
γijγijK = K −K = 0 (5.2.22)

Θα ϑεωρήσουµε τις Aij και K ως ανεξάϱτητες συναρτήσεις, οι οποίες ϕέϱουν τους ϐαθµούς ελευ-
ϑερίας του τανυστή εξωτερικής καµπυλότητας. ΄Επειτα ϑα πάϱουµε ξεχωριστά σύµµορφους µετασχη-
µατισµούς για τα Aij και το K, χρησιµοποιώντας κατάλληλους σύµµορφους παράγοντες οι οποίοι ϑα
προσδιοριστούν µε κϱιτήϱιο να απλοποιούνται οι εκφράσεις των περιορισµών. Θεωρούµε λοιπόν δύο
γενικούς σύµµορφους µετασχηµατισµούς:

Aij = ψαÃij (5.2.23)

K = ψβK̃ (5.2.24)

όπου α, β εκϑέτες πϱος πϱοσδιοϱισµό. ΓνωϱίϹουµε ότι στους πεϱιοϱισµούς οϱµής υπεισέϱχεται ένας
όϱος απόκλισης της εξωτεϱικής καµπυλότητας, DjK

ij ο οποίος µε την αποδόµηση που ϑεωϱήσαµε ϑα
µετατϱαπεί σε απόκλιση του τανυστή A, δηλαδή DjA

ij.

DjA
ij = Dj(ψ

αÃij) = ÃijDjψ
α + ψαDjÃ

ij = ÃijD̃jψ
α + ψα(D̃jÃ

ij + Ci
jk Ã

kj + Cj
jk Ã

ik)

= D̃j(ψ
αÃij) + 2ψαÃkj(δikD̃j lnψ + δijD̃k lnψ − γ̃jkγ̃

imD̃m lnψ) + 6ψαÃikD̃k lnψ

= D̃j(ψ
αÃij) + 2ψα(ÃijD̃j lnψ + ÃikD̃k lnψ − γ̃jkÃ

kj︸ ︷︷ ︸
0

γ̃imD̃m lnψ) + 6ψαÃikD̃k lnψ

= D̃j(ψ
αÃij) + 10ψαÃijD̃j lnψ

= D̃j(ψ
αÃij) + 10ψα−1ÃijD̃jψ

= ψ−10D̃j(ψ
α+10Ãij) (5.2.25)

Η πιο πάνω σχέση µας πϱοτϱέπει να επιλέξουµε την τιµή α = −10 για σκοπούς απλοποίησης, η οποία
αντιστοιχεί στο λεγόµενο "Momentum-constraint scaling". Με αυτή την επιλογή:

Aij = ψ−10Ãij (5.2.26)

Ισοδύναµα, πολλαπλασιάϹοντας µε την ποσότητα γikγjl = ψ8γ̃ikγ̃jl για να κατεϐάσουµε τους δείκτες,
έχουµε:

Aij = ψ−2Ãij (5.2.27)
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Θέτοντας α = −10 oι αποκλίσεις των Aij και Ãij συνδέονται µέσω της σχέσης:

DjA
ij = ψ−10D̃jÃ

ij (5.2.28)

οπότε DjA
ij = 0 αν και µόνο αν D̃jÃ

ij = 0.

Για να ϐϱούµε τον εκϑέτη β, γράφουµε τους περιορισµούς ορµής µε όϱους σύµµορφων µεγεθών:

Dj(K
ij − γijK) = 8πji

Dj

(
Aij − 2

3
γijK

)
= 8πji

DjA
ij − 2

3
γijDjK = 8πji

ψ−10D̃jÃ
ij − 2

3
γijD̃jK = 8πji

ψ−10D̃jÃ
ij − 2

3
ψ−4γ̃ij(βψβ−1K̃D̃jψ + ψβD̃jK̃) = 8πji

ψ−10D̃jÃ
ij − 2

3
βψβ−5K̃γ̃ijD̃jψ − 2

3
ψβ−4γ̃ijD̃jK̃ = 8πji (5.2.29)

Πϱοκειµένου να απλοποιήσουµε την πιο πάνω έκϕϱαση, επιλέγουµε β = 0 οπότε η µέση καµπυλότητα
K παϱαµένει σύµµοϱϕα αναλλοίωτη (conformal invariant):

K = K̃ (5.2.30)

Εϕόσον η µέση καµπυλότητα είναι ϐαθµωτό µέγεθος, η χωϱική συναλλοίωτη παράγωγος ανάγεται
στη µεϱική παράγωγο. ∆εν υπάρχει λοιπόν κάποιο πλεονέκτηµα στο να µετασχηµατίσουµε τη µέση
καµπυλότητα, αντιθέτως ένας τέτοιος σύµµορφος µετασχηµατισµός ϑα εισήγαγε περισσότερους όϱους
στις εξισώσεις των περιορισµών. Συνεπώς αφήνουµε την K ως έχει.

Ο Χαµιλτονιανός περιορισµός, µε τη σύµµορφη αποδόµηση Kij = Aij + 1
3
γijK όπου Aij = ψ−10Ãij

παίϱνει τη µοϱϕή:

8D̃2ψ − ψR̃ + ψ5
(
Aij +

1

3
γijK

)(
Aij +

1

3
γijK

)
− ψ5K2 = −16πψ5ρ

8D̃2ψ − ψR̃ + ψ5
(
AijA

ij +
1

3
K2
)
− ψ5K2 = −16πψ5ρ

8D̃2ψ − ψR̃ + ψ−7ÃijÃ
ij − 2

3
ψ5K2 = −16πψ5ρ (5.2.31)

Οι πεϱιοϱισµοί οϱµής πϱοκύπτουν άµεσα από τη (5.2.29) ϑέτοντας β = 0

D̃jÃ
ij − 2

3
ψ6γ̃ijD̃jK = 8πψ10ji (5.2.32)

Σηµείωση: Σε ορισµένες περιπτώσεις, για να εξασφαλίσουµε τη µοναδικότητα των λύσεων των περιορ-
ισµών, χρειάζεται να κάνουµε µια σύµµορφη ανακλιµάκωση των όϱων ύλης-ενέϱγειας ρ και ji.
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5.3 Conformal transverse-traceless (CTT) decomposition

Ο σκοπός του conformal transverse-traceless (CTT) decomposition είναι να αναλύσει τον τανυστή
Ã κατά τϱόπο που να καταδεικνύει ποιες συνιστώσες του µποϱούν να προσδιοριστούν από τους πε-
ϱιορισµούς ορµής. Αυτό επιτϱέπει τη µετατροπή των περιορισµών ορµής (5.2.32) σε ένα σύστηµα 3
εξισώσεων µε 3 αγνώστους, οι οποίοι µαϹί µε τον σύµµορφο παράγοντα ψ (που πϱοκύπτει ως λύση του
Χαµιλτονιανού περιορισµού) ϑα αποτελούν τα δεσµευµένα αρχικά δεδοµένα.

Οι εξισώσεις των περιορισµών όντας ελλειπτικής ϕύσεως, αϕοϱούν µόνο το διάµηκες (longitudinal)
κοµµάτι ενός δυναµικού πεδίου όπως το Ã ενώ το εγκάρσιο (transverse) κοµµάτι παϱαµένει ελεύθερο
(δυναµικοί ϐαθµοί ελευθερίας). Χρειάζεται εποµένως να αναλύσουµε πεϱαιτέϱω τις συνιστώσες Ãij

αξιοποιώντας µια γενίκευση του ϑεωρήµατος Helmholtz, το οποίο αναϕέϱει ότι κάϑε οµαλό διανυσ-
µατικό πεδίο F γράφεται ως άθροισµα µιας εγκάρσιας (µε µηδενική απόκλιση) συνιστώσας και µιας
διαµήκους (µε µηδενικό στροβιλισµό) συνιστώσας: F = FT+FL. Γενικεύοντας το ϑεώϱηµα Helmholtz
σε τανυστές 2ης τάξης, παίϱνουµε την πιο κάτω πρόταση:

Πϱόταση 5.3: Longitudinal & Transverse-traceless decomposition

Κάϑε συµµετϱικός, άιχνος τανυστής 2ης τάξης µε συνιστώσες Sij µποϱεί να αναλυϑεί ως άϑϱοισµα
ενός εγκάϱσιου (µε µηδενική απόκλιση) συµµετϱικού άιχνου τανυστή SijTT και ενός διαµήκους
συµµετϱικού άιχνου τανυστή SijL , ο οποίος πϱοκύπτει από τη δϱάση του διαµήκους τελεστή L σε
ένα διανυσµατικό δυναµικό W :

Sij = SijTT + SijL = SijTT + (LW )ij (5.3.1)

όπου L είναι ο διαµήκης τελεστής (longitudinal operator) ή σύµµορφος τελεστής Killing (confor-
mal Killing operator) του οποίου η δϱάση στο διανυσµατικό πεδίο W ορίζεται:

(LW )ij ≡ DiW j +DjW i − 2

3
γijDkW

k (5.3.2)

Ο 2ης τάξης τανυστής LW λέγεται σύµµορφη µοϱϕή Killing (conformal Killing form) που σχετίζε-
ται µε το διανυσµατικό δυναµικό W .

ΕϕαϱµόϹουµε την πιο πάνω πϱόταση για να αναλύσουµε τον Ãij σε εγκάϱσιο και διάµηκες κοµµάτι
(όπου και τα δύο είναι συµµετϱικά, άιχνα):

Ãij = ÃijTT + ÃijL = ÃijTT + (L̃W )ij (5.3.3)

όπου το εγκάϱσιο κοµµάτι έχει εξ’ οϱισµού µηδενική απόκλιση:

D̃jÃ
ij
TT = 0 (5.3.4)

και µηδενικό ίχνος
γ̃ijÃ

ij
TT = 0 (5.3.5)

147



Κεϕ. 5 Κατασκευή Αϱχικών ∆εδοµένων

Το διαµήκες κοµµάτι εκϕϱάϹεται µέσω του conformal Killing operator L̃ που αντιστοιχεί στη σύνδεση
D̃ της σύµµοϱϕης µετϱικής γ̃.

ÃijL = (L̃W )ij = D̃iW j + D̃jW i − 2

3
γ̃ijD̃kW

k (5.3.6)

Είναι εύκολο να δούµε ότι µε τον τϱόπο που τον οϱίσαµε, ο τανυστής (L̃W )ij είναι συµµετρικός και
άιχνος.

Με ϐάση αυτή την ανάλυση, η απόκλιση του Ãij γράφεται στη µοϱϕή:

D̃jÃ
ij = D̃jÃ

ij
L = D̃j(L̃W )ij

= D̃j

(
D̃iW j + D̃jW i − 2

3
γ̃ijD̃kW

k
)

= D̃jD̃
iW j + D̃jD̃

jW i − 2

3
D̃iD̃kW

k
)

= R̃i
kW

k + D̃iD̃jW
j + D̃jD̃

jW i − 2

3
D̃iD̃kW

k

= D̃jD̃
jW i +

1

3
D̃iD̃jW

j + R̃i
jW

j ≡ ∆̃LW
i (5.3.7)

ΟϱίϹουµε τον σύµµορφο διανυσµατικό τελεστή Laplace (conformal vector Laplacian), ο οποίος συµ-
ϐολίζεται ∆̃L, ως τον εξής δεύτεϱης τάξης ελλειπτικό διαφορικό τελεστή:

∆̃LW
i ≡ D̃j(L̃W )ij = D̃jD̃

jW i +
1

3
D̃iD̃jW

j + R̃i
jW

j (5.3.8)

Η ύπαϱξη και η µοναδικότητα της ανάλυσης του Ãij σε διαµήκη και εγκάρσια συνιστώσα είναι ισοδύ-
ναµη µε την ύπαϱξη µοναδικής λύσης στην εξίσωση τύπου Poisson (5.3.8), για τις συνιστώσες W i.
Αποδεικνύεται [4] ότι για τις περιπτώσεις που παρουσιάζουν ϕυσικό ενδιαφέρον, δηλαδή:

(i) η υπεϱεπιϕάνεια Σt0 είναι κλειστή (συµπαγής χωϱίς σύνοϱο)

(ii) η υποπολλαπλότητα (Σt0 ,γ) είναι ασυµπτωτικά επίπεδη (µε τη συνϑήκη ∂k∂lγ̃ij = O(r−3) ώστε
να εϕαϱµόϹεται το ϑεώϱηµα Cantor)

µποϱούµε πράγµατι να πραγµατοποιήσουµε την ανάλυση Ãij = ÃijTT + ÃijL µε µοναδικό τϱόπο.

Εξετάσαµε πως πϱοκύπτει το διαµήκες κοµµάτι του Ãij οπότε ϑα µελετήσουµε τώϱα πως κατασκευάζε-
ται το εγκάρσιο κοµµάτι ÃijTT . Η κατασκευή ενός εγκάρσιου τανυστή δηλαδή ενός τανυστή µε µηδενική
απόκλιση, όπως ο ÃijTT που είναι επίσης συµµετρικός και άιχνος, γίνεται ξεκινώντας από έναν γενικό
συµµετρικό άιχνο τανυστή M̃ ij. Το εγκάρσιο κοµµάτι του M̃ ij το ϑέτουµε να είναι ίσο µε τη Ϲητούµενη
συνιστώσα ÃijTT :

ÃijTT = M̃ ij
TT = M̃ ij − (L̃Y )ij (5.3.9)

όπου Y είναι ένα διανυσµατικό δυναµικό το οποίο πϱέπει να πϱοσδιοϱίσουµε. Η διαϕοϱική εξίσωση
που πϱέπει να επιλυϑεί για τον υπολογισµό των συνιστωσών Y i πϱοκύπτει αν πάϱουµε την απόκλιση
του M̃ ij και ακολουϑήσουµε τα ίδια ϐήµατα που οδήγησαν στην (5.3.7):

∆̃LY
i = D̃jM̃

ij = D̃jD̃
jY i +

1

3
D̃iD̃jY

j + R̃i
jY

j (5.3.10)
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5.3. Conformal transverse-traceless (CTT) decomposition

5.3.1 CTT εκδοχή των πεϱιοϱισµών - CΤΤ form of the constraints

Από την ανάλυση της εξωτερικής καµπυλότητας στον άιχνο τανυστή Aij και στο ίχνος της K (µέση
καµπυλότητα) και τον µετέπειτα σύµµορφο µετασχηµατισµό Aij = ψ−10Ãij καταλήξαµε στις σχέσεις
(5.2.31), (5.2.32) για τον Χαµιλτονιανό περιορισµό και τους περιορισµούς ορµής αντίστοιχα. Είδαµε
ότι µε την CTT ανάλυση Ãij = ÃijTT + (L̃W )ij. Η απόκλιση του Ãij που εµφανίζεται στους περι-
ορισµούς ορµής, γράφεται τώϱα D̃jÃ

ij = ∆̃LW
i. Συνεπώς οι περιορισµοί ορµής γράφονται ως ένα

σύστηµα συζευγµένων ελλειπτικών διαφορικών εξισώσεων για τις τϱεις συνιστώσες W i, i = 1, 2, 3 του
διανυσµατικού δυναµικού:

∆̃LW
i − 2

3
ψ6γ̃ijD̃jK = 8πψ10ji (5.3.11)

Ο Χαµιλτονιανός περιορισµός παϱαµένει ως έχει, αποτελεί δηλαδή µια µη-γϱαµµική ελλειπτική
εξίσωση για τον σύµµορφο παράγοντα ψ, η οποία ονοµάζεται εξίσωση Lichnerowicz:

8D̃2ψ − ψR̃ + ψ−7ÃijÃ
ij − 2

3
ψ5K2 = −16πψ5ρ (5.3.12)

όπου πϱέπει τώϱα να ϑυµόµαστε ότι Ãij = ÃijTT + (L̃W )ij.

Αυτό που έχουµε πετύχει µε τη σύµµορφη αποδόµηση των δυναµικών µεταβλητών µέσω του Con-
formal Transverse-Traceless (CTT) decomposition, είναι ότι έχουµε αποµονώσει τις 4 δεσµευµένες
µεταβλητές που προσδιορίζονται µέσω των περιορισµών, οι οποίες είναι:

� 1 σύµµοϱϕος παϱάγοντας ψ (επίλυση Hamiltonian constraint)

� 3 συνιστώσες W i του διανυσµατικού δυναµικού (επίλυση Momentum constraints)

Οι ελεύϑεϱες µεταϐλητές, τα δεδοµένα δηλαδή που επιλέγονται αυϑαίϱετα στη Σt0, είναι:

� 5 συνιστώσες γ̃ij της σύµµοϱϕης µετϱικής

� 1 ϐαϑµωτή συνάϱτηση που αντιστοιχεί στη µέση καµπυλότητα K

� 2 συνιστώσες ÃijTT για το σύµµοϱϕο, εγκάϱσιο και άιχνο κοµµάτι της εξωτεϱικής καµπυλότητας

µαϹί ϐέϐαια µε τους όϱους ρ, ji που αϕοϱούν στο ενεργειακό περιεχόµενο του υπό µελέτη αστρο-
ϕυσικού χωϱόχϱονου. Συνοψίζουµε τα αποτελέσµατα του CTT decomposition στο πιο κάτω εδάφιο.

Conformal Transverse-Traceless (CTT) decomposition

∆εδοµένων των ελεύθερων µεταβλητών γ̃ij, Ã
ij
TT , K και των πηγών ύλης-ενέϱγειας ρ, ji, που

επιλέγονται ανάλογα µε τα (αστρο)ϕυσικά χαρακτηριστικά του υπό µελέτη χωϱόχϱονου, οι εξ-
ισώσεις των περιορισµών στα πλαίσια του CTT decomposition είναι:

(A) Χαµιλτονιανός πεϱιοϱισµός (Εξίσωση Lichnerowicz):

8D̃2ψ − ψR̃ + ψ−7[ÃTTij + (L̃W )ij][Ã
ij
TT + (L̃W )ij]− 2

3
ψ5K2 = −16πψ5ρ (5.3.13)

ο οποίος εκλαµβάνεται ως µια ελλειπτική διαφορική εξίσωση τύπου Poisson για τον σύµ-
µορφο παράγοντα ψ
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(B) Πεϱιοϱισµοί οϱµής:

∆̃LW
i − 2

3
ψ6γ̃ijD̃jK = 8πψ10ji (5.3.14)

οι οποίοι εκλαµϐάνονται ως τϱεις ελλειπτικές διαϕοϱικές εξισώσεις για τις τϱεις συνιστώσες
W i , i = 1, 2, 3 του διανυσµατικού δυναµικού

Μετά την επίλυση του συστήµατος (5.3.13)-(5.3.14) η ϕυσική λύση για τις µεταϐλητές (γij, Kij)
που πεϱιγϱάϕουν την Σt0 επανακτάται σύµϕωνα µε τις σχέσεις:

γij = ψ4γ̃ij (5.3.15)

Kij = ψ−10
[
ÃijTT + (L̃W )ij

]
+

1

3
γijK (5.3.16)

Σηµείωση: ΄Οπως είδαµε, η κατασκευή ενός τανυστή µε µηδενική απόκλιση, δηλαδή ενός εγκάρσιου
τανυστή, δεν είναι τετριµµένη. Κατ’ ακϱίϐεια, για να προσδιορίσουµε τις συνιστώσες ÃijTT που ϑα χρησι-
µοποιηθούν ως ελεύθερες µεταβλητές, γράφουµε: ÃijTT = M̃ ij − (L̃Y )ij όπου M̃ ij οι συνιστώσες ενός
γενικού συµµετρικού άιχνου τανυστή και Y i οι συνιστώσες ενός διανυσµατικού δυναµικού το οποίο
οϕείλουµε να προσδιορίσουµε από την εξίσωση ∆̃LY

i = D̃ijM̃
ij. Μποϱούµε λοιπόν να ενσωµατώ-

σουµε αυτή την ανάλυση σε µια εναλλακτική εκδοχή των CTT περιορισµών, γράφοντας:

Ãij = ÃijTT + (L̃W )ij = M̃ ij − (L̃Y )ij + (L̃W )ij = M̃ ij + [L̃(W − Y )]ij = M̃ ij + (L̃V )ij (5.3.17)

όπου χρησιµοποιήσαµε τη γραµµικότητα του τελεστή L̃ και οϱίσαµε V = W − Y . Αντί των ÃijTT ,
ελεύθερες µεταβλητές είναι τώϱα οι συνιστώσες M̃ ij που είναι ευκολότερο να κατασκευαστούν ενώ το
διανυσµατικό δυναµικό πϱος προσδιορισµό είναι το V .

Η CTT αποδόµηση των περιορισµών µε αυτές τις µεταβλητές δίνει την εξίσωση:

8D̃2ψ − ψR̃ + ψ−7[M̃ij + (L̃V )ij][M̃
ij + (L̃V )ij]− 2

3
ψ5K2 = −16πψ5ρ (5.3.18)

για τον Χαµιλτονιανό πεϱιοϱισµό και τις εξισώσεις:

∆̃LV
i + D̃jM̃

ij − 2

3
ψ6γ̃ijD̃jK = 8πψ10ji (5.3.19)

για τους πεϱιοϱισµούς οϱµής. Οι πιο πάνω συϹευγµένες εξισώσεις των πεϱιοϱισµών λύνονται ως πϱος
ψ, V i αϕότου καϑοϱιστούν οι ελεύϑεϱες µεταϐλητές γ̃ij, M̃ ij, K και οι πηγές ρ, ji.

5.4 Αϱχικά δεδοµένα που πεϱιγϱάϕουν µελανές οπές - Black Hole Initial
Data

5.4.1 Αϱχικά δεδοµένα µελανής οπής Schwarzschild - Schwarzschild black hole initial data

Σε αυτή την ενότητα ϑα αναζητήσουµε λύσεις των εξισώσεων των περιορισµών στα πλαίσια του CTT
decomposition, οι οποίες ϑα οδηγήσουν σε αρχικά δεδοµένα που αντιστοιχούν στον χωϱόχϱονο
Schwarzschild γύϱω από µία µελανή οπή. Θα ϑεωρήσουµε δηλαδή την πεϱίπτωση του ασυµπτωτικά
επίπεδου κενού χωϱόχϱονου γύϱω από µια σϕαιϱική κατανοµή ύλης, οπότε ρ = 0 και ji = 0.
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5.4. Αϱχικά δεδοµένα που πεϱιγϱάϕουν µελανές οπές - Black Hole Initial Data

Επιπρόσθετα, επιλέγουµε:
ÃijTT = 0 (5.4.1)

η οποία είναι µια συνηϑισµένη επιλογή καϑότι ελαχιστοποιεί τη ϐαϱυτική ακτινοϐολία (junk radiation)
που πεϱιέχεται στην αϱχική υπεϱεπιϕάνεια, µιας και οι δυναµικοί ϐαϑµοί ελευϑεϱίας (ϐαϱυτικά
κύµατα) είναι συνυϕασµένοι µε τους ϐαϑµούς ελευϑεϱίας του ÃijTT . Ακόµη, επιλέγουµε τη συνϑήκη
"maximal slicing" για την αϱχική υπεϱεπιϕάνεια, απαιτούµε δηλαδή να έχει τέτοιο σχήµα που να
µεγιστοποιεί τον 3-όγκο της (maximal hypersurface). Αυτό είναι ισοδύναµο µε τον µηδενισµό της
µέσης καµπυλότητας της υπεϱεπιϕάνειας:

K = 0 (5.4.2)

Επίσης, υποϑέτουµε ότι η ϕυσική χωϱική µετϱική γ της αϱχικής υπεϱεπιϕάνειας είναι σύµµοϱϕα
επίπεδη (conformally flat), πϱάγµα που σηµαίνει ότι η σύµµοϱϕη µετϱική είναι επίπεδη:

γ̃ij = fij (5.4.3)

όπου f µια επίπεδη Riemmanian µετϱική. Σηµειώνουµε ότι εν γένει δεν µποϱούµε να υποθέσουµε
ότι µια τυχαία χωροειδής υπερεπιφάνεια είναι σύµµορφα επίπεδη, αποδεικνύεται όµως ότι οι υπ-
ερεπιφάνειες µε σϕαιϱικά συµµετρική χωϱική µετϱική είναι πάντοτε σύµµορφα επίπεδες. ΄Ενα διαγ-
νωστικό εργαλείο που καταδεικνύει κατά πόσο µια χωϱική µετϱική είναι σύµµορφα επίπεδη, είναι ο
τανυστής Cotton-York (γνωστός και ως τανυστής Bach):

Bij = εiklDk

(
Rj

l −
1

4
Rδjl

)
(5.4.4)

µε εijk το πλήϱως αντισυµµετρικό σύµβολο Levi-Civita. Ο πιο πάνω τανυστής µηδενίζεται αν και µόνο
αν η χωϱική γεωµετϱία µιας 3D υπερεπιφάνειας είναι σύµµορφα επίπεδη.

Με αυτές τις παραδοχές η D̃i ανάγεται στην επίπεδη συναλλοίωτη παράγωγο (και σε καρτεσιανές
συντεταγµένες όπου τα σύµβολα Christoffel µηδενίζονται, στη µεϱική παράγωγο), οπότε D̃2 = ∆ µε
∆ η Λαπλασιανή του επίπεδου χώϱου και L̃ = L. Επίσης εφόσον γ̃ij = fij ισχύει R̃ij = 0 άϱα R̃ = 0.
Οι εξισώσεις των περιορισµών γίνονται:

8∆ψ + ψ−7(LW )ij(LW )ij = 0 (5.4.5)

∆LW
i = 0 (5.4.6)

Παϱατηϱούµε ότι οι εξισώσεις των πεϱιοϱισµών έχουν αποσυϹευχϑεί (λόγω της επιλογής K = 0) και
µποϱούν να λυϑούν ξεχωϱιστά, µε τις συνοϱιακές συνϑήκες (σε σϕαιϱικές συντεταγµένες):

ψ → 1 , r → ∞ (5.4.7)

W i → 0 , r → ∞ (5.4.8)

Οι συνοριακές συνθήκες αυτές είναι απόρροια της ασυµπτωτικά επίπεδης γεωµετϱίας του χωϱόχϱονου.
Αναλόγως της τοπολογίας της αρχικής υπερεπιφάνειας Σt0, προκύπτουν επιπρόσθετες εσωτεϱικές
συνοριακές συνθήκες που καθορίζουν τις λύσεις ψ,W i.

• Αν η τοπολογία είναι Σt0 = R3, δεν προκύπτουν επιπρόσθετες συνοριακές συνθήκες και η λύση

151



Κεϕ. 5 Κατασκευή Αϱχικών ∆εδοµένων

στην (5.4.6) είναι W i = 0 για κάϑε i οπότε η (5.4.5) γίνεται:

∆ψ = 0 στην Σt0 (5.4.9)

Η λύση της πιο πάνω εξίσωσης Laplace µε συνοϱιακή συνϑήκη ψ(r → ∞) = 1 είναι ψ = 1 παντού.
Αυτό οδηγεί στα εξής αϱχικά δεδοµένα:

γij = fij , Kij = 0 (5.4.10)

Συνεπώς η αρχική υπερεπιφάνεια είναι ο επίπεδος τρισδιάστατος χώϱος, δηλαδή ένα χωροειδές υπ-
ερεπίπεδο του χωϱόχϱονου Minkowski. Ο χωϱόχϱονος που αντιστοιχεί σε Kij = 0 ονοµάζεται στιγµι-
αία στατικός (momentarily static) ή χϱονικά συµµετρικός (time symmetric) υπό την έννοια ότι το ds2

παϱαµένει αναλλοίωτο όταν t→ −t.

• Αν η τοπολογία είναι Σt0 = R3\B, δηλαδή ο R3 εκτός από µια µπάλα µε σύνοϱο µια 2-σϕαίϱα S ,
τότε µποϱούµε να επιϐάλουµε επιπλέον συνοριακές συνθήκες στην εσωτεϱική συνοριακή επιϕάνεια
S . Μια απλή επιλογή εσωτεϱικών συνοριακών συνθηκών είναι W |S = 0 και ψ|S = 1 που οδηγεί πάλι
σε µια επίπεδη χωϱοειδή υπερεπιφάνεια του χωϱόχϱονου Minkowski. Η ενδιαφέρουσα πεϱίπτωση
πϱοκύπτει όταν ϑεωρήσουµε εσωτεϱικές συνοριακές συνθήκες του τύπου:

W |S = 0 και S κλειστή ελάχιστη επιϕάνεια της (Σt0 ,γ) (5.4.11)

Η πϱώτη δίνει W i = 0. Η δεύτεϱη αναϕέϱει ότι η επιϕάνεια S γίνεται ελάχιστη (minimal 2-sphere
όσον αϕοϱά στον όγκο που πεϱικλείει). Αυτό σηµαίνει ότι η µέση καµπυλότητά της µηδενίϹεται ή
ισοδύναµα το κάϑετο µοναδιαίο διάνυσµα s σ’ αυτή έχει µηδενική απόκλιση:

Dis
i
∣∣
S = 0 (5.4.12)

Η πιο πάνω συνϑήκη γϱάϕεται στον σύµµοϱϕο ϕοϱµαλισµό ως:

D̃i(ψ
6si)
∣∣
S = D̃i(ψ

4s̃i)
∣∣
S = 0 ⇔ 1√

f

∂

∂xi

(√
fψ4s̃i

)∣∣∣
S
= 0 (5.4.13)

µε s̃i = ψ2si οι συνιστώσες του σύµµοϱϕου µοναδιαίου κάϑετου διανύσµατος s̃ στη S και f = det(fij).

Σχήµα 5.4.1.1: Αρχική 3D υπερεπιφάνεια Σt0 = R
3\B όπου B µπάλα µε σύνοϱο τη 2-σϕαίϱα S (εδώ αναπαρίσ-

ταται ως κύκλος), η οποία έχει µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα s ως πϱος τη ϕυσική µετϱική γ και s̃ = ψ2s ως πϱος
τη σύµµορφη µετϱική γ̃. (a): Εµβάπτιση της (Σt0 , γ̃) στον χωϱόχϱονο όπου γ̃ij = fij µε fij οι συνιστώσες της
επίπεδης ευκλείδειας µετϱικής τουR3. (β): Εµβάπτιση της (Σt0 ,γ) στον χωϱόχϱονο µε γij = ψ4fij . Παϱατηϱούµε
ότι Dis

i
∣∣
S = 0, δηλαδή η S είναι ελάχιστη επιϕάνεια της (Σt0 ,γ).
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5.4. Αϱχικά δεδοµένα που πεϱιγϱάϕουν µελανές οπές - Black Hole Initial Data

Θεωϱώντας τώϱα σϕαιϱικές συντεταγµένες xi = (r, θ, φ) και ότι η S είναι σϕαίϱα ακτίνας r = b,
s̃i = (1, 0, 0) και fij = diag(1, r2, r2 sin θ), η συνϑήκη S = ελάχιστη επιϕάνεια, ισοδυναµεί µε την
ακόλουϑη µεικτή (τύπου Newmann/Dirichlet) συνοϱιακή συνϑήκη:

1

r2
∂

∂r
(ψ4r2)

∣∣∣
r=b

= 0 ⇔
(∂ψ
∂r

+
ψ

2r

)∣∣∣
r=b

= 0 (5.4.14)

Η πιο πάνω εσωτεϱική συνοϱιακή συνϑήκη σε συνδυασµό µε την ψ(r → ∞) = 1 δίνει την εξής λύση
για την εξίσωση Laplace ∆ψ = 0:

ψ = 1 +
b

r
(5.4.15)

Αποµένει ο πϱοσδιοϱισµός της σταϑεϱάς b. Θα εκϕϱάσουµε τη σταϑεϱά αυτή συναϱτήσει της µάϹας
ADM που πεϱιέχει η 3D υπεϱεπιϕάνεια Σt0. Η µάϹα ADM εκϕϱάϹει τη συνολική µάϹα και ενέϱγεια
ενός αποµονωµένου ϐαϱυτικού συστήµατος µε ασυµπτωτικά επίπεδη γεωµετϱία, όπως τη µετϱάει
ένας παϱατηϱητής που ϐϱίσκεται στο άπειϱο. Συνεπώς η µάϹα ADM µετϱάει τη συνολική µάϹα που
πεϱιέχεται σε έναν ασυµπτωτικά επίπεδο χωϱόχϱονο και εν πϱοκειµένω εϕόσον ασχολούµαστε µε τον
χωϱόχϱονο Schwarzschild, η µάϹα ADM ταυτίϹεται µε τη µάϹα M της µελανής οπής Schwarzschild:
M = MADM . Στην ψευδο-ισοτϱοπική ϐαϑµίδα (quasi-isotropic gauge) που πϱονοεί γ̃ij = fij +
O(r−1+ε) µε ε > 0, η µάϹα ADM της Σt0 δίνεται από τον τύπο:

MADM = − 1

2π
lim
r→∞

∮
Sr

Diψs
idS (5.4.16)

όπου Sr µια 2-σϕαίϱα ακτίνας r µε στοιχείο επιϕάνειας dS και µε κάθετο µοναδαίο διάνυσµα (κατευ-
ϑυνόµενο πϱος τα έξω) που έχει συνιστώσες si. Για την Σt0 ο πιο πάνω τύπος δίνει:

M =MADM = − 1

2π
lim
r→∞

∮
Sr

∂ψ

∂r
r2 sin θdθdφ = lim

r→∞

∫ π

0

b

r2
r2 sin θdθ = 2b (5.4.17)

Τελικά λοιπόν γϱάϕοντας b =M/2 ο σύµµοϱϕος παϱάγοντας είναι:

ψ = 1 +
M

2r
(5.4.18)

Καταλήγουµε σε µια αρχική υπερεπιφάνεια Σt0 µε µηδενική εξωτερική καµπυλότητα (χϱονικά συµ-
µετρική):

Kij = 0 (5.4.19)

και χωϱική µετϱική:

γij = ψ4fij =
(
1 +

M

2r

)4
diag(1, r2, r2 sin θ) (5.4.20)

η οποία δεν είναι τίποτα άλλο παϱά η επαγόµενη µετϱική µιας υπερεπιφάνειας σταθερού χρόνου του
χωϱόχϱονου Schwarzschild, σε σϕαιϱικές ισοτϱοπικές συντεταγµένες. Πρακτικά, λύσαµε µέσω του
CTT ϕορµαλισµού την εξίσωση Einstein στο κενό, λαµβάνοντας αρχικά δεδοµένα που αντιστοιχούν σε
µια µελανή οπή Schwarzschild. Στην επόµενη ενότητα ϑα δούµε ότι αυτή η διαδικασία γενικεύεται
άµεσα για την κατασκευή αρχικών δεδοµένων που αντιστοιχούν σε έναν αυθαίρετο αριθµό µελανών
οπών Schwarzschild (αρχικά δεδοµένα Brill-Lindquist).

Οι ισοτϱοπικές σϕαιϱικές συντεταγµένες (r, θ, ϕ) που περιγράφουν την Σt0 = R3\B µποϱούν να
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επεκταθούν µε αναλυτικό τϱόπο από r ∈ [M/2,∞) σε r ∈ (0,∞), όπου στη ϑέση r = M/2 ϐρίσκεται
η ελάχιστη επιϕάνεια S δηλαδή o "λαιµός" της µελανής οπής. Είναι εύκολο να δούµε ότι η νέα συν-
τεταγµένη r̂ που ορίζεται:

r̂ =
M2

4r
(5.4.21)

καλύπτει την πεϱιοχή r̂ ∈ (0,M/2]. Ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων r → r̂ = M2/4r είναι µια
ισοµετϱία διότι η µετϱική στη νέα πεϱιοχή, που αποτελεί επέκταση της αϱχικής υπεϱεπιϕάνειας του
χωϱόχϱονου Schwarzschild, ταυτίϹεται µε την παλιά µετϱική και συγκεκϱιµένα:

dl2 = γ̂ijdx̂
idx̂j =

(
1 +

M

2r̂

)4
(dr̂2 + r̂2dθ2 + r̂2 sin2 θdφ2) (5.4.22)

Μποϱούµε να µετονοµάσουµε την r̂ σε r ώστε η νέα εκτεταµένη συντεταγµένη r ∈ (0,∞) να περι-
γράφει την εκτεταµένη Riemannian υποπολλαπλότητα (Σ′

t0
,γ ′) µε τοπολογία S2 × R και µετϱική

γ′|Σt0
= γ µε την γ′ να είναι λεία στον λαιµό S . Η περιοχή γύϱω από την S που µοιάϹει µε σωλήνα

λέγεται γέφυρα Einstein-Rosen. Στην άλλη πλευϱά του λαιµού (r < M/2) υπάρχει η ασυµπτωτικά
επίπεδη υπερεπιφάνεια στην οποία αναφερθήκαµε προηγουµένως, που είναι ισοµετϱική (όµοια) µε
την Σt0 (ένα "παϱάλληλο σύµπαν" αιτιακά ασύνδετο µε το δικό µας r > M/2) και το χωϱικό της άπειϱο
αντιστοιχεί στην περιοχή r → 0. Μποϱούµε εποµένως να ϑεωρήσουµε ότι η Σ′

t0
πϱοκύπτει αν "κολλή-

σουµε" στον λαιµό S της Σt0 ένα αντίγραφό της. Συνοψίζοντας, οι εκτεταµένες ισοτϱοπικές σϕαιϱικές
συντεταγµένες επεκτείνουν την αρχική υπερεπιφάνεια στην (Σ′

t0
,γ ′), καλύπτοντας τις περιοχές I και

III του διαγράµµατος Kruskal-Szekeres.

Σχήµα 5.4.1.2: ∆ιάγραµµα που απεικονίϹει την υπερεπιφάνεια σταθερού χρόνου Σ′
t0 του χωϱόχϱονου

Schwarzschild σε σϕαιϱικές ισοτϱοπικές συντεταγµένες (µε θ = π/2). Η ελάχιστη επιϕάνεια S στη ϑέση r =M/2
παϱιστάνει τον λαιµό της γέφυρας Einstein-Rosen ανάµεσα στις δύο ισοµετϱικές ασυµπτωτικά επίπεδες περιοχές.

5.4.2 Αϱχικά δεδοµένα Brill-Lindquist & Misner - Brill-Lindquist & Misner initial data

Με τις συνοϱιακές συνϑήκες που ϑεωϱήσαµε, ο Χαµιλτονιανός πεϱιοϱισµός ανάγεται σε µια εξίσωση
Laplace για τον σύµµοϱϕο παϱάγοντα:

∆ψ = 0 (5.4.23)
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5.4. Αϱχικά δεδοµένα που πεϱιγϱάϕουν µελανές οπές - Black Hole Initial Data

Η Λαπλασιανή ∆ είναι γϱαµµικός τελεστής, πϱάγµα που συνεπάγεται ότι ο γϱαµµικός συνδυασµός δύο
ή πεϱισσότεϱων λύσεων της ∆ψ = 0 είναι επίσης λύση της. Μποϱούµε να χϱησιµοποιήσουµε αυτή την
ιδιότητα της υπέϱϑεσης για να κατασκευάσουµε αϱχικά δεδοµένα που πεϱιγϱάϕουν αυϑαίϱετο αϱιϑµό
µελανών οπών. ΘεωϱούµεN (µη-πεϱιστϱεϕόµενες) µελανές οπές, όπουMn η µάϹα "bare mass" (χωϱίς
την ενέϱγεια αλληλεπίδϱασης µε άλλες οπές) της n-οστής µελανής οπής η οποία ϐϱίσκεται (στιγµιαία)
σε ηϱεµία στο σηµείο µε συντεταγµένες xin. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το "ϐαϱυτικό πεδίο"
σε ένα σηµείο xi. Θέτουµε rn ≡ |xi − xin| την απόσταση του κέντϱου της n-οστής µελανής οπής από
το σηµείο αναϕοϱάς. Από την υπέϱϑεση των λύσεων που πεϱιγϱάϕουν κάϑε µια µεµονωµένη µελανή
οπή, παίϱνουµε τα λεγόµενα αϱχικά δεδοµένα Brill-Lindquist [46]:

ψ = 1 +
N∑
n=1

Mn

2rn
(5.4.24)

Η πιο πάνω λύση παϱέχει τη µετϱική µιας αρχικής υπερεπιφάνειας σταθερού χρόνου που περιέχει N
µελανές οπές και ισχύει µόνο κατά την αρχική χϱονική στιγµή όπου Kij = 0 και ο χωϱόχϱονος είναι
στιγµιαία στατικός. Τη χϱονική στιγµή αυτή ο χωϱόχϱονος περιέχει µάϹα ίση µε MADM =

∑
nMn. Η

χϱονική εξέλιξη της αρχικής υπερεπιφάνειας πϱοκύπτει µε εφαρµογή των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης
που είναι µη-γϱαµµικές, εποµένως δεν µποϱούµε να ανακτήσουµε την πλήϱη λύση από το άθροισµα
των επιµέϱους λύσεων που αϕοϱούν µεµονωµένες µελανές οπές.

Στην πεϱίπτωση N = 2, τα αρχικά δεδοµένα Brill-Lindquist αναπαριστούν δύο µελανές οπές που
είναι αρχικά ακίνητες σε µια απόσταση d = |xi1 − xi2| η µία από την άλλη.

ψ = 1 +
M1

2r1
+
M2

2r2
(5.4.25)

Η πεϱίπτωση αυτή παϱουσιάϹει ιδιαίτερο αστροφυσικό ενδιαφέρον διότι η χϱονική της εξέλιξη προ-
σοµοιώνει µια µετωπική σύγκϱουση και συγχώνευση των δύο µελανών οπών (binary black holes),
η οποία συνοδεύεται από εκποµπή ϐαρυτικών κυµάτων. Τα ϐαρυτικά κύµατα µεταϕέϱουν ενέϱγεια
µακϱιά από το σύστηµα των µελανών οπών και αυτό επαληθεύεται από τις αριθµητικές προσοµοιώ-
σεις, που καταδεικνύουν πως η ενιαία µελανή οπή που σχηµατίζεται µετά τη συγχώνευση έχει µάϹα
µικϱότεϱη από M1 +M2.

Τα κέντρα xin των µελανών οπών είναι ιδιόµορφα και εξαιρούνται από την υποπολλαπλότητα Σt0,
η οποία µποϱεί να ϑεωρηθεί ως ο ευκλείδειος χώϱος R3 από τον οποίο έχουµε αφαιρέσει N σηµεία
που ονοµάζονται οπές (punctures): Σt0 = R3\{On} όπου On το σηµείο µε συντεταγµένες xin.

Ο ορίζοντας κάϑε µελανής οπής, µε την επέκταση συντεταγµένων, παϱιστάνει το λαιµό µιας γέφυ-
ϱας Einstein-Rosen έτσι τα αρχικά δεδοµένα Brill-Lindquist αναπαριστούν το δικό µας σύµπαν να
συνδέεται µέσω N γεφυρών Einstein-Rosen µε N ασυµπτωτικά επίπεδα "παϱάλληλα σύµπαντα". Εν
πϱοκειµένω τα παϱάλληλα σύµπαντα δεν είναι ισοµετϱικά µε το δικό µας. Κατά συνέπεια, ένα διά-
γραµµα εµβάπτισης για τη λύση Brill-Lindquist ενός χωϱόχϱονου µε N µελανές οπές µποϱεί να
περιέχει έως N + 1 µη-ισοµετϱικά ασυµπτωτικά επίπεδα σύµπαντα.
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Σχήµα 5.4.2.1: ∆ιάγϱαµµα εµϐάπτισης που απεικονίϹει την υπεϱεπιϕάνεια σταϑεϱού χϱόνου η οποία αντιστοιχεί
σε αϱχικά δεδοµένα Brill-Lindquist που πεϱιγϱάϕουν δύο στατικές µελανές οπές. Σε αυτή την τοπολογία υπάϱχουν
τϱία µη-ισοµετϱικά ασυµπτωτικά επίπεδα σύµπαντα.

Ο Misner [47] κατασκεύασε αρχικά δεδοµένα που περιγράφουν πάλι N στατικές µελανές οπές µε
ισάριθµες γέφυρες Einstein-Rosen, οι οποίες όµως καταλήγουν όλες σε ένα ασυµπτωτικά επίπεδο
παϱάλληλο σύµπαν ισοµετϱικό µε το δικό µας. Με άλλα λόγια, τα αρχικά δεδοµένα Misner περ-
ιλαµβάνουν N γέφυρες που ενώνουν µόνο δύο ισοµετϱικά σύµπαντα. Η τοπολογία της Σt0 είναι ο
ευκλείδειος χώϱος από τον οποίο αϕαιϱούµε N µπάλες Bn που έχουν κέντρο το κέντρο των µελανών
οπών: Σt0 = R3\{Bn}. Tα αρχικά δεδοµένα Misner εξάγονται µε τη ϐοήθεια της µεθόδου σϕαιϱικής
αντιστροφής ειδώλων (spherical inversion images) µε τη χϱήση τελεστών αντιστροφής Jk, k = 1, . . . , N
για κάϑε µελανή οπή. Η λύση για τον σύµµορφο παράγοντα περιλαµβάνει µια απειροσειρά µε πόλους.
Παραθέτουµε τη λύση στην ειδική πεϱίπτωση ενός χωϱόχϱονου µε δύο µελανές οπές ίδιας µάϹας κεν-
τραρισµένες στον άξονα z σε κυλινδρικές συντεταγµένες, όπου το χωϱικό στοιχείο µήκους γράφεται:

dl2 = ψ4(dρ2 + ρ2dφ2 + dz2) (5.4.26)

µε σύµµοϱϕο παϱάγοντα ο οποίος, σύµϕωνα µε τη µέϑοδο του Misner, πϱοκύπτει [48]:

ψ = 1 +
∞∑
n=1

1

sinh(nµ)

(
1√

ρ2 + (z + zn)2
+

1√
ρ2 + (z − zn)2

)
(5.4.27)

όπου συµϐολίσαµε zn ≡ coth (nµ) µε µ µια ελεύϑεϱη παϱάµετϱος που σχετίϹεται µε τα ϕυσικά
χαϱακτηϱιστικά του συστήµατος των µελανών οπών. Η παϱάµετϱος συνδέεται µε τη µάϹα ADM του
χωϱόχϱονου σύµϕωνα µε τον τύπο:

MADM = 4
∞∑
n=1

1

sinh(nµ)
(5.4.28)

Το ιδιο-διάστηµαL κατά µήκος της χωροειδούς γεωδαισιακής που συνδέει τους δύο λαιµούς πϱοκύπτει:

L = 2

(
1 + 2µ

∞∑
n=1

n

sinh(nµ)

)
(5.4.29)

∆ιαπιστώνουµε ότι η παϱάµετϱος µ καϑοϱίϹει τη µάϹα και την απόσταση µεταξύ των δύο µελανών οπών
και ειδικότεϱα καϑοϱίϹει τον λόγο L/MADM του δυαδικού συστήµατος.
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Σχήµα 5.4.2.2: ∆ιάγϱαµµα εµϐάπτισης που απεικονίϹει την υπεϱεπιϕάνεια σταϑεϱού χϱόνου η οποία αντιστοιχεί
σε αϱχικά δεδοµένα Misner που πεϱιγϱάϕουν δύο στατικές µελανές οπές. Σε αυτή την τοπολογία υπάϱχουν δύο
ισοµετϱικά ασυµπτωτικά επίπεδα σύµπαντα που συνδέονται µε δύο γέϕυϱες Einstein-Rosen.

5.4.3 Αϱχικά δεδοµένα Bowen-York - Bowen-York initial data

Στις δύο προηγούµενες ενότητες µελετούσαµε στατικές µελανές οπές σε χϱονικά συµµετρικές αρ-
χικές υπερεπιφάνειες (Kij = 0), όπου οι περιορισµοί ορµής έδιναν W i = 0 για κάϑε i και σύµφωνα
µε τις επιλογές µας για τις ελεύθερες µεταβλητές πϱοέκυπτε Kij = 0. Σε αυτές τις περιπτώσεις η
γεωµετϱία καθορίζεται από τη χωϱική µετϱική και κατ’ επέκταση από τον σύµµορφο παράγοντα ψ
που πϱοκύπτει ως λύση του Χαµιλτονιανού περιορισµού. Στην παϱούσα ενότητα ϑα εξετάσουµε πιο
ϱεαλιστικές περιπτώσεις µελανών οπών, ειδικότερα µελανές οπές που ϕέϱουν οϱµή και στροφορµή
(περιστρέφονται). Ο χωϱόχϱονος τώϱα παύει να είναι χϱονικά συµµετρικός µιας και οι Bowen και
York [49] ϐϱήκαν µη-τετϱιµµένες λύσεις των περιορισµών ορµής για το διανυσµατικό δυναµικό W i,
έτσι η εξωτερική καµπυλότητα της αρχικής υπερεπιφάνειας δεν µηδενίζεται. Η τοπολογία της αρχικής
υπερεπιφάνειας είναι ο ευκλείδειος τρισδιάστατος χώϱος εξαιρουµένης µιας σηµειακής πηγής ύλης
στο σηµείο O που λέγεται οπή (puncture):

Σt0 = R3\{O} (5.4.30)

Για χωϱόχϱονο µε κινούµενες ή και περιστρεφόµενες µελανές οπές, οι υποθέσεις µας σχετικά µε τα
ελεύθερα δεδοµένα είναι: επίπεδη σύµµορφη µετϱική γ̃ij = fij, µηδενικό εγκάρσιο κοµµάτι του σύµ-
µορφου άιχνου µέϱους της εξωτερικής καµπυλότητας ÃijTT = 0 και µεγιστικός τεµαχισµός (maximal
slicing) που προνοεί K = 0. Θεωρούµε ακόµη ότι ο υπό µελέτη χωϱόχϱονος είναι κενός, οπότε ρ = 0
και ji = 0. Ο Χαµιλτονιανός περιορισµός γίνεται:

8∆ψ + ψ−7(L̃W )ij(L̃W )ij = 0 (5.4.31)

ενώ οι πεϱιοϱισµοί οϱµής αποσυϹεύγνυνται από τον Χαµιλτονιανό πεϱιοϱισµό και σε καϱτεσιανές
συντεταγµένες (γ̃ij = δij) λαµϐάνουν τη µοϱϕή:

∆̃LW
i = 0

Cartesian⇒ ∂j∂jW
i +

1

3
∂i∂jW

j = 0 (5.4.32)

Η πιο πάνω διαφορική εξίσωση είναι γραµµική και οι λύσεις της W i λέγονται λύσεις Bowen-York.
Θα εξάγουµε τις λύσεις Bowen-York που περιγράφουν µεµονωµένη (i) περιστρεφόµενη και (ii) κινού-
µενη µελανή οπή, και λόγω της γραµµικότητας της (5.4.32) η υπέρθεση των δύο λύσεων αποτελεί τη
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γενική λύση για µελανή οπή που ϕέϱει οϱµή καθώς και στροφορµή. Η γενική λύση για µία µελανή
οπή επεκτείνεται ακολούϑως σε συστήµατα πολλών µελανών οπών, µε εφαρµογή πάλι της αρχής της
υπέρθεσης, µε την κάϑε οπή να ϕέϱει τη δική της οϱµή και στροφορµή.

Πϱόταση 5.4: Λύση Bowen-York για πεϱιστϱεϕόµενη (rotating) µελανή οπή

Η εξίσωση των πεϱιοϱισµών οϱµής (5.4.32) επιδέχεται τη λύση Bowen-York:

W i = εijk
xj
r3
Jk (5.4.33)

όπου xi = (x, y, z) οι καϱτεσιανές συντεταγµένες, r2 = xixi = x2 + y2 + z2 και J i οι συνιστώσες
ενός σταϑεϱού (σε καϱτεσιανές συντεταγµένες) διανύσµατος, που αντιπϱοσωπεύει τη στϱοϕοϱµή
που πεϱιέχει η υπεϱεπιϕάνεια Σt0 (στϱοϕοϱµή της µελανής οπής).

Απόδειξη:

Θα αντικαταστήσουµε W i = εijk
xj
r3
Jk στην παράσταση ∂m∂mW

i + 1
3
∂i∂mW

m για να δείξουµε ότι
µηδενίζεται. Υπενθυµίζουµε ότι η σύµµορφη επίπεδη µετϱική σε καρτεσιανές συντεταγµένες είναι
fij = δij και χρησιµοποιούµε:

∂mxj = δmj

∂mr = ∂m
√
xixi =

1

2
√
xixi

(δimxi + δmix
i) =

xm
r

ΥπολογίϹουµε τη µεϱική παϱάγωγο του W i:

∂mW
i = εijkJk

(∂mxj
r3

− 3
xj
r4
∂mr

)
= εijkJk

(δmj
r3

− 3
xj
r4
xm
r

)
= εijkJk

1

r3

(
δmj − 3

xmxj
r2

)
Τώϱα για m = i η πιο πάνω έκϕϱαση δίνει:

∂iW
i = εijk︸︷︷︸

antisym.

Jk
1

r3

(
δij − 3

xixj
r2

)
︸ ︷︷ ︸

sym

= 0 (5.4.34)

όπου το πλήϱως αντισυµµετρικό σύµβολο Levi-Civita είναι, όπως δηλώνει το όνοµα του, αντισυµ-
µετρικό στην εναλλαγή i↔ j ενώ ο όϱος στην παρένθεση είναι συµµετρικός στην εναλλαγή i↔ j, άϱα
η συστολή τους δίνει µηδέν. ΄Αϱα ο δεύτερος όϱος της ∂m∂mW i+ 1

3
∂i∂mW

m µηδενίζεται. Αποµένει να
δείξουµε ότι µηδενίζεται και ο πρώτος.

∂n∂mW
i = εijkJk

(−3)

r4
∂nr
(
δmj − 3

xmxj
r2

)
+ εijkJk

(−3)

r3
∂n
(xmxj

r2

)
= −3εijkJk

1

r3

[xn
r2

(
δmj − 3

xmxj
r2

)
+
δnmxj + δnjxm

r2
− 2

xmxjx
n

r4

]
= −3εijkJk

1

r5

(
xnδmj − 3

xmxjx
n

r2
+ δnmxj + δnjxm − 2

xmxjx
n

r2

)
= −3εijkJk

1

r5

(
xnδmj + xjδ

n
m + xmδ

n
j − 5

xmxjx
n

r2

)
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Για n = m έχουµε:

∂m∂mW
i = −3εijkJk

1

r5

(
xmδmj + xjδ

m
m + xmδ

m
j − 5

xmxjx
m

r2

)
= −3εijkJk

1

r5
(xj + 3xj + xj − 5xj) = 0

Καταλήγουµε λοιπόν ότι η W i = εijk
xj
r3
Jk ικανοποιεί την εξίσωση ∂m∂mW

i + 1
3
∂i∂mW

m = 0 άϱα
αποτελεί λύση Bowen-York των περιορισµών ορµής.

΄Εχοντας υπολογίσει τις συνιστώσες W i του διανυσµατικού δυναµικού, προσδιορίζουµε το διαµήκες
κοµµάτι ÃijL δρώντας στο W µε τον διαµήκη τελεστή:

ÃijL = (L̃W )ij = ∂iW j + ∂jW i − 2

3
δij ∂kW

k︸ ︷︷ ︸
0

= ∂i
(
εjmk

xm
r3
Jk

)
+ ∂j

(
εimk

xm
r3
Jk

)
= εjmkJk

(δim
r3

− 3
xm
r4
xi

r

)
+ εimkJk

(δjm
r3

− 3
xm
r4
xj

r

)
= Jk

(εjik
r3

− 3
εjmkxmx

i

r5

)
+ Jk

(εijk
r3

− 3
εimkxmx

j

r5

)
= − 3

r5
Jkxm(ε

jmkxi + εimkxj) (5.4.35)

Η εξωτεϱική καµπυλότητα υπολογίϹεται (υπενϑυµίϹουµε ότι ÃijTT = 0 και K = 0):

Kij = Aij +
1

3
γij���*

0
K = ψ−10Ãij = ψ−10(�

��>
0

ÃijTT + ÃijL ) = − 3

r5
Jkxmψ

−10(εjmkxi + εimkxj) (5.4.36)

Αυτή είναι η εξωτερική καµπυλότητα Bowen-York που περιγράφει µια υπερεπιφάνεια σταθερού χρό-
νου στον χωϱόχϱονο γύϱω από περιστρεφόµενη µελανή οπή. Ο σύµµορφος παράγοντας ψ προσ-
διορίζεται από τον χαµιλτονιανό περιορισµό µε µεθόδους όπως η puncture method.

Πϱόταση 5.5: Λύση Bowen-York για κινούµενη (boosted) µελανή οπή

Η εξίσωση των πεϱιοϱισµών οϱµής (5.4.32) επιδέχεται τη λύση Bowen-York:

W i = − 1

4r

(
7P i +

xi

r2
xkP

k
)

(5.4.37)

όπου xi = (x, y, z) οι καϱτεσιανές συντεταγµένες, r2 = xixi = x2 + y2 + z2 και P i οι συνιστώσες
ενός σταϑεϱού (σε καϱτεσιανές συντεταγµένες) διανύσµατος, που αντιπϱοσωπεύει την οϱµή που
πεϱιέχει η υπεϱεπιϕάνεια Σt0 (οϱµή της µελανής οπής).

Απόδειξη:
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΄Οπως προηγουµένως, ϑα αντικαταστήσουµε W i = − 1
4r

(
7P i + xi

r2
xkP

k
)

στην παράσταση ∂m∂mW
i +

1
3
∂i∂mW

m για να δείξουµε ότι µηδενίζεται.

∂mW
i =

xm
4r3

(
7P i +

xi

r2
xkP

k
)
− P k

4r

(δimxk + xiδmk
r2

− 2
xixkxm
r4

)
=

1

4r3

(
7xmP

i +
xixkxm
r2

P k − P kxkδ
i
m − P kxiδmk + 2P kx

ixkxm
r2

)
=

1

4r3

(
7xmP

i + 3
xixkxm
r2

P k − P kxkδ
i
m − Pmx

i
)

Για i = m έχουµε:

∂mW
m =

1

4r3

(
7xmP

m + 3
xmxkxm

r2
P k − P kxkδ

m
m − Pmx

m
)

=
1

4r3

(
7xmP

m + 3xkP
k − 3xkP

k − Pmx
m
)

=
3

2r3
xmP

m

Η δεύτεϱης τάξης µεϱική παϱάγωγος ισούται µε:

∂n∂mW
i =

−3xn

4r5

(
7xmP

i + 3
xixkxm
r2

P k − P kxkδ
i
m − Pmx

i
)

+
1

4r3

(
7δnmP

i + 3
δinxkxm + xiδnkxm + xixkδ

n
m

r2
P k − 6

xixkxmx
n

r4
P k − P kδnkδ

i
m − Pmδ

in
)

Για n = m έχουµε:

∂m∂mW
i =

−3xm

4r5

(
7xmP

i + 3
xixkxm
r2

P k − P kxkδ
i
m − Pmx

i
)

+
1

4r3

(
7δmmP

i + 3
δimxkxm + xiδmkxm + xixkδ

m
m

r2
P k − 6

xixkxmx
m

r4
P k − P kδmkδ

i
m − Pmδ

im
)

=
−3

4r5

(
7r2P i + xixkP

k
)
+

1

4r3

(
21P i + 15

xixk
r2

P k − 6
xixk
r2

P k − 2P i
)

=
3

2r5
xixkP

k − 1

2r3
P i

Συνολικά λοιπόν:

∂m∂mW
i +

1

3
∂i∂mW

m =
3

2r5
xixkP

k − 1

2r3
P i +

1

2
Pm
(
− 3xixm

1

r5
+
δim
r3

)
=

3

2r5
xixkP

k − 1

2r3
P i − 3

2r5
xixmP

m +
1

2r3
P i

= 0

Εποµένως η W i = − 1
4r

(
7P i + xi

r2
xkP

k
)

πράγµατι ικανοποιεί τους περιορισµούς ορµής ∂m∂mW i +
1
3
∂i∂mW

m = 0 άϱα αποτελεί λύση Bowen-York.

160



5.4. Αϱχικά δεδοµένα που πεϱιγϱάϕουν µελανές οπές - Black Hole Initial Data

Από το πιο πάνω διανυσµατικό δυναµικό υπολογίζουµε το διαµήκες κοµµάτι ÃijL δρώντας στο W
µε τον διαµήκη τελεστή:

ÃijL = (L̃W )ij = ∂iW j + ∂jW i − 2

3
δij∂kW

k

= ∂i
[
− 1

4r

(
7P j +

xj

r2
xkP

k
)]

+ ∂j
[
− 1

4r

(
7P i +

xi

r2
xkP

k
)]

− δij

r3
xkP

k

=
1

4r3

(
7xiP j + 3

xixjxk
r2

P k − δijP kxk − xjP i
)
+

1

4r3

(
7xjP i + 3

xixjxk
r2

P k − δijP kxk − xiP j
)

− δij

r3
xkP

k

=
3

2r3

[
xiP j + xjP i −

(
δij − xixj

r2

)
xkP

k
]

(5.4.38)

Μποϱούµε τώϱα να υπολογίσουµε την αντίστοιχη εξωτεϱική καµπυλότητα:

Kij = ψ−10ÃijL = ψ−10 3

2r3

[
xiP j + xjP i −

(
δij − xixj

r2

)
xkP

k
]

(5.4.39)

η οποία περιγράφει την υπερεπιφάνεια σταθερού χρόνου στον χωϱόχϱονο γύϱω από κινούµενη µελανή
οπή.

Από τη γραµµικότητα των εξισώσεων των περιορισµών, η υπέρθεση των δύο λύσεων Bowen-York (για
περιστρεφόµενη και κινούµενη µελανή οπή) είναι επίσης λύση Bowen-York για τους περιορισµούς
ορµής. Λαµβάνουµε λοιπόν την πιο κάτω πρόταση για τη γενική λύση Bowen-York των περιορισµών
ορµής σε καρτεσιανές συντεταγµένες:

Πϱόταση 5.6: Γενική λύση Bowen-York

Η γενική λύση Bowen-York των πεϱιοϱισµών οϱµής (5.4.32) είναι:

W i = − 1

4r

(
7P i +

xi

r2
xkP

k
)
+

1

r3
εijkxjJk (5.4.40)

όπου xi οι καρτεσιανές συντεταγµένες, r2 = xixi, εijk το πλήϱως αντισυµµετρικό σύµβολο Levi-
Civita και P i, J i είναι έξι πραγµατικές σταθερές (παϱάµετϱοι) που αντιπροσωπεύουν την οϱµή
και τη στροφορµή αντίστοιχα που ϕέϱει η αρχική υπερεπιφάνεια Σt0 = R3\{O} (οϱµή και στρο-
ϕορµή µελανής οπής).

Το σύµµορφο άιχνο κοµµάτι της εξωτερικής καµπυλότητας που αντιστοιχεί στη γενική λύση
Bowen-York είναι:

Ãij = (L̃W )ij =
3

2r3

[
xiP j + xjP i −

(
δij − xixj

r2

)
xkP

k
]
+

3

r5
Jkxm(ε

jkmxi + εikmxj) (5.4.41)
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5.4.4 Φυσική εϱµηνεία των παϱαµέτϱων της λύσης Bowen-York - Physical interpretation of
the Bowen-York solution parameters

Στην προηγούµενη παράγραφο ισχυϱιστήκαµε ότι οι τϱεις παϱάµετϱοι P i αντιπροσωπεύουν τις συνιστ-
ώσες της ορµής, ενώ οι τϱεις παϱάµετϱοι J i παριστάνουν τις συνιστώσες της στροφορµής που ϕέϱει
η υπερεπιφάνεια, που περιέχει την (µεταϕοϱικά) κινούµενη και περιστρεφόµενη µελανή οπή. Προ-
χωράµε στην απόδειξη του ισχυρισµού αυτού πεϱί της ϕυσικής σηµασίας των παϱαµέτϱων (P i, Si),
χρησιµοποιώντας τις έννοιες της γραµµικής ορµής ADM και της στροφορµής ADM που ϕέϱει µια 3D
υπερεπιφάνεια ενός ασυµπτωτικά επίπεδου χωϱόχϱονου.

H οϱµή ADM είναι µια καθολική ϕυσική ποσότητα που περιγράφει την οϱµή που ϕέϱει µια 3D
υπερεπιφάνεια που ανήκει σε έναν ασυµπτωτικά επίπεδο χωϱόχϱονο. Σχετίζεται µε τη συµµετρία της
Χαµιλτονιανής του ϐαρυτικού πεδίου κάτω από χωϱικές µετατοπίσεις. Μετράται στο σύνοϱο της υπ-
ερεπιφάνειας, το οποίο ϑεωρούµε ως µια 2-σϕαίϱα µε ακτίνα που τείνει στο άπειϱο:

PADM
i =

1

8π
lim
r→∞

∮
Sr

(Kij − δijK)sjdS (5.4.42)

όπου Kij η εξωτερική καµπυλότητα της υπερεπιφάνειας, K = γijK
ij η µέση καµπυλότητα και Sr

µια 2-σϕαίϱα ακτίνας r µε στοιχείο επιϕάνειας dS και µε κάθετο µοναδαίο διάνυσµα (κατευθυνόµενο
πϱος τα έξω) που έχει συνιστώσες si.

H στροφορµή ADM είναι µια καθολική ϕυσική ποσότητα που περιγράφει τη στροφορµή που ϕέϱει µια
3D υπερεπιφάνεια που ανήκει σε έναν ασυµπτωτικά επίπεδο χωϱόχϱονο. Συνδέεται µε τη συµµετρία
της Χαµιλτονιανής του ϐαρυτικού πεδίου κάτω από περιστροφές. Μετράται, κατ’ αναλογία µε τα άλλα
ADM µεγέϑη, στο σύνοϱο της υπερεπιφάνειας, το οποίο ϑεωρούµε ως µια 2-σϕαίϱα µε ακτίνα που
τείνει στο άπειϱο:

JADMi =
1

8π
εijk lim

r→∞

∮
Sr

xj(Kkm − δkmK)smdS (5.4.43)

µε τα διάφορα µεγέϑη να ορίζονται όπως στην πεϱίπτωση της ADM ορµής.

Η εξωτερική καµπυλότητα που αντιστοιχεί στη γενική λύση Bowen-York, δεδοµένου ότι έχουµε
επιλέξει ÃijTT = 0 και K = 0, δίνεται:

Kij = Aij = ψ−10Ãij = ψ−10
{ 3

2r3

[
xiP j + xjP i −

(
δij − xixj

r2

)
xkP

k
]
+

3

r5
Jkxm(ε

jkmxi + εikmxj)
}

(5.4.44)
Ο σύµµοϱϕος παϱάγοντας ψ πϱοκύπτει από την επίλυση του χαµιλτονιανού πεϱιοϱισµού, µε χϱήση
της puncture method. Εντούτοις για τον υπολογισµό της οϱµής/στϱοϕοϱµής ADM χϱειαϹόµαστε
την εξωτεϱική καµπυλότητα Bowen-York µόνο στο χωϱικό άπειϱο της υπεϱεπιϕάνειας όπου λόγω της
ασυµπτωτικής επιπεδότητας έχουµε ψ(r → ∞) = 1. ΄Αϱα στο όϱιο r → ∞:

lim
r→∞

Kij = Ãij =
3

2r3

[
xiP j + xjP i −

(
δij − xixj

r2

)
xkP

k
]

︸ ︷︷ ︸
O(1/r2)

+
3

r5
Jkxm(ε

jkmxi + εikmxj)︸ ︷︷ ︸
O(1/r3)

(5.4.45)

Πϱοχωϱάµε στον υπολογισµό της οϱµής ADM µε την παϱατήϱηση ότι ο δεύτεϱος όϱος της (5.4.45)
που πεϱιέχει την παϱάµετϱο J i ϕϑίνει ως 1/r3 και δεν συνεισϕέϱει στο ολοκλήϱωµα. Σηµειώνουµε ότι
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σε καϱτεσιανές συντεταγµένες si = xi/r.

PADM
i =

1

8π
lim
r→∞

∮
Sr

3

2r3

[
xiPj + xjPi −

(
δij −

xixj
r2

)
xkP

k
]
xjr sin θdθdφ

=
3

16π
lim
r→∞

∮
Sr

1

r2
(xix

jPj + xjxjPi) sin θdθdφ

=
3

16π
lim
r→∞

(
Pj

∫ 2π

0

∫ π

0

xix
j

r2
sin θdθdφ+ Pi

∫ 2π

0

∫ π

0

sin θdθdφ sin θdθdφ
)

όπου: ∫ 2π

0

∫ π

0

sin θdθdφ = 4π (5.4.46)

και:∫ 2π

0

∫ π

0

xix
j

r2
sin θdθdφ = δij

∫ 2π

0

∫ π

0

(xj)2

r2
sin θdθdφ = δij

1

3

∫ 2π

0

∫ π

0

r2

r2
sin θdθdφ =

4π

3
δij (5.4.47)

΄Αϱα τελικά:

PADM
i =

3

16π

(4π
3
Pi + 4πPi

)
= Pi (5.4.48)

Επιϐεϐαιώνουµε δηλαδή ότι οι τϱεις παϱάµετϱοι Pi της λύσης Bowen-York ταυτίζονται µε τις συνιστώσες
PADM
i της ορµής ADM που περιέχει η υπερεπιφάνεια, η οποία αποδίδεται στην µελανή οπή.

Πεϱνάµε στον υπολογισµό της στροφορµής ADM, στον οποίο δεν συνεισφέρει ο πρώτος όϱος της
(5.4.45) που περιέχει την παϱάµετϱο P i, αλλά µόνο ο όϱος µε J i. Γράφουµε την υπό ολοκλήρ-
ωση ϐαθµωτή ποσότητα σε καρτεσιανές συντεταγµένες όπου το κάθετο µοναδιαίοι διάνυσµα στη
σϕαίϱα si = xi/r και το στοιχείο επιφανείας της σϕαίϱας γράφεται σε σϕαιϱικές συντεταγµένες
dS = r2 sin θdθdφ. Καθότι K = 0 παίϱνουµε:

JADMi =
1

8π
lim
r→∞

∮
Sr

εijkx
jKklxl r sin θdθdφ (5.4.49)

Στην έκϕϱαση (5.4.45) για την εξωτεϱική καµπυλότητα στο όϱιο r → ∞, κϱατάµε µόνο τη συνεισϕοϱά
του όϱου που πεϱιέχει J i. ΄Ετσι οι τέσσεϱις πϱώτοι όϱοι του πιο πάνω ολοκληϱώµατος γϱάϕονται:

εijkx
jKklxl = εijkx

j 3

r5
Jmxnxl(ε

kmnxl + εlmnxk) =
3

r5
Jmxl[x

jxn(δ
m
iδ
n
j − δniδ

m
j )x

l + xjxnεijkε
lmnxk︸ ︷︷ ︸

0

]

=
3

r5
Jix

nxnx
lxl −

3

r5
Jjx

jxix
lxl =

3

r
Ji −

3

r3
Jjx

jxi

Εποµένως:

JADMi =
3

8π
lim
r→∞

∮
Sr

(
Ji −

1

r2
Jjx

jxi

)
sin θdθdφ

=
3

8π
lim
r→∞

(
Ji

∫ 2π

0

∫ π

0

sin θdθdφ− Jj

∫ 2π

0

∫ π

0

xjxi
r2

sin θdθdφ
)
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=
3

8π

(
4πJi − Jjδij

∫ 2π

0

∫ π

0

(xj)2

r2
sin θdθdφ

)
=

3

8π

(
4πJi −

4π

3
Ji

)
= Ji (5.4.50)

Καταλήγουµε λοιπόν ότι οι τϱεις παϱάµετϱοι Ji της λύσης Bowen-York ταυτίζονται µε τις συνιστώσες
JADMi της στροφορµής ADM που περιέχει η αρχική υπερεπιφάνεια, η οποία οφείλεται στην παϱουσία
της µελανής οπής.

5.4.5 Λύση του Χαµιλτονιανού πεϱιοϱισµού: Puncture method

Η γενική λύση Bowen-York (5.4.40) αποτελεί µια αναλυτική λύση των εξισώσεων των περιορισµών
ορµής στο κενό, για χωϱόχϱονο που ϕέϱει οϱµή και στροφορµή. Για να ανακατασκευάσουµε τις
δυναµικές µεταβλητές (γij, Kij) στην αρχική υπερεπιφάνεια, χρειάζεται να υπολογίσουµε τον σύµ-
µορφο παράγοντα ψ από τον Χαµιλτονιανό περιορισµό (5.4.5), µε δεδοµένο το διανυσµατικό δυναµικό
Bowen-York.

∆ψ +
1

8
ψ−7ÃijÃ

ij = 0 ⇔ ∆ψ +
1

8
ψ−7(LW )ij(LW )ij = 0 (5.4.51)

όπου οι συνιστώσες W i του διανυσµατικού δυναµικού δίνονται από τη γενική λύση Bowen-York
(5.4.40). Η παραπάνω εξίσωση είναι µια µη-γϱαµµική ελλειπτική διαφορική εξίσωση ως πϱος ψ η
οποία δεν λύνεται αναλυτικά, οπότε αναζητούµε αριθµητικές λύσεις ή λύσεις που εκφράζονται ως
ανάπτυγµα των παϱαµέτϱων P i, J i όπου κϱατάµε όϱους µέχϱι µια συγκεκριµένη τάξη. Εξετάζοντας τη
λύση Schwarzschild ψ = 1+M/2r που πϱοκύπτει όταν W i = 0, είναι δηλαδή η λύση της οµογενούς
εκδοχής της (5.4.51) (εξίσωση Laplace), αναµένουµε ότι και στην πεϱίπτωση της µη-οµογενούς εξίσω-
σης ο σύµµορφος παράγοντας ϑα αποκλίνει στα κέντρα των µελανών οπών. Την ίδια συµπεριφορά
παϱουσιάϹει µάλιστα και το διανυσµατικό δυναµικό W i της λύσης Bowen-York. Πϱέπει λοιπόν να
χειριστούµε κατάλληλα τις ιδιοµορφίες που υπάρχουν στα κέντρα των µελανών οπών του χωϱόχϱονου,
ώστε ο σύµµορφος παράγοντας να πϱοκύψει οµαλός.

Η πϱώτη µέϑοδος λέγεται "conformal imaging" και στηρίζεται στην απαίτηση να υπάρχει "συµµετρία
σε σϕαιϱικές αντιστροφές" (spherical inversion symmetry) γύϱω από τους λαιµούς των µελανών οπών,
σε αναλογία µε την µέϑοδο που ακολούϑησε ο Misner. Εξ’ ού και η µέϑοδος αυτή οδηγεί σε αρ-
χικά δεδοµένα που αποτελούν γενίκευση των αρχικών δεδοµένων του Misner, όπου τώϱα η εξωτερική
καµπυλότητα είναι η Bowen-York. Κατ’ αυτό τον τϱόπο αϕαιϱούµε από το χωϱίο ολοκλήρωσης το
εσωτεϱικό των λαιµών µελανών οπών, που περιέχει τις ιδιοµορφίες, και λύνουµε την (5.4.51) µόνο
στο εξωτερικό των λαιµών. Για την λύση απαιτούνται συνοριακές συνθήκες: (i) στο σύνοϱο της υπ-
ερεπιφάνειας, δηλαδή για r → ∞ η οποία ήδη επιβάλλεται από την υπόθεση πεϱί ασυµπτωτικής
επιπεδότητας και (ii) στον λαιµό των µελανών οπών (εσωτεϱικές συνοριακές συνθήκες) οι οποίες
προκύπτουν από την ισοµετϱία ανάµεσα στις ασυµπτωτικά επίπεδες υπερεπιφάνειες στις δύο µερ-
ιές του κάϑε λαιµού. Συγκεκριµένα, επιβάλλεται η ακόλουϑη συνοριακή συνθήκη µεικτού τύπου
(Newmann-Dirichlet):

∂ψ

∂r

∣∣∣
r=b

= − ψ

2r

∣∣∣
r=b

(5.4.52)

όπου r η ακτινική συντεταγµένη από το κέντρο του λαιµού και b η ακτίνα του. H µέϑοδος του confor-
mal imaging εφαρµόζεται στην πϱάξη [51] ωστόσο είναι περίπλοκη και υπολογιστικά ασύµφορη, διότι
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σε κάϑε λαιµό πϱέπει να επιβληθούν οι εσωτεϱικές συνοριακές συνθήκες (5.4.52).

Η µέϑοδος των οπών "puncture method" [52] είναι η πιο διαδεδοµένη τεχνική για την προσοµοίωση
ενός συστήµατος πολλαπλών οπών, όπως δυαδικών συστηµάτων. Βασίζεται στην παϱατήϱηση ότι κοντά
στα κέντρα xin των µελανών οπών ο όϱος ÃijÃij ∼ r−6

n ενώ ο όϱος ψ−7 µε τον οποίο πολλαπλασιάζε-
ται συµπεριφέρεται ως ψ−7 ∼ r7n εξοµαλύνοντας την ιδιάζουσα συµπεριφορά. ΄Ετσι συνολικά ο όϱος
ψ−7ÃijÃ

ij → 0 κοντά στα κέντρα rn = |xi − xin| = 0 των µελανών οπών. Η εξίσωση που πϱέπει να
επιλύσουµε λοιπόν κοντά στα κέντρα των µελανών οπών είναι η οµογενής εξίσωση - εξίσωση Laplace
∆ψ = 0 της οποίας γνωρίζουµε την αναλυτική λύση (αρχικά δεδοµένα Brill-Lindquist):

ψBL = 1 +
N∑
n=1

Mn

2rn
(5.4.53)

όπου rn = |xi − xin|. Η κεντϱική ιδέα της πϱοσέγγισης puncture method είναι να γϱάψουµε τον
ψ ως άϑϱοισµα της ιδιάϹουσας αναλυτικής λύσης ψBL της οµογενούς εκδοχής της (5.4.51) η οποία
αποκλίνει στα κέντϱα των µελανών οπών, συν µια οµαλή συνάϱτηση u που παϱιστάνει την ειδική λύση
της µη-οµογενούς εξίσωσης για µη-µηδενική εξωτεϱική καµπυλότητα, αυτή της λύσης Bowen-York.
Γϱάϕουµε λοιπόν:

ψ = ψBL + u (5.4.54)

Εισάγουµε αυτή τη δοκιµαστική λύση (ansatz) στη (5.4.51) ώστε να λάϐουµε την εξίσωση που ικανοποιεί
η συνάϱτηση u:

∆(ψBL + u) +
1

8
(ψBL + u)−7ÃijÃ

ij = 0

∆u+
1

8ψ7
BL

ÃijÃ
ij
(
1 +

u

ψBL

)−7

= 0 (5.4.55)

η πιο πάνω εξίσωση είναι µια µη-γϱαµµική ελλειπτική εξίσωση για τη συνάϱτηση u, όπου πλέον όλοι οι
όϱοι της εξίσωσης είναι οµαλοί παντού. Η λύση u πϱοκύπτει µε µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης
στο πεδίο R3, χωϱίς την επιβολή συνοριακών συνθηκών στα punctures. Αυτό επιβεβαιώνεται από την
πιο πάνω έκφραση, διότι κοντά στις ϑέσεις των οπών-punctures (κέντρα των µελανών οπών) δηλαδή
για rn → 0 ισχύει ψ−7

BLÃijÃ
ij ∼ (rn)

p = 0 (p = 1 για Si ̸= 0 ενώ p = 3 για Si = 0) οπότε ∆u = 0 άϱα
στον σύµµορφο παράγοντα ψ συνεισφέρει ο όϱος ψBL της λύσης Brill-Lindquist. ΄Ετσι ο χωϱόχϱονος
που πϱοκύπτει από τη puncture method έχει µια ξεχωριστή ασυµπτωτικά επίπεδη υπερεπιφάνεια για
κάϑε µελανή οπή, κατ’ αναλογία µε τα αρχικά δεδοµένα Brill-Lindquist.

Αν για ευκολία ϑέσουµε:
1

f
≡

N∑
n=1

Mn

2rn
και g ≡ 1

8
f 7ÃijÃ

ij (5.4.56)

Τότε η ισοδύναµη εξίσωση για τη συνάϱτηση u είναι:

∆u = −g(f + fu+ 1)−7 (5.4.57)

Τέτοιου είδους ελλειπτικές εξισώσεις, της µορφής ∆u = h(u) λύνονται µε τυπικές αριθµητικές µεθό-
δους (π.χ. linearization και έπειτα iteration, ϐλ. [3]). Η συνοριακή συνθήκη για τη συνάϱτηση u που
έπεται από τη συνθήκη ασυµπτωτικής επιπεδότητας ψ(r → ∞) = 1 είναι µια συνοριακή συνθήκη
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τύπου Robin:
∂(ru)

∂r
= 0 για r → ∞ (5.4.58)

Με αυτή τη συνοριακή συνθήκη, που συνεπάγεται u = O(r−1) καθώς r → ∞, οι Brandt και
Brügmann [52] έδειξαν ότι υπάρχουν µοναδικές λύσεις u της (5.4.57) που είναι παντού οµαλές στον
R3. Αφότου προσδιοριστεί η συνάϱτηση u, ο σύµµορφος παράγοντας ψ καθίσταται γνωστός και σε
συνδυασµό µε το διανυσµατικό δυναµικό Bowen-York (που γράφεται τώϱα ως υπέρθεση δυναµικών
που αναπαριστούν πολλαπλές µελανές οπές µε την κάϑε µια να ϕέϱει τη δική της οϱµή/στϱοϕοϱµή)
ανακατασκευάζουµε τη γεωµετϱία της αρχικής υπερεπιφάνειας. Τα αρχικά δεδοµένα που προκύπτουν
από την puncture method αναπαριστούν το στιγµιότυπο ενός χωϱόχϱονου που περιέχει πολλαπλές
µελανές οπές µε κέντρα στις ϑέσεις xin, µε την n-οστή να ϕέϱει οϱµή P i

n και στροφορµή J in.

Σχήµα 5.4.5.1: ∆ιάγϱαµµα της συνάϱτησης u στο επίπεδο xy για µελανή οπή µε οϱµή P i/M = (1, 0, 0) µε κέντϱο
την αϱχή των αξόνων. H u πϱοκύπτει µε αϱιϑµητική επίλυση της (5.4.57) µε τον κώδικα puncture.py της [3].

5.5 Conformal thin-sandwich (CTS) decomposition

Η µέϑοδος Conformal thin-sandwich (CTS) decomposition αποτελεί µια εναλλακτική προσέγγιση για
την κατασκευή αρχικών δεδοµένων, πέϱαν της µεθόδου Conformal transverse traceless (CTT) de-
composition που χρησιµοποιούσαµε µέχϱι στιγµής. Προτάθηκε από τον York [53] και η ϐασική ιδέα
πίσω από την προσέγγιση αυτή είναι ο προσδιορισµός της χωϱικής µετϱικής γij σε µια υπερεπιφάνεια
Σt καθώς και στην επόµενη απειϱοστά κοντινή υπερεπιφάνεια Σt+dt (οι δύο χωϱικές ϕέτες του λεπτού
sandwich), αντί των µεγεθών (γij, Kij) σε µια αρχική υπερεπιφάνεια. Ισοδύναµα, στο όϱιο dt → 0
η µέϑοδος CTS παϱέχει τη χωϱική µετϱική γij και τη χϱονική της παράγωγο ∂tγij σε µια δεδοµένη
υπερεπιφάνεια Σt.

ΟϱίϹουµε το άιχνο κοµµάτι της χϱονικής παραγώγου της χωϱικής µετϱικής:

uij ≡ γ1/3∂t(γ
−1/3γij) = ∂tγij −

1

3
γ−1γij∂tγ = ∂tγij −

1

3
γij(γ

kl∂tγkl) (5.5.1)
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Είναι εύκολο να επαληϑεύσουµε πως το uij είναι άιχνο:

γijuij = γij∂tγij −
1

3
γijγij(γ

kl∂tγkl) = γij∂tγij − γkl∂tγkl = 0 (5.5.2)

Μποϱούµε να αντικαταστήσουµε τη χϱονική παϱάγωγο ∂tγij στην έκϕϱαση του uij χϱησιµοποιώντας
την εξίσωση χϱονικής εξέλιξης (4.5.8) και να πάϱουµε:

uij = ∂tγij −
1

3
γij(γ

kl∂tγkl)

= −2αKij +Diβj +Djβi −
1

3
γijγ

kl(−2αKkl +Dkβl +Dlβk)

= −2α
(
Kij −

1

3
γijK

)
+Diβj +Djβi −

2

3
γijDkβ

k

= −2αAij + (Lβ)ij (5.5.3)

Ισοδύναµα:

Aij =
1

2α
[(Lβ)ij − uij] (5.5.4)

όπου όπως προηγουµένως Aij το άιχνο κοµµάτι της εξωτερικής καµπυλότητας και L ο διαµήκης
τελεστής µε (Lβ)ij ≡ Diβj +Djβi − 2

3
γijDkβ

k.

Θεωϱούµε κατά τα γνωστά σύµµορφο µετασχηµατισµό της µετϱικής γij = ψ4γ̃ij ⇔ γ̃ij = ψ−4γij
όπου αυτή τη ϕοϱά υποθέτουµε ότι η ορίζουσα της σύµµορφης µετϱικής είναι στιγµιαία σταθερή και
δεδοµένη (µια συνηθισµένη επιλογή είναι γ̃ = 1). Ορίζουµε τώϱα:

ũij ≡ ∂tγ̃ij (5.5.5)

Η απαίτηση η οϱίϹουσα της σύµµοϱϕης µετϱικής να παϱαµένει (στιγµιαία) σταϑεϱή διατυπώνεται ως:

γ̃ijũij = 0 ⇔ ∂t ln γ̃ = 0 (5.5.6)

Λαµϐάνοντας την χϱονική παϱάγωγο της γ = ψ12γ̃ σε συνδυασµό µε την πιο πάνω σχέση, έχουµε:

∂t ln γ = 12∂t lnψ (5.5.7)

Με ϐάση τα πιο πάνω αποτελέσµατα, συνδέουµε τον σύµµοϱϕο τανυστή ũij µε τον ϕυσικό τανυστή uij:

ũij = ∂tγ̃ij = ∂t(ψ
−4γij) = −4ψ−5γij∂tψ + ψ−4∂tγij

= ψ−4(∂tγij − 4ψ−1γij∂tψ)

= ψ−4(∂tγij − 4γij∂t lnψ)

= ψ−4
(
∂tγij −

1

3
γij∂t ln γ

)
= ψ−4uij (5.5.8)

Καταλήγουµε λοιπόν:
ũij = ψ−4uij ⇔ ũij = ψ4uij (5.5.9)
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Επιπλέον:

(Lβ)ij = Diβj +Djβi − 2

3
γijDkβ

k

= γikDkβ
j + γjkDkβ

i − 2

3
γijDkβ

k

= ψ−4γ̃ik(D̃kβ
j + Cj

kmβ
m) + ψ−4γ̃jk(D̃kβ

i + Ci
kmβ

m)− 2

3
ψ−4γ̃ij(D̃kβ

k + Ck
kmβ

m)

= ψ−4
(
D̃iβj + D̃jβi − 2

3
γ̃ijD̃kβ

k
)
+ ψ−4

(
γ̃ikCj

kmβ
m + γ̃jkCi

kmβ
m − 2

3
γ̃ijCk

kmβ
m
)

= ψ−4(L̃β)ij + ψ−4
(
γ̃ikCj

kmβ
m + γ̃jkCi

kmβ
m − 2

3
γ̃ijCk

kmβ
m
)

Ο δεύτεϱος όϱος που ϐϱίσκεται στην παϱένϑεση µηδενίϹεται. Πϱάγµατι, έχουµε:

γ̃ikCj
kmβ

m + γ̃jkCi
kmβ

m − 2

3
γ̃ijCk

kmβ
m = 2γ̃ik(δjkD̃m lnψβm + δjmD̃k lnψβ

m − γ̃kmγ̃
jnD̃n lnψβ

m)

+ 2γ̃jk(δikD̃m lnψβm + δimD̃k lnψβ
m − γ̃kmγ̃

inD̃n lnψβ
m)

− 2

3
γ̃ij · 6D̃m lnψβm

= 2γ̃ijD̃m lnψβm + 2D̃i lnψβj − 2D̃j lnψβi

+ 2γ̃ijD̃m lnψβm + 2D̃j lnψβi − 2D̃i lnψβj − 4γ̃ijD̃m lnψβm

= 0

Τελικά λοιπόν:
(Lβ)ij = ψ−4(L̃β)ij (5.5.10)

Αντικαϑιστώντας uij = ψ−4ũij και (Lβ)ij = ψ−4(L̃β)ij στην έκϕϱαση (5.5.4) για το Aij λαµϐάνουµε:

Aij =
1

2α
[(Lβ)ij − uij] =

ψ−4

2α
[(L̃β)ij − ũij] (5.5.11)

ΥπενϑυµίϹουµε ότι ο σύµµοϱϕος µετασχηµατισµός του άιχνου µέϱους της εξωτεϱικής καµπυλότητας
είναι Aij = ψ−10Ãij εποµένως η πιο πάνω σχέση µποϱεί να γϱαϕεί ως σχέση µεταξύ των µεγεϑών Ãij

και ũij, βi:

Ãij =
ψ6

2α
[(L̃β)ij − ũij] ≡ 1

2α̃
[(L̃β)ij − ũij] (5.5.12)

όπου οϱίσαµε τo σύµµοϱϕο lapse function α̃ (conformal lapse/densitized lapse) ως:

α̃ ≡ ψ−6α (5.5.13)

Στην πϱάξη η εξίσωση (5.5.12) παϱέχει µια εναλλακτική ανάλυση του Ãij σε όϱους του shift vector
β και της χϱονικής παϱαγώγου της σύµµοϱϕης χωϱικής µετϱικής ũij = ∂tγ̃ij, αντί της εγκάϱσιας και
διαµήκους συνιστώσας που είχαµε στην πϱοσέγγιση CTT.
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5.5.1 CTS εκδοχή των πεϱιοϱισµών - CTS form of the constraints

Ο Χαµιλτονιανός πεϱιοϱισµός στον CTS ϕοϱµαλισµό δίνεται από τη (5.2.31):

8D̃2ψ − R̃ψ + ψ−7ÃijÃij −
2

3
ψ5K2 = −16πψ5ρ (5.5.14)

όπου Ãij = 1
2α̃
[(L̃β)ij − ũij]. Οι περιορισµοί ορµής προκύπτουν από την (5.2.32) στην οποία αντικα-

ϑιστούµε την έκφραση του Ãij ώστε να πάϱουµε µια εξίσωση για τις συνιστώσες βi του shift vector:

D̃j

[ 1

2α̃
[(L̃β)ij − ũij]

]
− 2

3
ψ6γ̃ijD̃jK = 8πψ10ji

1

α̃
D̃j(L̃β)

ij + (L̃β)ijD̃j

( 1
α̃

)
− 1

α̃
D̃jũ

ij − ũijD̃j

( 1
α̃

)
− 4

3
ψ6γ̃ijD̃jK = 16πψ10ji

Λύνοντας ως πϱος βi έχουµε:

∆̃Lβ
i − (L̃β)ijD̃j ln α̃ = D̃jũ

ij − ũijD̃j ln α̃ +
4

3
α̃ψ6γ̃ijD̃jK + 16πα̃ψ10ji

= α̃D̃j(α̃
−1ũij) +

4

3
α̃ψ6γ̃ijD̃jK + 16πα̃ψ10ji (5.5.15)

όπου κατά τα γνωστά ∆̃Lβ
i ≡ D̃j(L̃β)

ij = D̃jD̃
jβi + 1

3
D̃iD̃jβ

j + R̃i
jβ

j.

Τα δεσµευµένα αρχικά δεδοµένα που προσδιορίζονται µέσω των περιορισµών όπως διατυπώνονται
στα πλαίσια του Conformal Thin-Sandwich (CTS) decomposition είναι:

� 1 σύµµοϱϕος παϱάγοντας ψ (επίλυση Hamiltonian constraint)

� 3 συνιστώσες βi του shift vector (επίλυση Momentum constraints)

Οι ελεύϑεϱες µεταϐλητές, τα δεδοµένα δηλαδή που επιλέγονται αυϑαίϱετα στη Σt0, είναι:

� 5 συνιστώσες γ̃ij της σύµµοϱϕης µετϱικής

� 5 συνιστώσες ũij = ∂tγ̃ij της χϱονικής παϱαγώγου της σύµµοϱϕης µετϱικής

� 1 ϐαϑµωτή συνάϱτηση που αντιστοιχεί στη µέση καµπυλότητα K

� 1 ϐαϑµωτή συνάϱτηση που αντιστοιχεί στο σύµµοϱϕο lapse function α̃

σε συνδυασµό µε τις πηγές ύλης/ενέϱγειας ρ, ji του χωϱόχϱονου. Παϱατηϱούµε ότι στην προσέγ-
γιση CTS υπάρχουν 16 ϐαθµοί ελευθερίας σε αντίθεση µε τους 12 της προσέγγισης CTT, διότι εν
πϱοκειµένω για την κατασκευή αρχικών δεδοµένων προσδιορίζονται οι 12 ϐαθµοί ελευθερίας που αν-
τιστοιχούν στις συνιστώσες των δυναµικών µεταβλητών (γij, Kij) αλλά και οι 4 συναρτήσεις ϐαθµίδος
α, βi που περιγράφουν την χϱονική εξέλιξη των συντεταγµένων µακϱιά από την Σt0. Συνοψίζουµε τα
αποτελέσµατα του CTS decomposition στο πιο κάτω εδάφιο.
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Conformal Thin-Sandwich (CTS) decomposition

∆εδοµένων των ελεύϑεϱων µεταϐλητών γ̃ij, ũij ≡ ∂tγ̃ij, K, α̃ και των πηγών ύλης-ενέϱγειας ρ, ji,
που επιλέγονται ανάλογα µε τα (αστϱο)ϕυσικά χαϱακτηϱιστικά του υπό µελέτη χωϱόχϱονου, οι
εξισώσεις των πεϱιοϱισµών στα πλαίσια του CTS decomposition είναι:

(A) Χαµιλτονιανός πεϱιοϱισµός:

D̃2ψ − 1

8
R̃ψ +

1

8
ψ−7ÃijÃij −

1

12
ψ5K2 = −2πψ5ρ (5.5.16)

ο οποίος εκλαµβάνεται ως µια ελλειπτική διαφορική εξίσωση τύπου Poisson για τον σύµ-
µορφο παράγοντα ψ, µε Ãij = 1

2α̃
[(L̃β)ij − ũij].

(B) Πεϱιοϱισµοί οϱµής:

∆̃Lβ
i − (L̃β)ijD̃j ln α̃ = α̃D̃j(α̃

−1ũij) +
4

3
α̃ψ6γ̃ijD̃jK + 16πα̃ψ10ji (5.5.17)

οι οποίοι εκλαµϐάνονται ως τϱεις ελλειπτικές διαϕοϱικές εξισώσεις για τις τϱεις συνιστώσες
βi , i = 1, 2, 3 του shift vector.

Η επίλυση του συστήµατος (5.5.16)-(5.5.17) οδηγεί στην εύϱεση των ψ, βi και επιτϱέπει την
κατασκευή της ϕυσικής λύσης για τις µεταϐλητές (γij, Kij) της Σt0. Η ϕυσική λύση επανακτάται
από τις σχέσεις:

γij = ψ4γ̃ij (5.5.18)

Kij = ψ−10Ãij +
1

3
γijK (5.5.19)

όπου Ãij = 1
2α̃
[(L̃β)ij − ũij] και α̃ = ψ−6α.

΄Οπως αναϕέϱαµε, η προσέγγιση CTS παϱέχει τη χωϱική µετϱική γij και την εξωτερική καµπυλότητα
Kij της αρχικής υπερεπιφάνειας, που ικανοποιούν τους περιορισµούς, και συµπληρωµατικά υπ-
ολογίζει το shift vector βi από τους περιορισµούς ορµής και το lapse α = ψ6α̃ από την (αυθαίρετη)
επιλογή του α̃. Να σηµειώσουµε ότι οι τιµές των συναϱτήσεων ϐαθµίδας που παίϱνουµε από το CTS
decomposition αποτελούν απλά µια επιλογή εκ των πολλών δυνατών επιλογών, οπότε µποϱούµε είτε
να τις υιοθετήσουµε είτε να τις αγνοήσουµε ϑέτοντας άλλες συνθήκες ϐαθµίδας.

5.6 Extended Conformal Thin-Sandwich (XCTS) decomposition

Η επέκταση της µεϑόδου CTS πϱαγµατοποιήϑηκε από τους Pfeiffer και York [55] και ονοµάστηκε
extended conformal thin-sandwich (XCTS) decomposition. Στόχο έχει να παϱέχει έναν ϕυσικό τϱόπο
για τον υπολογισµό του σύµµοϱϕου lapse α̃ το οποίο αποτελεί ελεύϑεϱη µεταϐλητή στην πϱοσέγγιση
CTS και δεν είναι πάντοτε ξεκάϑαϱο ποια µποϱεί να είναι η µοϱϕή του. Θα ϑεωϱήσουµε ότι γνωϱίϹουµε
τη σύµµοϱϕη µετϱική γ̃ij και την χϱονική παϱάγωγό της ũij καϑώς και τη µέση καµπυλότητα K µαϹί
µε τη δική της χϱονική παϱάγωγο ∂tK. Η έκϕϱαση που δίνει την ∂tK δίνεται από τη (4.5.11):

∂tK = −D2α + α
[
KijK

ij + 4π(S + ρ)
]
+ βiDiK (5.6.1)
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την οποία λύνουµε ως πϱος τη λαπλασιανή του lapse:

D2α = α
(
AijA

ij +
1

3
K2
)
+ 4πα(S + ρ)− ∂tK + βiDiK (5.6.2)

Είναι χϱήσιµο να ϐϱούµε µια έκϕϱαση που να πεϱιλαµϐάνει τη σύµµοϱϕη λαπλασιανή D̃2 του lapse,
οπότε πϱέπει να ϐϱούµε τη σχέση µεταξύ D2α και D̃2α. ΄Εχουµε ότι:

D2α = γijDiDjα = γijDiD̃jα = γij(D̃iD̃jα− Ck
ij D̃kα)

= ψ−4γ̃ij(D̃iD̃jα− Ck
ij D̃kα)

= ψ−4[D̃2α− 2(D̃k lnψ + D̃k lnψ − 3D̃k lnψ)D̃kα]

= ψ−4(D̃2α + 2D̃k lnψD̃
kα)

Χϱησιµοποιώντας τη σχέση D̃2α + 2D̃k lnψD̃
kα = ψ−1[D̃2(αψ)− αD̃2ψ] καταλήγουµε:

D2α = ψ−5[D̃2(αψ)− αD̃2ψ] (5.6.3)

Λύνουµε ως πϱος τον όϱο αψ:
D̃2(αψ) = ψ5D2α + αD̃2ψ (5.6.4)

Ο όϱοςD2α στο δεξί µέλος της πιο πάνω σχέσης δίνεται από την εξίσωση (5.6.2) ενώ ο όϱος D̃2ψ δίνεται
από τον Χαµιλτονιανό πεϱιοϱισµό (5.5.16). Με αυτές τις αντικαταστάσεις παίϱνουµε µια εξίσωση για
τον υπολογισµό του µεγέϑους αψ = α̃ψ7:

D̃2(αψ) = αψ

[
7

8
ψ−8ÃijÃ

ij +
5

12
ψ4K2 +

1

8
R̃ + 2πψ4(ρ+ 2S)

]
+ ψ5(βiD̃iK − ∂tK) (5.6.5)

Η πιο πάνω εξίσωση είναι µια ελλειπτική εξίσωση για το αψ = α̃ψ7 η οποία επιλύεται σε συνδυασµό
µε τις εξισώσεις των περιορισµών, δεδοµένων των µεγεθών γ̃ij, ũij, K, ∂tK. Ανακεφαλαιώνοντας, στα
πλαίσια του XCTS decomposition έχουµε να λύσουµε ένα σύστηµα 5 συζευγµένων διαφορικών εξ-
ισώσεων οι οποίες παρατίθενται στο παϱακάτω εδάφιο.

Extended Conformal Thin-Sandwich (XCTS) decomposition

∆εδοµένων των ελεύθερων µεταβλητών γ̃ij, ũij ≡ ∂tγ̃ij, K, ∂tK και των πηγών ύλης-
ενέϱγειας ρ, ji, που επιλέγονται ανάλογα µε τα (αστρο)ϕυσικά χαρακτηριστικά του υπό µελέτη
χωϱόχϱονου, οι εξισώσεις των δεσµευµένων µεταβλητών ψ, βi, α̃ στα πλαίσια του XCTS decom-
position είναι:

(A) Χαµιλτονιανός πεϱιοϱισµός:

D̃2ψ − 1

8
R̃ψ +

1

8
ψ−7ÃijÃij −

1

12
ψ5K2 = −2πψ5ρ (5.6.6)

ο οποίος εκλαµβάνεται ως µια ελλειπτική διαφορική εξίσωση τύπου Poisson για τον σύµ-
µορφο παράγοντα ψ, µε Ãij = 1

2α̃
[(L̃β)ij − ũij].
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(B) Πεϱιοϱισµοί οϱµής:

∆̃Lβ
i − (L̃β)ijD̃j ln α̃ = α̃D̃j(α̃

−1ũij) +
4

3
α̃ψ6γ̃ijD̃jK + 16πα̃ψ10ji (5.6.7)

οι οποίοι εκλαµϐάνονται ως τϱεις ελλειπτικές διαϕοϱικές εξισώσεις για τις τϱεις συνιστώσες
βi , i = 1, 2, 3 του shift vector.

(C) Εξίσωση του α̃:

D̃2(α̃ψ7) = α̃ψ7

[
7

8
ψ−8ÃijÃ

ij+
5

12
ψ4K2+

1

8
R̃+2πψ4(ρ+2S)

]
+ψ5(βiD̃iK−∂tK) (5.6.8)

Η ϕυσική λύση ανακτάται αϕότου επιλυϑεί το σύστηµα (5.6.6)-(5.6.8) και δίνεται από τις σχέσεις:

γij = ψ4γ̃ij (5.6.9)

Kij = ψ−10Ãij +
1

3
γijK (5.6.10)

όπου Ãij = 1
2α̃
[(L̃β)ij − ũij] και α̃ = ψ−6α.

Η προσέγγιση XCTS είναι χϱήσιµη για την κατασκευή αρχικών δεδοµένων για αστροφυσικά συστή-
µατα σε στατική/ψευδοστατική ισορροπία (equilibirum/quiasi-equilibrium initial data). Σε αυτή την
πεϱίπτωση, οι χϱονικές παράγωγοι της σύµµορφης µετϱικής και της εξωτερικής καµπυλότητας είναι
ίσες µε µηδέν:

Εquilibrium data:

{
ũij ≡ ∂tγ̃ij = 0

∂tK = 0
(5.6.11)

5.6.1 Εϕαϱµογή του XCTS: Χωϱόχϱονος Schwarschild

Σε αυτή την ενότητα ϑα εφαρµόσουµε τον ϕορµαλισµό XCTS ώστε να κατασκευάσουµε αρχικά δε-
δοµένα που αντιστοιχούν στον χωϱόχϱονο Schwarzschild. Η µέϑοδος XCTS είναι η ϐολικότερη για
την ανάλυση αυτή καθότι µελετάµε τη γεωµετϱία του κενού χώϱου έξω από ένα στατικό, σϕαιϱικά συµ-
µετρικό σώµα (µελανή οπή Schwarzschild). Υποθέτουµε ότι η αρχική υπερεπιφάνεια έχει τοπολογία
Σt0 = R3\{O} και εφόσον περιγράφει µια κατάσταση ισορροπίας, ισχύει:

ũij = 0 και ∂tK = 0 (5.6.12)

Επιπλέον, οι επιλογές µας για τις υπόλοιπες ελεύϑεϱες µεταϐλητές είναι, όπως συνήϑως, σύµµοϱϕη
επιπεδότητα και µεγιστικός τεµαχισµός:

γ̃ij = fij και K = 0 (5.6.13)

και αϕού ο χωϱόχϱονος δεν πεϱιέχει ύλη/ενέϱγεια, ισχύει ρ = ji = Sij = 0. Με αυτές τις υποϑέσεις
για τα ελεύϑεϱα δεδοµένα και χϱησιµοποιώντας καϱτεσιανές συντεταγµένες, το σύστηµα εξισώσεων
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του XCTS ϕοϱµαλισµού ανάγεται σε:

∆ψ +
1

8
ψ−7ÃijÃij = 0 (5.6.14)

∂j∂jβ
i +

1

3
∂i∂jβ

j − (L̃β)ij∂j ln α̃ = 0 (5.6.15)

∆(α̃ψ7) =
7

8
α̃ψ−1ÃijÃ

ij (5.6.16)

Η πιο απλή λύση της (5.6.15) είναι βi = 0 που σε συνδυασµό µε την ũij = 0 οδηγεί στην Ãij = 0. ΄Αϱα
το σύστηµα εξισώσεων απλοποιείται τώϱα σε:

∆ψ = 0 (5.6.17)

∆(α̃ψ7) = 0 (5.6.18)

Χϱησιµοποιώντας σϕαιϱικές συντεταγµένες (r, θ, φ) στην Σt0 και ϑεωϱώντας ότι η υπεϱεπιϕάνεια αυτή
είναι ασυµπτωτικά επίπεδη, οπότε ψ(r → ∞) = 1, η λύση της (5.6.17) µε ϐάση την ανάλυση που
έγινε στην 5.4.1 πϱοκύπτει:

ψ = 1 +
M

2r
(5.6.19)

όπου M η µάϹα ADM που πεϱιέχει η Σt0 (δηλαδή η µάϹα της µελανής οπής). Εϕόσον το σηµείο
O που αντιστοιχεί σε r = 0 δεν αποτελεί µέϱος της Σt0, ο σύµµοϱϕος παϱάγοντας ψ είναι οµαλός
στην Σt0. Πϱοχωϱάµε στην εύϱεση του lapse function από την (5.6.18) η οποία λόγω της συνϑήκης
ασυµπτωτικής επιπεδότητας α̃ψ7 → 1 για r → ∞ έχει λύση:

α̃ψ7 = αψ = 1 +
D

r
⇒ α =

1 + D
r

1 + M
2r

(5.6.20)

όπου D µια σταϑεϱά πϱος πϱοσδιοϱισµό. Ο πϱοσδιοϱισµός της σταϑεϱάς D γίνεται µε την επιϐολή
µιας συνοϱιακής συνϑήκης στο σηµείο O που αποτελεί την οπή (puncture) της Σt0. Η πϱώτη επιλογή
είναι:

lim
r→0

α = 1 (5.6.21)

η οποία δίνει D = M/2 και άϱα α = 1 παντού στην Σt0. Αυτή η επιλογή για το lapse function
ονοµάζεται "geodesic slicing" (η επιτάχυνση των κάθετων παϱατηϱητών είναι µηδενική, άϱα ακολου-
ϑούν γεωδαισιακές καµπύλες). Συνήϑως, η επιλογή α = 1 δεν είναι κατάλληλη διότι τότε οι τροχιές των
παϱατηϱητών συγκλίνουν παϱουσία πηγών ύλης/ενέϱγειας οδηγώντας σε ιδιοµορφίες συντεταγµένων.
Μια εναλλακτική δεύτεϱη επιλογή είναι:

lim
r→0

α = −1 (5.6.22)

η οποία δίνει D = −M/2 και άϱα α = 1−M/(2r)
1+M/(2r)

. ΄Εχουµε γενικεύσει τον οϱισµό του lapse ώστε να
λαµβάνει και αρνητικές τιµές, γεγονός που επιτϱέπει στη συνάϱτηση καθολικού χρόνου t να είναι
ϕθίνουσα κατά µήκος των µελλοντικά προσανατολισµένων καµπυλών της ασυµπτωτικά επίπεδης πε-
ϱιοχής που ϐρίσκεται στην άλλη πλευϱά της γέφυρας Einstein-Rosen. ΄Εχουµε όλα τα µεγέϑη που
απαιτούνται προκειµένου να υπολογίσουµε τη µετϱική και άϱα το στοιχείο µήκους του χωϱόχϱονου.
Ειδικότερα, υπενθυµίζοντας ότι γij = ψ4fij µε fij η επίπεδη µετϱική σε σϕαιϱικές συντεταγµένες,
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παίϱνουµε το στοιχείο µήκους:

gµνdx
µdxν = −α2dt2 + γij(dx

i + βidt)(dxj + βjdt)

gµνdx
µdxν = −

[
1−M/(2r)

1 +M/(2r)

]2
dt2 +

(
1 +

M

2r

)4

(dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2)

Το πιο πάνω στοιχείο µήκους είναι ακϱιϐώς το στοιχείο µήκους του χωχϱόχϱονου Schwarzschild σε
ισοτϱοπικές σϕαιϱικές συντεταγµένες.

Εποµένως µέσω της προσέγγισης XCTS λαµβάνουµε εκτός από τα αρχικά δεδοµένα (γij, Kij) και
τις συναρτήσεις ϐαθµίδος α, βi οπότε µποϱούµε να κατασκευάσουµε άµεσα το στοιχείο µήκους του
χωϱόχϱονου. Από την άλλη, η προσέγγιση CTΤ µας παϱέχει µόνο τα αρχικά δεδοµένα (γij, Kij) άϱα
σε πϱώτο στάδιο µποϱούµε να κατασκευάσουµε µόνο το στοιχείο µήκους της αρχικής υπερεπιφάνειας
Σt0. Βέϐαια, η προσέγγιση XCTS έχει το µειονέκτηµα ότι για συγκεκριµένες επιλογές ελεύθερων
δεδοµένων, όπως έδειξαν οι Pfeiffer και York [56], η λύση του συστήµατος XCTS δεν είναι µοναδική.
Για ορισµένα σχετικιστικά συστήµατα αυτό µποϱεί να οδηγήσει σε προβλήµατα σύγκλισης, τα οποία
δεν παρουσιάζονται στις µεθόδους CTT και CTS.
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6

Φοϱµαλισµός BSSN

Παϱόλο που οι εξισώσεις ADM-Υork δύνανται από µαθηµατικής άποψης να ολοκληϱωϑούν µε υπολο-
γιστικές µεθόδους, στην πϱάξη παρουσιάζουν σηµαντική αριθµητική αστάθεια που οδηγεί σε σοβαρά
και ενδεχοµένως καταστροφικά σφάλµατα που τερµατίζουν την προσοµοίωση. Αυτή η κακή υπολο-
γιστική συµπεριφορά των εξισώσεων ADM-York οφείλεται στο γεγονός ότι το σύστηµα των εξισώσεων
χϱονικής εξέλιξης είναι ασθενώς υπερβολικό (weakly hyperbolic) [58] [1] και κατά συνέπεια µη-καλά
τοποθετηµένο, υπό την έννοια ότι µικϱές αποκλίσεις/σϕάλµατα στα αρχικά δεδοµένα (π.χ. αποκλί-
σεις από τους περιορισµούς) µεγεθύνονται µε την πάϱοδο του χρόνου. Η αριθµητική αστάθεια των
εξισώσεων ADM-York οδήγησε στην αναϹήτηση εναλλακτικών ϕορµαλισµών οι οποίοι να αναδιατυπώ-
νουν τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης κατά τϱόπο που να τις καθιστά ισχυϱά υπερβολικές και άϱα
καλά τοποθετηµένες. Αυτό το εγχείϱηµα δεν είναι καθόλου τετριµµένο αϕού ακόµη και σήµεϱα η
µελέτη των υπερβολικών ιδιοτήτων των διαφόρων ϕορµαλισµών των εξισώσεων Einstein αποτελεί εν-
εργό ερευνητικό πεδίο. Μέχϱι στιγµής ο πιο επιτυχής και διαδεδοµένος ϕορµαλισµός, που αποτελεί
το αντικείµενο της παϱούσας εργασίας, ϕέϱει το όνοµα BSSN καθότι επινοήϑηκε από τους Baumgarte
& Shapiro [62] και Shibata & Nakamura [63] οι οποίοι στηϱίχϑηκαν στο έϱγο των Nakamura, Oohara
και Kojima [64] (γι’ αυτό και ο ϕορµαλισµός είναι επίσης γνωστός ως BSSNOK). Στόχος του BSSN
ϕορµαλισµού είναι να τροποποιήσει τις εξισώσεις ADM-York ώστε να πϱοκύψει ένα ισχυϱά υπερβολικό
σύστηµα εξισώσεων, κατάλληλο για ευσταθείς υπολογιστικές µελέτες.

Στις πιο κάτω ενότητες ϑα πραγµατοποιηθεί µια σύντοµη εισαγωγή στις έννοιες της υπερβολικότη-
τας και της καλής τοποθέτησης ενός συστήµατος µεϱικών διαφορικών εξισώσεων ώστε να εντοπιστούν
οι όϱοι από τους οποίους απορρέει η (ανεπιθύµητη) ασθενώς υπερβολική συµπεριφορά των εξισώσεων
ADM-York. Στη συνέχεια ϑα παρουσιαστεί αναλυτικά ο ϕορµαλισµός BSSN.

6.1 Καλή τοποϑέτηση συστήµατος µεϱικών διαϕοϱικών εξισώσεων - Well-
posedness of a system of partial differential equations

Θεωϱούµε το ακόλουϑο σύστηµα µεϱικών διαϕοϱικών εξισώσεων πϱώτης τάξης:

∂tu⃗+ Ai · ∂iu⃗ = S⃗ (6.1.1)

όπου u⃗ = u⃗(t, x) ένα n-διάστατο διάνυσµα (η Ϲητούµενη λύση του συστήµατος), Ai ένας n×n πίνακας
(χαϱακτηϱιστικός πίνακας στον άξονα xi) και S⃗ = S⃗(u) ένα n-διάστατο διάνυσµα - πηγή. Το πϱόϐληµα
αϱχικών τιµών (πϱόϐληµα Cauchy) για ένα τέτοιο σύστηµα µεϱικών διαϕοϱικών εξισώσεων συνίσταται
στην εύϱεση της λύσης u⃗(t, x) δεδοµένης της αϱχικής συνϑήκης u⃗(0, x).

Οϱισµός 6.1: Καλή τοποϑέτηση πϱοϐλήµατος αϱχικών τιµών

΄Ενα πϱόϐληµα αρχικών τιµών (πϱόϐληµα Cauchy) για ένα σύστηµα µεϱικών διαφορικών εξ-
ισώσεων λέγεται καλά τοποθετηµένο (well-posed) αν:
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1. υπάϱχει λύση

2. η λύση είναι µοναδική

3. η λύση εξαϱτάται µε συνεχή τϱόπο από τις αϱχικές συνϑήκες, υπό την έννοια ότι υπάϱχει
µια νόϱµα || · || (συνήϑως η L2 νόϱµα ή µια νόϱµα Sobolev) και δύο σταϑεϱές k, α τέτοιες
ώστε η λύση να ικανοποιεί τη συνϑήκη:

||u⃗(t, x)|| ≤ keαt||u⃗(0, x)|| (6.1.2)

Με άλλα λόγια, η λύση είναι ϕϱαγµένη από έναν εκϑετικό παϱάγοντα που δεν εξαϱτάται
από τα αϱχικά δεδοµένα, ώστε να αποκλίνει το πολύ εκϑετικά µε τον χϱόνο. Ως εκ τούτου
µικϱές µεταϐολές στα αϱχικά δεδοµένα αντιστοιχούν σε µικϱές µεταϐολές στη λύση.

Οι πεϱισσότεϱες µεϱικές διαϕοϱικές εξισώσεις που απαντώνται στη ϕυσική, όπως για παϱάδειγµα
η κυµατική εξίσωση και η εξίσωση ϑεϱµικής διάχυσης, είναι καλά τοποϑετηµένες ως πϱοϐλήµατα
αϱχικών τιµών. ΕξετάϹοντας τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης του συστήµατος ADM-York:

∂tγij =− 2αKij +Diβj +Djβi (6.1.3)

∂tKij =−DiDjα + α(Rij +KKij − 2KikK
k
j )− 8πα

[
Sij −

1

2
γij(S − ρ)

]
+ βk∂kKij +Kkj∂iβ

k +Kik∂jβ
k (6.1.4)

παϱατηϱούµε ότι στην εξίσωση του ∂tKij εµϕανίϹονται µεικτές παϱάγωγοι της χωϱικής µετϱικής λόγω
της παϱουσίας του 3D τανυστή Ricci Rij. Συγκεκϱιµένα υπάϱχουν όϱοι της µοϱϕής (κϱατάµε µόνο το
κύϱιο µέϱος, δηλαδή όϱους µε παϱαγώγους δεύτεϱης τάξης που είναι η υψηλότεϱη τάξη):

∂ttγij ∼ ∂tKij ∼
1

2
α(γkl∂l∂iγkj + γkl∂j∂kγil − γkl∂j∂iγkl︸ ︷︷ ︸

mixed derivatives

− γkl∂k∂lγij︸ ︷︷ ︸
"Laplace"

) (6.1.5)

Στους όϱους µε τις µεικτές παϱαγώγους της µετϱικής εντοπίϹεται η κακή υπολογιστική συµπεϱιϕοϱά
των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης, καϑώς αν δεν υπήϱχαν οι όϱοι αυτοί τότε η εξίσωση χϱονικής εξέλιξης
της γij ϑα ήταν όµοια µε την κυµατική εξίσωση και άϱα καλά τοποϑετηµένη. ΄Οπως ϑα δούµε στην
επόµενη ενότητα, οι µεικτές παϱάγωγοι της µετϱικής που πεϱιέχονται στον τανυστή Ricci καϑιστούν
τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης του συστήµατος ADM-York ασϑενώς υπεϱϐολικές.

6.2 Υπεϱϐολικότητα - Hyperbolicity

Η έννοια της υπερβολικότητας (hyperbolicity) περιγράφει συστήµατα χϱονικής εξέλιξης που αποτελούν
γενίκευση της κυµατικής εξίσωσης (όταν γϱαϕεί ως σύστηµα µεϱικών διαφορικών εξισώσεων πϱώτης
τάξης). Η υπερβολικότητα χαρακτηρίζει τα συστήµατα µεϱικών διαφορικών εξισώσεων µε ϐάση τη
συµπεριφορά που επιδεικνύει η λύση τους. Υποθέτουµε ότι διαθέτουµε ένα σύστηµα µεϱικών δι-
αφορικών εξισώσεων πϱώτης τάξης, µε τη µοϱϕή που ϑεωρήσαµε προηγουµένως:

∂tu⃗+ Ai · ∂iu⃗ = S⃗ (6.2.1)

Πϱοκειµένου να αναλύσουµε τις υπεϱϐολικές ιδιότητες του συστήµατος αυτού, ϑεωϱούµε µια τυχαία
κατεύϑυνση στον χώϱο, που υποδεικνύεται από κάποιο µοναδιαίο διάνυσµα n µε συνιστώσες ni.
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ΣχηµατίϹουµε τον πίνακα P = Aini ο οποίος είναι γνωστός ως κύϱιο σύµϐολο (principal symbol) ή
χαϱακτηϱιστικός πίνακας (characteristic matrix) του συστήµατος µεϱικών διαϕοϱικών εξισώσεων. Η
υπεϱϐολικότητα του συστήµατος καϑοϱίϹεται από τις ιδιότητες του πίνακα P αναϕοϱικά µε το εξής
πϱόϐληµα ιδιοτιµών:

(P − vI) u⃗ = 0 (6.2.2)

όπου v οι ιδιοτιµές του χαϱακτηϱιστικού πίνακα P , οι οποίες λέγονται χαϱακτηϱιστικές ταχύτητες.
Συγκεκϱιµένα, ονοµάϹουµε το σύστηµα:

� Ισχυϱά υπεϱϐολικό (strongly hyperbolic) αν ο P έχει πϱαγµατικές ιδιοτιµές (χαϱακτηϱιστικές
ταχύτητες) και διαϑέτει πλήϱες σύνολο ιδιοδιανυσµάτων (δηλαδή διαγωνοποιείται) για κάϑε ni.

� Ασϑενώς υπερβολικό (weakly hyperbolic) αν ο P έχει πραγµατικές ιδιοτιµές (χαρακτηρισ-
τικές ταχύτητες) για κάϑε ni, όµως δεν διαθέτει πλήϱες σύνολο ιδιοδιανυσµάτων.

� Συµµετϱικά υπεϱϐολικό (symmetric hyperbolic) αν o P διαγωνοποιείται από τον ίδιο πίνακα
(δηλαδή τον ίδιο µετασχηµατισµό οµοιότητας) για κάϑε ni.

Πϱοκύπτει άµεσα ότι ένα συµµετϱικά υπεϱϐολικό σύστηµα είναι αυτοµάτως ισχυϱά υπεϱϐολικό (το
αντίστϱοϕο δεν ισχύει κατ’ ανάγκη). Το σηµαντικότεϱο ϑεώϱηµα από άποψης υπολογιστικής µελέτης
- αϱιϑµητικής ανάλυσης, είναι ότι η ισχυϱή υπεϱϐολικότητα διασϕαλίϹει ότι το πϱόϐληµα αϱχικών
τιµών για το εν λόγω σύστηµα είναι καλά τοποϑετηµένο. Ειδικότεϱα:

Θεώϱηµα 6.1

΄Ενα ισχυϱά υπερβολικό σύστηµα µεϱικών διαφορικών εξισώσεων επιδέχεται ένα καλά τοποθετη-
µένο πϱόϐληµα αρχικών τιµών.

Αποδεικνύεται [1] ότι το σύστηµα ADM-York είναι ασθενώς υπερβολικό, για δεδοµένο shift vector
βi και για µεγάλο εύϱος συνθηκών ϐαθµίδας για το lapse (λόγου χάϱη "singularity avoiding slicing
conditions"). Από την άλλη, το σύστηµα BSSN είναι ισχυϱά υπερβολικό κάτω από τις ίδιες συνθήκες.

Για την τϱοποποίηση-ϐελτίωση των υπερβολικών ιδιοτήτων του συστήµατος ADM-York προτάθηκαν οι
εξής µέϑοδοι (ο οποίες µποϱούν να συνδυαστούν µεταξύ τους): (α) να οριστούν νέες δυναµικές µεταβλ-
ητές (BSSN) (ϐ) να χρησιµοποιηθεί κατάλληλη συνθήκη ϐαθµίδας (GHG, Z4) και (γ) να τροποποιηθούν
οι εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης µε χϱήση των περιορισµών.

6.3 Φοϱµαλισµός BSSN των 3+1 εξισώσεων - BSSN Formulation of the 3+1
equations

Στην ουσία, ο BSSN ϕορµαλισµός (γνωστός και ως BSSNOK) ενσωµατώνει τα εξής τϱία στοιχεία: (i)
σύµµορφος µετασχηµατισµός της µετϱικής, (ii) σύµµορφη αποδόµηση της εξωτερικής καµπυλότητας,
(iii) ορισµός ϐοηθητικών δυναµικών µεταβλητών. Η κεντρική ιδέα πίσω από τον ϕορµαλισµό BSSN
έγκειται στο (iii) στοιχείο, δηλαδή ότι εισάγει νέες ανεξάϱτητες δυναµικές µεταβλητές στο σύστηµα των
3+1 εξισώσεων, οι οποίες απορροφούν τις προβληµατικές µεικτές παραγώγους της µετϱικής από τις
εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης οδηγώντας σε ένα ισχυϱά υπερβολικό σύστηµα.

Ο BSSN ϕορµαλισµός έχει ως αϕετηϱία τον σύµµορφο µετασχηµατισµό της χωϱικής µετϱικής, κατ’
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αναλογία µε τη σύµµορφη αποδόµηση York-Lichnerowicz που χρησιµοποιούν οι µέϑοδοι κατασκευής
αρχικών δεδοµένων CTT, CTS και XCTS. Σε αυτή την πεϱίπτωση όµως, ο σύµµορφος παράγοντας είναι
η ποσότητα ψ = eϕ (µε τον ϕ να καλείται σύµµορφος εκϑέτης) συνεπώς:

γ̃ij = e−4ϕγij (6.3.1)

Ο λόγος που γράφουµε τον σύµµορφο παράγοντα υπό αυτή τη µοϱϕή, δηλαδή στη ϑέση του ψ
έχουµε eϕ, είναι ότι ϐοηθάει στη µελέτη χωϱόχϱονων µε οπές - punctures. Ο σύµµορφος εκϑέτης ϕ
παϱουσιάϹει ασθενέστερη ή καθόλου απόκλιση στην οπή, σε αντίθεση µε τον ψ που συνήϑως αποκλίνει
(απειρίζεται) ως ψ ∼ 1/r (εποµένως ο ϕ αποκλίνει λογαριθµικά).

΄Ηδη από το προηγούµενο κεφάλαιο (κατασκευή αρχικών δεδοµένων), έχουµε εξάγει αρκετά χϱήσιµα
αποτελέσµατα πεϱί σύµµορφων τανυστών και των παϱαγώγων τους, τα οποία ϑα χρησιµοποιήσουµε
στο παϱόν κεφάλαιο. Σε αντίθεση όµως µε την αποδόµηση York-Lichnerowicz, απαιτούµε τώϱα η
ορίζουσα της σύµµορφης µετϱικής να ισούται µε την ορίζουσα της τρισδιάστατης επίπεδης µετϱικής
fij, η οποία αν εργαζόµαστε µε το καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων (κάτι που στο εξής ϑα ϑεωρούµε
δεδοµένο) ισούται µε τη µονάδα. Εποµένως:

γ̃ ≡ det(γ̃ij) = 1 (6.3.2)

Αυτό συνεπάγεται ότι:

1 = e−12ϕγ ⇒ ϕ =
1

12
ln γ (6.3.3)

Με αυτές τις υποϑέσεις, εκεί όπου στον ADM-York ϕοϱµαλισµό είχαµε µια εξίσωση χϱονικής εξέλιξης
για τη χωϱική µετϱική γij, τώϱα στον BSSN ϕοϱµαλισµό ϑα έχουµε δύο εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης,
µία για κάϑε δυναµική µεταϐλητή ϕ, γ̃ij. Πϱοκειµένου να καϑοϱίσουµε τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης
των ϕ, γ̃ij ϑα ϐασιστούµε στην αντίστοιχη ADM-York εξίσωση για την γij. Συγκεκϱιµένα, καϑότι
γνωϱίϹουµε την εξίσωση χϱονικής εξέλιξης της οϱίϹουσας γ της γij, η οποία είναι η (4.5.10):

∂t ln γ = −2αK + 2Diβ
i = −2αK + 2∂iβ

i + 2Γiijβ
j = −2αK + 2∂iβ

i + βj∂j ln γ (6.3.4)

όπου Γiij =
1
2
∂j ln γ, µποϱούµε άµεσα να ϐϱούµε την εξίσωση χϱονικής εξέλιξης του παϱάγοντα ϕ:

∂tϕ = −1

6
αK +

1

6
∂iβ

i + βi∂iϕ (6.3.5)

Η εξωτεϱική καµπυλότητα αναλύεται κατά τα γνωστά στο άιχνο κοµµάτι της Aij και στο ίχνος της
(µέση καµπυλότητα) K = γijKij:

Kij = Aij +
1

3
γijK ⇒ Aij = Kij −

1

3
γijK (6.3.6)

Θεωϱούµε σύµµοϱϕο µετασχηµατισµό του Aij όµως σε αντίϑεση µε τη σύµµοϱϕη αποδόµηση York-
Lichnerowicz που είδαµε πϱοηγουµένως, επιλέγουµε τον ίδιο σύµµοϱϕο παϱάγοντα µε αυτόν της
χωϱικής µετϱικής δηλαδή:

Ãij = e−4ϕAij ⇒ Ãij = e4ϕAij (6.3.7)

Εϕόσον αποδοµήσαµε την εξωτεϱική καµπυλότητα, εκλαµϐάνουµε το άιχνο µέϱος της Ãij και το ίχνος
της K ως ανεξάϱτητες δυναµικές µεταϐλητές άϱα χϱειάϹεται να ϐϱούµε τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξής
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τους. Η χϱονική εξέλιξη της µέσης καµπυλότητας δίνεται από την (4.5.11) στην οποία αντικαϑιστούµε
KijK

ij = AijA
ij + 1

3
K2 = ÃijÃ

ij + 1
3
K2 οπότε παίϱνουµε:

∂tK = −γijDiDjα + α

[
ÃijÃ

ij +
1

3
K2 + 4π(S + ρ)

]
+ βi∂iK (6.3.8)

Σηµείωση: Αν για µια ποσότητα ισχύει T =
√
γwT όπου T ένας τανυστής, τότε η T καλείται τανυστική

πυκνότητα µε ϐάϱος w. Ο παϱάγοντας eϕ = γ1/12 είναι τανυστική πυκνότητα µε ϐάϱος 1/6 ενώ
οι ποσότητες γ̃ij και Ãij είναι τανυστικές πυκνότητες µε ϐάϱος −2/3 (εϕόσον πεϱιέχουν τον e−4ϕ =
γ−1/3). Με ϐάση τον κανόνα παϱαγώγισης τανυστικών πυκνοτήτων, στην παϱάγωγο Lie µιας τανυστικής
πυκνότητας πϱοστίϑεται ένας επιπλέον όϱος ανάλογος του ϐάϱους της. Για την τανυστική πυκνότητα
T τάξης (r, s) και ϐάϱους w ισχύει:

LβT µ1...µr
ν1...νs

= βρ∂ρT µ1...µr
ν1...νs

− T ρ...µr
ν1...νs

∂ρβ
µ1 − . . .− T µ1...ρ

ν1...νs
∂ρβ

µr

+ T µ1...µr
ρ...νs ∂ν1β

ρ + . . .+ T µ1...µr
ν1...ρ

∂νsβ
ρ + wT µ1...µr

ν1...νs
∂ρβ

ρ (6.3.9)

∆ηλαδή, σε πιο συµπυκνωµένη γϱαϕή: LβT = [LβT ]w=0 + wT ∂ρβρ.

Επί παραδείγµατι:

Lβϕ = βk∂kϕ+
1

6
∂kβ

k (6.3.10)

Lβγ̃ij = βk∂kγ̃ij + γ̃ik∂jβ
k + γ̃kj∂iβ

k − 2

3
γ̃ij∂kβ

k (6.3.11)

6.3.1 Εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης - Time evolution equations

Μέχϱι στιγµής, οι δυναµικές µεταβλητές του ϕορµαλισµού BSSN είναι (ϕ, γ̃ij, K, Ãij). Εφόσον ϐϱήκαµε
τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης για τον σύµµορφο εκϑέτη ϕ και το ίχνος K της εξωτερικής καµπυλότη-
τας, το επόµενο ϐήµα είναι η εύϱεση των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης για τις µεταβλητές γ̃ij και Ãij.

Πϱόταση 6.1: Χϱονική Εξέλιξη γ̃ij και Ãij

Η εξίσωση χϱονικής εξέλιξης της σύµµοϱϕης µετϱικής είναι:

∂tγ̃ij = −2αÃij −
2

3
γ̃ij∂kβ

k + βk∂kγ̃ij + γ̃ik∂jβ
k + γ̃kj∂iβ

k (6.3.12)

Η εξίσωση χϱονικής εξέλιξης του σύµµοϱϕου άιχνου µέϱους της εξωτεϱικής καµπυλότητας είναι:

∂tÃij = e−4ϕ
[
−DiDjα + α(Rij − 8πSij)

]TF
+ α(KÃij − 2ÃimÃ

m
j)−

2

3
Ãij∂kβ

k

+ βk∂kÃij + Ãkj∂iβ
k + Ãik∂jβ

k (6.3.13)

όπου ο δείκτης TF υποδηλώνει το άιχνο (trace-free) µέϱος ενός τανυστή, π.χ. XTF
ij = Xij− 1

3
γijX,

DiDjα = D̃iD̃jα− 2
(
∂iα∂jϕ+ ∂jα∂iϕ− γ̃ij γ̃

mn∂mα∂nϕ
)

και Rij = R̃ij +Rϕ
ij ϐλ. (6.3.21).
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Απόδειξη:

∂tγ̃ij = ∂t(e
−4ϕγij) = −4∂tϕ e

−4ϕγij + e−4ϕ∂tγij

= e−4ϕ

(
2

3
αKγij −

2

3
γij∂kβ

k − 4γijβ
k∂kϕ− 2αKij + Lβγij

)
= −2αe−4ϕ

(
Kij −

1

3
γijK

)
− 2

3
e−4ϕγij∂kβ

k − 1

3
e−4ϕγijβ

k∂k ln γ + e−4ϕ(βk∂kγij + γkj∂iβ
k + γik∂jβ

k)

= −2αÃij −
2

3
γ̃ij∂kβ

k − 1

3
e−4ϕβk∂kγij + e−4ϕ(βk∂kγij + γkj∂iβ

k + γik∂jβ
k)

όπου στην τελευταία γϱαµµή χϱησιµοποιήσαµε την ταυτότητα ∂k ln γ = γij∂kγij ⇒ γij∂k ln γ = ∂kγij.
Τελικά:

∂tγ̃ij = −2αÃij −
2

3
γ̃ij∂kβ

k +
2

3
e−4ϕβk∂kγij + γ̃ik∂jβ

k + γ̃kj∂iβ
k (6.3.14)

Μετά από πϱάξεις, πϱοκύπτει εύκολα ότι 2
3
e−4ϕβk∂kγij = βk∂kγ̃ij έτσι καταλήγουµε στο Ϲητούµενο:

∂tγ̃ij = −2αÃij −
2

3
γ̃ij∂kβ

k + βk∂kγ̃ij + γ̃ik∂jβ
k + γ̃kj∂iβ

k (6.3.15)

⇔ ∂tγ̃ij = −2αÃij + Lβγ̃ij (6.3.16)

Στη συνέχεια, έχουµε να υπολογίσουµε τη χϱονική παϱάγωγο του Ãij, το οποίο γϱάϕεται:

Ãij = e−4ϕKij −
1

3
γ̃ijK (6.3.17)

ΠαϱαγωγίϹουµε την παϱαπάνω σχέση ως πϱος τον χϱόνο:

∂tÃij = −4Kije
−4ϕ∂tϕ+ e−4ϕ∂tKij −

1

3
K∂tγ̃ij −

1

3
γ̃ij∂tK

Αντικαϑιστούµε τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης (6.3.5) για το ∂tϕ, (6.3.12) για το ∂tγ̃ij, (4.5.9) για το
∂tKij και την ενδιάµεση εξίσωση (4.5.16) που εξάγαµε για το ∂tK:

∂tÃij = Kije
−4ϕ
(2
3
αK − 2

3
∂kβ

k
)
+Kijβ

k∂k(e
−4ϕ)

+ e−4ϕ
{
βk∂kKij +Kkj∂iβ

k +Kik∂jβ
k −DiDjα + α(Rij +KKij − 2KikK

k
j )− 8πα

[
Sij −

1

2
γij(S − ρ)

]}
− 1

3
K
(
− 2αÃij −

2

3
γ̃ij∂kβ

k + βk∂kγ̃ij + γ̃ik∂jβ
k + γ̃kj∂iβ

k
)

− 1

3
γ̃ij

(
−DkDkα + βk∂kK + α[R +K2 + 4π(S − 3ρ)]

)
= Kije

−4ϕ
(2
3
αK − 2

3
∂kβ

k
)
+ βk∂k

(
e−4ϕKij −

1

3
γ̃ijK

)
+
(
e−4ϕKkj −

1

3
γ̃kjK

)
∂iβ

k +
(
e−4ϕKik −

1

3
γ̃ikK

)
∂jβ

k

+ e−4ϕ
{
−DiDjα + α(Rij +KKij − 2KikK

k
j )− 8πα

[
Sij −

1

2
γij(S − ρ) +

1

6
γij(S − 3ρ)

]}
− 1

3
K
(
− 2αÃij −

2

3
γ̃ij∂kβ

k
)
− 1

3
γ̃ij

(
−DkDkα + αR + αK2

)
= βk∂kÃij + Ãkj∂iβ

k + Ãik∂jβ
k − 2

3

(
e−4ϕKij −

1

3
γ̃ijK

)
∂kβ

k
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+ e−4ϕ
[
−
(
DiDjα− 1

3
γijD

kDkα
)
+ α

(
Rij −

1

3
γijR

)
− 8πα

(
Sij −

1

3
γijS

)]
+ e−4ϕ

(5
3
αKKij − 2αKikK

k
j

)
+

2

3
αKÃij −

1

3
αK2γ̃ij

= βk∂kÃij + Ãkj∂iβ
k + Ãik∂jβ

k − 2

3
Ãij∂kβ

k + e−4ϕ
[
− (DiDjα)

TF + α(RTF
ij − 8πSTFij )

]
+Xij

όπου Xij παϱιστάνει τους τελευταίους τέσσεϱις όϱους, οι οποίοι δίνουν:

Xij =
5

3
αK
(
Ãij +

1

3
γ̃ijK

)
− 2α

(
Ãik +

1

3
γ̃ikK

)(
Ãkj +

1

3
δkjK

)
+

2

3
αKÃij −

1

3
αK2γ̃ij

=
5

3
αKÃij +

5

9
αK2γ̃ij − 2αÃikÃ

k
j −

2

3
αKÃij −

2

3
αKÃij −

2

9
αK2γ̃ij +

2

3
αKÃij −

1

3
αK2γ̃ij

= αKÃij − 2αÃikÃ
k
j

Συνολικά λοιπόν:

∂tÃij = e−4ϕ
[
−DiDjα + α(Rij − 8πSij)

]TF
+ α(KÃij − 2ÃimÃ

m
j)

+ βk∂kÃij + Ãkj∂iβ
k + Ãik∂jβ

k − 2

3
Ãij∂kβ

k (6.3.18)

= e−4ϕ
[
−DiDjα + α(Rij − 8πSij)

]TF
+ α(KÃij − 2ÃimÃ

m
j) + LβÃij (6.3.19)

Μένει να εκϕϱάσουµε τον όϱο DiDjα ως πϱος σύµµοϱϕα µεγέϑη. ΄Εχουµε ότι:

DiDjα = Di(∂jα) = D̃i∂jα− Ck
ij∂kα

= D̃iD̃jα− 2(δkj∂iϕ+ δki∂jϕ− γ̃ij γ̃
km∂mϕ)∂kα

= D̃iD̃jα− 2(∂jα∂iϕ+ ∂iα∂jϕ− γ̃ij γ̃
km∂kα∂mϕ)

6.3.2 Βοηϑητικές µεταϐλητές "Gammas" - Auxiliary "Gamma" variables

Ο σύµµορφος µετασχηµατισµός που ϑεωρήσαµε προφανώς δεν λύνει το πϱόϐληµα της ασθενούς υπ-
ερβολικότητας των ADM-York εξισώσεων, απλώς οϱίϹει ως δυναµικές µεταβλητές τις (ϕ, γ̃ij, K, Ãij),
των οποίων την χϱονική εξέλιξη προσδιορίσαµε. Προκειµένου να επιλύσουµε το Ϲήτηµα της ασθενούς
υπερβολικότητας χρειάζεται να ορίσουµε νέες δυναµικές µεταβλητές οι οποίες να εξαρτώνται από τις
πϱώτες χωϱικές παραγώγους της µετϱικής, ώστε οι όϱοι µε µεικτές παραγώγους στην έκφραση του Rij

(και ειδικότερα του R̃ij αϕού εργαζόµαστε µε σύµµορφα µεγέϑη) να γράφονται τώϱα ως απλές παράγ-
ωγοι των νέων µεταβλητών. ΄Ετσι ϑα αποφύγουµε την εµφάνιση µεικτών παϱαγώγων της µετϱικής και
οι µόνες δεύτεϱες παράγωγοι που ϑα εµφανίζονται ϱητά στον τανυστή Ricci ϑα προέρχονται αποκλεισ-
τικά από τον τελεστή Laplace. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα τον ανασχηµατισµό της εξίσωσης (6.1.5) της
µετϱικής ώστε να λάϐει µοϱϕή όµοια µε αυτή της κυµατικής εξίσωσης.

Το ϐασικότεϱο σηµείο του BSSN ϕορµαλισµού είναι λοιπόν η εισαγωγή ϐοηθητικών µεταβλητών,
οι οποίες είναι 3 στο πλήϑος και ονοµάζονται σύµµορφες µεταβλητές σύνδεσης ή απλά "gammas".
Ορίζονται:

Γ̃i ≡ γ̃jkΓ̃ijk = −∂j γ̃ij (6.3.20)

όπου Γ̃ijk τα σύµβολα Christoffel (συντελεστές σύνδεσης) της σύµµορφης µετϱικής γ̃ij. Η τελευταία
ισότητα πϱοκύπτει από τον οϱισµό των συµβόλων Christoffel µε την υπόθεση ότι γ̃ = 1 (γενικά
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γ̃jkΓ̃ijk = −γ̃−1/2∂j(γ̃
1/2 γ̃ij)). Προφανώς, τα Γ̃i δεν αποτελούν τις συνιστώσες ενός διανύσµατος αϕού

δεν ικανοποιούν τον αντίστοιχο κανόνα µετασχηµατισµού κάτω από αλλαγή συντεταγµένων.

Θα εξετάσουµε τώϱα τον τϱόπο µε τον οποίο τα gammas τϱοποποιούν την έκφραση του τανυστή Ricci.
Κατ’ αρχήν πϱέπει να εκφράσουµε τον ϕυσικό τανυστή Ricci, που εµφανίζεται στην εξίσωση (6.3.13),
συναρτήσει των σύµµορφων δυναµικών µεταβλητών µε τις οποίες εργαζόµαστε. Στο προηγούµενο
κεφάλαιο, είδαµε ότι αν ϑεωρήσουµε έναν σύµµορφο µετασχηµατισµό της χωϱικής µετϱικής, τότε
ο ϕυσικός 3D τανυστής Ricci γράφεται ως το άθροισµα του σύµµορφου 3D τανυστή Ricci συν έναν
τανυστή που εξαρτάται από τις παραγώγους του σύµµορφου παράγοντα. Σύµφωνα δηλαδή µε τη
σχέση (5.2.10) γράφουµε:

Rij = R̃ij +Rϕ
ij (6.3.21)

όπου:

� R̃ij ο σύµµοϱϕος τανυστής Ricci που υπολογίϹεται από τα γ̃ij και Γ̃ijk ϐάσει της:

R̃ij = −1

2
γ̃kl(∂k∂lγ̃ij + ∂i∂j γ̃kl − ∂k∂j γ̃il − ∂i∂lγ̃kj) + γ̃kl(Γ̃mil Γ̃mkj − Γ̃mij Γ̃mkl) (6.3.22)

όπου Γ̃kij = γ̃kmΓ̃
m
ij τα σύµµοϱϕα σύµϐολα Christoffel πϱώτου είδους (Christoffel symbols of

the first kind). Η πιο πάνω σχέση χϱησιµοποιώντας τα gammas Γ̃i γϱάϕεται ισοδύναµα:

R̃ij = −1

2
γ̃kl∂k∂lγ̃ij + γ̃k(i∂j)Γ̃

k + Γ̃kΓ̃(ij)k + γ̃lm
(
2Γ̃kl(iΓ̃j)km + Γ̃kimΓ̃klj

)
(6.3.23)

΄Εχουµε επιτύχει τον σκοπό µας, καϑότι οι µόνες δεύτεϱες παϱάγωγοι της µετϱικής γ̃ij που
εµϕανίϹονται ϱητά στον R̃ij πϱοέϱχονται από τη Λαπλασιανή: (e4ϕ) · γkl∂k∂lγ̃ij. Οι υπόλοιπες
παϱάγωγοι δεύτεϱης τάξης, δηλαδή οι πϱοϐληµατικές µεικτές παϱάγωγοι, έχουν αποϱϱοϕηϑεί
στις πϱώτες παϱαγώγους ∂iΓ̃k των gammas.

� Rϕ
ij ο τανυστής που κατασκευάζεται από παραγώγους του παράγοντα ϕ έως και 2ης τάξης

(τέσσεϱις τελευταίοι όϱοι της (5.2.10)). Η έκφρασή του πϱοκύπτει αντικαθιστώντας lnψ = ϕ
στην (5.2.10) οπότε:

Rϕ
ij = −2D̃iD̃jϕ− 2γ̃ijD̃mD̃

mϕ+ 4D̃iϕD̃jϕ− 4γ̃ijD̃mϕD̃
mϕ (6.3.24)

ΟϱίϹοντας τις ϐοηϑητικές µεταϐλητές Γ̃i ≡ γ̃jkΓ̃ijk = −∂j γ̃ij καταϕέϱαµε να τϱοποποιήσουµε τον
τανυστή Ricci ώστε το πϱοκύπτον σύστηµα να είναι ισχυϱά υπεϱϐολικό. Για να το πετύχουµε αυτό
έχουµε πϱοάγει τα Γ̃i σε νέες ανεξάϱτητες δυναµικές µεταϐλητές, µε "τίµηµα" όµως ότι πϱέπει να
ϐϱούµε τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης τους, αϕού αποτελούν δυναµικές µεταϐλητές του ϕοϱµαλισµού.

Πϱόταση 6.2: Χϱονική εξέλιξη Γ̃i

Η εξίσωση χϱονικής εξέλιξης των gammas είναι:

∂tΓ̃
i = −2Ãij∂jα + 2α

(
Γ̃ijkÃ

kj − 2

3
γ̃ij∂jK − 8πγ̃ikjk + 6Ãij∂jϕ

)
+ βj∂jΓ̃

i − Γ̃j∂jβ
i +

2

3
Γ̃i∂jβ

j +
1

3
γ̃ki∂k∂jβ

j + γ̃kj∂j∂kβ
i (6.3.25)
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Απόδειξη:

Ξεκινώντας από τον οϱισµό των gammas, εναλλάσσουµε την χωϱική παράγωγο ως πϱος τον χώϱο
µε αυτή ως πϱος τον χϱόνο:

∂tΓ̃
i = ∂t(−∂j γ̃ij) = −∂j∂tγ̃ij

Στην πιο πάνω σχέση αντικαϑιστούµε τον τύπο:

∂tγ̃
ij = −γ̃ikγ̃jl∂tγ̃kl = 2αÃij +

2

3
γ̃ij∂mβ

m − γ̃ikγ̃jlβm∂mγ̃kl − γ̃ik∂kβ
j − γ̃jl∂lβ

i

= 2αÃij +
2

3
γ̃ij∂mβ

m + βm∂mγ̃
ij − γ̃ik∂kβ

j − γ̃jl∂lβ
i (6.3.26)

Εποµένως:

∂tΓ̃
i = −∂j

(
2αÃij +

2

3
γ̃ij∂mβ

m + βm∂mγ̃
ij − γ̃ik∂kβ

j − γ̃jl∂lβ
i
)

= −2Ãij∂jα− 2α∂jÃ
ij − 2

3
∂j γ̃

ij∂mβ
m − 2

3
γ̃ij∂j∂mβ

m

::::::::::::

−������
∂jβ

m∂mγ̃
ij − βm∂j∂mγ̃

ij

+������
∂kβ

j∂j γ̃
ik + γ̃ik∂j∂kβ

j

:::::::::
+ ∂j γ̃

jl∂lβ
i + γ̃jl∂j∂lβ

i

= −2Ãij∂jα− 2α∂jÃ
ij +

2

3
Γ̃i∂mβ

m +
1

3
γ̃ij∂j∂mβ

m − βm∂m∂j γ̃
ij − Γ̃l∂lβ

i + γ̃jl∂j∂lβ
i

= −2Ãij∂jα− 2α∂jÃ
ij +

2

3
Γ̃i∂mβ

m +
1

3
γ̃ij∂j∂mβ

m + βm∂mΓ̃
i − Γ̃l∂lβ

i + γ̃jl∂j∂lβ
i (6.3.27)

Αποµένει να αντικαταστήσουµε τον όϱο απόκλισης ∂jÃij στην (6.3.27) µε τη ϐοήϑεια του πεϱιοϱισµού
οϱµής. Η χϱήση του πεϱιοϱισµού οϱµής είναι καίϱιας σηµασίας διότι εµπειϱικά αλλά και ϑεωϱητικά
αποδεικνύεται ότι η (6.3.27) στην παϱούσα της µοϱϕή, σε συνδυασµό µε τις υπολόποιες εξισώσεις
χϱονικής εξέλιξης, συνιστούν ένα υπολογιστικά ασταϑές σύστηµα. Πϱοκειµένου να εξασϕαλίσουµε
την ισχυϱή υπεϱϐολικότητα του συστήµατος, ϑα ϐϱούµε µια σχέση για το ∂jÃij ξεκινώντας από τον
πεϱιοϱισµό οϱµής:

Dj(K
ij − γijK) = 8πji

DjA
ij − 2

3
γij∂jK = 8πji

΄Εχουµε αποδείξει τη σχέση (5.2.25) η οποία αναϕέϱει ότι για σύµµοϱϕο µετασχηµατισµό της µοϱϕής
Aij = ψαÃij ισχύει η εξής σχέση ανάµεσα στις αποκλίσεις: DjA

ij = ψ−10D̃j(ψ
α+10Ãij). Στη δική µας

πεϱίπτωση έχουµε τον µετασχηµατισµό Aij = e−4ϕÃij όπου ψ = eϕ και α = −4, άϱα έχουµε:

DjA
ij = e−10ϕD̃j(e

6ϕÃij) = e−4ϕ(D̃jÃ
ij + 6Ãij∂jϕ) (6.3.28)
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Ο πεϱιοϱισµός οϱµής γϱάϕεται τώϱα:

e−4ϕ(D̃jÃ
ij + 6Ãij∂jϕ)−

2

3
γij∂jK = 8πji

D̃jÃ
ij + 6Ãij∂jϕ− 2

3
e4ϕγij∂jK = 8πe4ϕγikjk

∂jÃ
ij + Γ̃ijmÃ

mj + Γ̃jjm︸︷︷︸
0

Ãim + 6Ãij∂jϕ− 2

3
γ̃ij∂jK = 8πγ̃ikjk

Χϱησιµοποιήσαµε ότι Γ̃jjm = 1
2
γ̃ij∂mγ̃ij = 1

2
∂m ln γ̃ = 0 µιας και γ̃ = 1. Λύνοντας ως πϱος τον όϱο

απόκλισης ∂jÃij λαµϐάνουµε τελικά:

∂jÃ
ij = −Γ̃ijmÃ

jm − 6Ãij∂jϕ+
2

3
γ̃ij∂jK + 8πγ̃ikjk (6.3.29)

Το τελευταίο ϐήµα είναι να αντικαταστήσουµε την (6.3.29) στην (6.3.27) ώστε να πάϱουµε το Ϲητούµενο:

∂tΓ̃
i = −2Ãij∂jα + 2α

(
Γ̃ijmÃ

jm + 6Ãij∂jϕ− 2

3
γ̃ij∂jK − 8πγ̃ikjk

)
+ βj∂jΓ̃

i − Γ̃j∂jβ
i +

2

3
Γ̃i∂jβ

j +
1

3
γ̃ki∂k∂jβ

j + γ̃kj∂j∂kβ
i (6.3.30)

⇔ ∂tΓ̃
i = −2Ãij∂jα + 2α

(
Γ̃ijmÃ

jm + 6Ãij∂jϕ− 2

3
γ̃ij∂jK − 8πγ̃ikjk

)
+ LβΓ̃

i (6.3.31)

6.3.3 Εξισώσεις των πεϱιοϱισµών - Constraint equations

Το τελικό σύστηµα εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης για τις δυναµικές µεταβλητές (ϕ, γ̃ij, K, Ãij, Γ̃i) απαρτίζε-
ται από τις εξισώσεις (6.3.5), (6.3.12), (6.3.8), (6.3.13) και (6.3.25). Για να κλείσουµε τον BSSN ϕορ-
µαλισµό, χρειάζεται να αναδιατυπώσουµε τις εξισώσεις των περιορισµών του συστήµατος ADM-York
µε όϱους των δυναµικών µεταβλητών και της σύµµορφης παραγώγου D̃i.

Α) Χαµιλτονιανός Περιορισµός:

Από τις εξισώσεις ADM-York παίϱνουµε τον χαµιλτονιανό περιορισµό στην αρχική του µοϱϕή:

R +K2 −KijK
ij = 16πρ (6.3.32)

Η σχέση που συνδέει το ϕυσικό ϐαϑµωτό Ricci µε το σύµµοϱϕο οµόλογό του είναι γνωστή, ειδικότεϱα
είναι η (5.2.11). Για να την εκϕϱάσουµε µε όϱους ϕ αντικαϑιστούµε ψ = eϕ έτσι:

R = e−4ϕR̃− 8e−5ϕγ̃ijD̃iD̃je
ϕ (6.3.33)

Ο όϱος KijK
ij εκϕϱάϹεται µέσω των Ãij και K ως:

KijK
ij =

(
e4ϕÃij +

1

3
e4ϕγ̃ijK

)(
e−4ϕÃij +

1

3
e−4ϕγ̃ijK

)
=
(
Ãij +

1

3
γ̃ijK

)(
Ãij +

1

3
γ̃ijK

)
= ÃijÃ

ij +
1

3
K2 (6.3.34)
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Συνολικά λοιπόν, µετά την αντικατάσταση των (6.3.33), (6.3.34) στην (6.3.32) έχουµε:

e−4ϕR̃− 8e−5ϕγ̃ijD̃iD̃je
ϕ − ÃijÃ

ij +
2

3
K2 = 16πρ (6.3.35)

Ισοδύναµα:

γ̃ijD̃iD̃je
ϕ − 1

8
eϕR̃ +

1

8
e5ϕÃijÃ

ij − 1

12
e5ϕK2 + 2πe5ϕρ = 0 (6.3.36)

B) Περιορισµοί Ορµής:

Οι περιορισµοί ορµής στην αρχική τους ADM-York µοϱϕή, µε τους δείκτες πάνω, γράφονται:

Dj(K
ij − γijK) = 8πji

DjA
ij − 2

3
γij∂jK = 8πji

΄Οπως είδαµε, από την (5.2.25) έχουµε DjA
ij = e−10ϕD̃j(e

6ϕÃij) κατά συνέπεια:

e−10ϕD̃j(e
6ϕÃij)− 2

3
e−4ϕγ̃ij∂jK = 8πe−4ϕγ̃ikjk

e−4ϕ(D̃jÃ
ij + 6Ãij∂jϕ)−

2

3
e−4ϕγ̃ij∂jK = 8πe−4ϕγ̃ikjk

D̃jÃ
ij + 6Ãij∂jϕ− 2

3
γ̃ij∂jK − 8πγ̃ikjk = 0 (6.3.37)

Σε οϱισµένες πεϱιπτώσεις είναι ϐολικότεϱο να εκϕϱάσουµε τους πεϱιοϱισµούς οϱµής µε τους δείκτες
κάτω, που δίνονται από τη σχέση:

D̃jÃij + 6ÃijD̃
jϕ− 2

3
∂iK − 8πji = 0 (6.3.38)

η οποία πϱοκύπτει άµεσα αν πολλαπλασιάσουµε την (6.3.37) µε γ̃im.

C) Αλγεβρικοί Περιορισµοί:

Πέϱαν του χαµιλτονιανού περιορισµού και των περιορισµών ορµής, η σύµµορφη αποδόµηση που
πραγµατοποιεί ο BSSN ϕορµαλισµός και ο ορισµός των νέων δυναµικών µεταβλητών gammas εισάγουν
τϱεις αλγεβρικούς περιορισµούς (συνολικά 5 εξισώσεις). Οι περιορισµοί αυτοί πϱέπει να ικανοποιούν-
ται ώστε τα µεγέϑη που υπολογίζονται από την αριθµητική εξέλιξη να είναι συνεπή µε τη ϑεωρία
εξασφαλίζοντας ότι υπολογίζουµε σωστά τη γεωµετϱία του χωϱόχϱονου. ΄Ετσι λοιπόν, από τον τϱόπο
που τα έχουµε ορίσει, τα µεγέϑη γ̃ij, Ãij και Γ̃i οϕείλουν να ικανοποιούν τους εξής αλγεβρικούς περι-
ορισµούς:

� γ̃ij έχει οϱίϹουσα ίση µε τη µονάδα: det(γ̃ij) ≡ γ̃ = 1

� Ãij είναι άιχνο: γ̃ijÃij = 0

� Γ̃i ικανοποιούν τη διαϕοϱική σχέση οϱισµού τους: Γ̃i = −∂j γ̃ij

Σε οϱισµένες πεϱιπτώσεις οι πεϱιοϱισµοί απλά ελέγχονται, παϱέχοντας ένα µέτϱο του αϱιϑµητικού
σϕάλµατος. Συνήϑως καϑοϱίϹεται ένα όϱιο ακϱίϐειας στο οποίο απαιτούµε να εµπίπτει η ποσότητα που
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πεϱιγϱάϕει την παϱαϐίασή τους. Μια καλύτεϱη πϱακτική είναι να γίνεται επαναπϱοσδιοϱισµός των
δυναµικών µεταϐλητών ανά τακτά χϱονικά διαστήµατα µε τϱόπο που οι πεϱιοϱισµοί να ικανοποιούνται.
Συγκεκϱιµένα, ϕαίνεται εµπειϱικά ότι:

(i) Ο πϱώτος αλγεϐϱικός πεϱιοϱισµός γ̃ = 1 δεν χϱειάϹεται να εϕαϱµόϹεται σε κάϑε επανάληψη του
κώδικα καϑώς δεν συµϐάλλει στην αϱιϑµητική ευστάϑεια της πϱοσοµοίωσης. ∆ηλαδή δεν είναι
υποχϱεωτικό να γίνεται ανακλιµάκωση της γ̃ij ώστε γ̃ = 1.

(ii) Ο δεύτεϱος αλγεϐϱικός πεϱιοϱισµός Ã = γ̃ijÃij = 0 πϱέπει να επιϐάλλεται τακτικά από τον
κώδικα (πϱάγµα που έχει καϑιεϱωϑεί στους πλείστους κώδικες), επειδή έχει παϱατηϱηϑεί ότι
ϐοηϑάει στην αϱιϑµητική ευστάϑεια. Αυτό επιτυγχάνεται µε την αντικατάσταση:

Ãij → Ãij −
1

3
γ̃ijÃ

(iii) Ο τϱίτος αλγεϐϱικός (διαϕοϱικός) πεϱιοϱισµός Γ̃i = −∂j γ̃ij καλό είναι να χϱησιµοποιείται για
τον υπολογισµό των Γ̃i σε όϱους που δεν πεϱιέχουν παϱαγώγους τους. Τα Γ̃i που πϱοκύπτουν
ανεξάϱτητα του οϱισµού, µέσω της εξίσωσης χϱονικής εξέλιξης, χϱησιµοποιούνται µόνο για τον
υπολογισµό όϱων που πεϱιέχουν παϱαγώγους τους. (ϐλ. [68])

6.4 Εξισώσεις BSSN - The BSSN Equations

Σε αυτή την ενότητα ϑα συνοψίσουµε τα αποτελέσµατά µας, αναϕοϱικά µε τις εξισώσεις χϱονικής
εξέλιξης και τις εξισώσεις των περιορισµών στα πλαίσια του ϕορµαλισµού BSSN.

Οι δυναµικές µεταβλητές στον ϕορµαλισµό BSSN είναι οι (ϕ, γ̃ij, K, Ãij, Γ̃i) και είναι εύκολο να δούµε
ότι ανεξάϱτητες συνιστώσες τους είναι 15 = 17 − 2 (µιας και εκ κατασκευής γ̃ = 1 και γ̃ijÃij = 0).
Στην πϱάξη, έχει διαφανεί εµπειρικά πως είναι προτιµότερο η χϱονική εξέλιξη να πραγµατοποιείται
και για τις 17 δυναµικές µεταβλητές, µε τις συνθήκες γ̃ = 1 και γ̃ijÃij = 0 να επιβάλλονται υπό τη
µοϱϕή αλγεβρικών περιορισµών που πϱέπει να ικανοποιούνται µαϹί µε τους περιορισµούς ενέϱγειας
και ορµής. Είδαµε πως στον ADM-York ϕορµαλισµό οι δυναµικές µεταβλητές είναι (γij, Kij) µε 12
συνιστώσες. Οι 3 επιπρόσθετες δυναµικές µεταβλητές που εισάγει ο BSSN ϕορµαλισµός, τα gam-
mas Γ̃i ≡ γ̃jkΓ̃ijk = −∂j γ̃ij (σε καρτεσιανές συντεταγµένες), αποτελούν το κλειδί για την ισχυϱή
υπερβολικότητα των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης, που είναι αναγκαία συνθήκη για την επίτευξη υπ-
ολογιστικής ευστάθειας. Προφανώς, η σχέση ορισµού Γ̃i = −∂j γ̃ij των gammas ισχύει αυστηϱά
µόνο αναλυτικά ενώ από αριθµητικής άποψης παίϹει τον ϱόλο ενός διαφορικού περιορισµού, που
συµπληϱώνει τους δύο προαναφερθέντες αλγεβρικούς περιορισµούς. Υπενθυµίζουµε πως στην εξαγ-
ωγή της εξίσωσης εξέλιξης των Γ̃i χρησιµοποιήθηκαν οι περιορισµοί ορµής, κάτι που επίσης αποτελεί
σηµαντικό στοιχείο του BSSN ϕορµαλισµού διότι διαµορφώνει το σύστηµα χϱονικής εξέλιξης µε τϱόπο
που να είναι αριθµητικά ευσταθές.

Ανακεϕαλαιώνοντας, οι εξισώσεις του BSSN ϕορµαλισµού (σε συντεταγµένες προσαρµοσµένες στη
διαµέριση (t, xi) µε xi = (x, y, z) οι καρτεσιανές συντεταγµένες) παρατίθενται πιο κάτω.
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Εξισώσεις BSSN

∆υναµικές µεταϐλητές στον BSSN ϕοϱµαλισµό είναι:

ϕ, γ̃ij, K, Ãij, Γ̃i

Από αυτές ανακτούµε τις ϕυσικές δυναµικές µεταϐλητές (γij, Kij) των υπεϱεπιϕανειών µέσω των
σχέσεων:

� γij = e4ϕγ̃ij

� Kij = e4ϕ
(
Ãij +

1
3
γ̃ijK

)
Οι συναϱτήσεις ϐαϑµίδας που καϑοϱίϹουν την διαµέϱιση είναι το lapse α και οι συνιστώσες του
shift vector βi και πϱοσδιοϱίϹονται από την επιλογή συνϑηκών ϐαϑµίδας. ΣυµϐολίϹουµε ρ, ji, Sij
τους όϱους που αϕοϱούν πηγές ύλης/ενέϱγειας και οϱίϹονται από τις ακόλουϑες πϱοϐολές του
τανυστή ενέϱγειας-οϱµής: ρ = nµnνTµν , ji = −γijnµTµj , Sij = γiµγjνT

µν µε S = γijSij.

1. Εξισώσεις των πεϱιοϱισµών (constraints):

1a) Hamiltonian constraint

H ≡ γ̃ijD̃iD̃je
ϕ − 1

8
eϕR̃ +

1

8
e5ϕÃijÃ

ij − 1

12
e5ϕK2 + 2πe5ϕρ = 0 (6.4.1)

1b) Momentum constraints

Mi ≡ D̃jÃ
ij + 6Ãij∂jϕ− 2

3
γ̃ij∂jK − 8πγ̃ikjk = 0 (6.4.2)

1c) Algebraic constraints

det(γ̃ij) ≡ γ̃ = 1, γ̃ijÃij = 0, G i ≡ Γ̃i + ∂j γ̃
ij = 0 (6.4.3)

2. Εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης (evolution equations):

∂tϕ = −1

6
αK + βi∂iϕ+

1

6
∂iβ

i (6.4.4)

∂tγ̃ij = −2αÃij + βk∂kγ̃ij + γ̃kj∂iβ
k + γ̃ik∂jβ

k − 2

3
γ̃ij∂kβ

k (6.4.5)

∂tK = −γijDiDjα + α

[
ÃijÃ

ij +
1

3
K2 + 4π(S + ρ)

]
+ βi∂iK (6.4.6)

∂tÃij = e−4ϕ
[
−DiDjα + α(Rij − 8πSij)

]TF
+ α(ÃijK − 2ÃimÃ

m
j)

+ βk∂kÃij + Ãkj∂iβ
k + Ãik∂jβ

k − 2

3
Ãij∂kβ

k (6.4.7)
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∂tΓ̃
i = −2Ãij∂jα + 2α

(
Γ̃ijmÃ

jm + 6Ãij∂jϕ− 2

3
γ̃ij∂jK − 8πγ̃ikjk

)
+ βj∂jΓ̃

i − Γ̃j∂jβ
i +

2

3
Γ̃i∂jβ

j +
1

3
γ̃ki∂k∂jβ

j + γ̃kj∂j∂kβ
i (6.4.8)

όπου DiDjα = D̃iD̃jα − 2
(
∂iα∂jϕ+ ∂jα∂iϕ− γ̃ij γ̃

mn∂mα∂nϕ
)

και ο δείκτης TF δηλώνει
το άιχνο (trace-free) µέϱος ενός τανυστή π.χ. για 3D τανυστή XTF

ij = Xij − 1
3
γijX. Ο

ϕυσικός τανυστής Ricci που εµϕανίϹεται στην (6.4.7) αναλύεται ως εξής:

Rij = R̃ij +Rϕ
ij (6.4.9)

όπου

� R̃ij = −1

2
γ̃kl∂k∂lγ̃ij + γ̃k(i∂j)Γ̃

k + Γ̃kΓ̃(ij)k + γ̃lm
(
2Γ̃kl(iΓ̃j)km + Γ̃kimΓ̃klj

)
(6.4.10)

� Rϕ
ij = −2D̃iD̃jϕ− 2γ̃ijD̃mD̃

mϕ+ 4D̃iϕD̃jϕ− 4γ̃ijD̃mϕD̃
mϕ (6.4.11)

Ας συνοψίσουµε τον ϕορµαλισµό καταµετρώντας του ϐαθµούς ελευθερίας. ΄Εχουµε να υπολογίσουµε
17 µεταβλητές, συγκεκριµένα τις συνιστώσες των δυναµικών µεταβλητών (ϕ, γ̃ij, K, Ãij, Γ̃

i). Η χϱονική
τους εξέλιξη δίνεται από τις (6.4.4)-(6.4.8) και για να ξεκινήσει απαιτεί τον προσδιορισµό αρχικών δε-
δοµένων. Για την κατασκευή αρχικών δεδοµένων, διαθέτουµε τις συνολικά 9 εξισώσεις των περιορισµών
και λόγω ελευθερίας επιλογής συντεταγµένων, επιλέγουµε 4 συνιστώσες ως συναρτήσεις ϐαθµίδας (κατ’
αντιστοιχία µε την επιλογή των (α, βi)). Ως εκ τούτου, αποµένουν 17 − 9 − 4 = 4 = 2 × 2 ϐαθµοί
ελευθερίας που αντιστοιχούν στο Ϲεύγος (γ̃ij, Ãij) και αναπαριστούν τις δύο δυνατές πολώσεις των
ϐαρυτικών κυµάτων.

Το πλήϱες σύστηµα BSSN περιλαµβάνει και ορισµένες εξισώσεις για τις συναρτήσεις ϐαθµίδας α
και βi (slicing - gauge conditions) οι οποίες είναι απαϱαίτητες για την οµαλή συµπεριφορά της λύσης.
Οι συνθήκες ϐαθµίδας επιλέγονται ελεύθερα και µποϱούν να καταστήσουν το συνολικό σύστηµα πιο
υπερβολικό ή πιο ελλειπτικό. Η επιλογή τους γίνεται µε γνώµονα τις συµµετρίες του υπό µελέτη
(αστρο)ϕυσικού χωϱόχϱονου, την αποτϱοπή συµπερίληψης στο πεδίο ολοκλήρωσης σηµείων όπου υπ-
άρχει ιδιοµορφία καµπυλότητας και την αποϕυγή δηµιουϱγίας ιδιοµορφιών συντεταγµένων.
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6.5 Ευστάϑεια εξισώσεων BSSN σε υπολογιστικές πϱοσοµοιώσεις - Stability
of the BSSN equations in computational implementations

Στη ενότητα αυτή παρουσιάζεται µια σύγκριση των αριθµητικών αποτελεσµάτων που ελήφθησαν
µε χϱήση των ADM-York εξισώσεων, των BSSN εξισώσεων και ϐελτιωµένων παραλλαγών τους όπως
Ζ4/Z4c, CCZ4 και FOBSSN. ΄Ενα συνηθισµένο µέτϱο της ευστάθειας και ακϱίϐειας του υπολογισµού
είναι η νόϱµα του µεγέϑους H που παϱιστάνει την απόκλιση/παϱαϐίαση του Χαµιλτονιανού περι-
ορισµού. Μικϱές τιµές της νόρµας του H καταδεικνύουν καλύτεϱη συµµόρφωση της γεωµετϱίας των
υπερεπιφανειών µε τις ολοκληϱωτικές συνθήκες και άϱα µια πιο ακϱιϐή λύση των εξισώσεων Einstein.

Σε πϱώτο στάδιο παρατίθεται ένας έλεγχος ευστάθειας των εξισώσεων ADM-York και BSSN που εξ-
ετάζει την εξέλιξη της παϱαϐίασης H του Χαµιλτονιανού περιορισµού µε τον χϱόνο, σύµφωνα µε
τη δηµοσίευση [45]. Ο έλεγχος εξετάζει την απόκριση του συστήµατος σε τυχαία σφάλµατα µικϱής
τάξης, ώστε να εξοµοιώσει τα αριθµητικά σφάλµατα που υπεισέρχονται σε µια προσοµοίωση. Τα
αρχικά δεδοµένα που έχουν επιλεγεί είναι γij = δij + εij όπου εij τυχαίος αριθµός στο διάστηµα
(−10−10/ρ2, 10−10/ρ2) µε οµοιόµορφη κατανοµή πιθανότητας, Kij = 0, α = 1 και βi = 0. Η συνθήκες
ϐαθµίδας είναι αρµονικές (harmonic gauge) δηλαδή βi = 0 (παντού) και ∂tα = −α2K. Τα διαγράµ-
µατα που ελήφθησαν παρατίθενται πιο κάτω.

Σχήµα 6.5.1: ΄Ελεγχος αϱιϑµητικής ευστάϑειας των συστηµάτων ADM-York (αϱιστεϱά) και BSSN (δεξιά). Στα
διαγϱάµµατα παϱουσιάϹεται η νόϱµα L∞(H), όπου H η απόκλιση από τον Χαµιλτονιανό πεϱιοϱισµό, συναϱτήσει
του χϱόνου. Η συνεχής γϱαµµή αντιστοιχεί στην παϱάµετϱο ρ = 1, η διακεκοµµένη σε ρ = 2 και η παύλα-
τελεία σε ρ = 4. Κύϱια παϱατήϱηση είναι ότι στην πεϱίπτωση του συστήµατος ADM-York η L∞(H) παϱουσιάϹει
(γϱηγοϱότεϱη από) εκϑετική αύξηση, η οποία είναι εντονότεϱη για µεγάλες τιµές του ρ. Αντιϑέτως, στην πεϱίπτωση
του συστήµατος BSSN η L∞(H) παϱαµένει σταϑεϱή και πολύ µικϱή (∼ 10−6). [45]

Από τα δύο διαγράµµατα επιβεβαιώνεται το γεγονός ότι το σύστηµα των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης
ADM-York δεν είναι καλά τοποθετηµένο, σε αντίθεση µε το σύστηµα εξισώσεων BSSN.

Παϱόµοια συµπεράσµατα αντλούνται από τη δηµοσίευση [62] των Baumgarte και Shapiro, όπου
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ως αρχικά δεδοµένα χρησιµοποιούνται τα δεδοµένα ενός κύµατος Teukolsky µικϱού πλάτους. Οι
συνθήκες ϐαθµίδος που επιλέχϑηκαν είναι βi = 0 και "Harmonic Slicing" (gµνΓ0

µν = 0) που για βi = 0
αντιστοιχεί στην εξίσωση χϱονικής εξέλιξης ∂tα = −α2K για το lapse. Το µέγεθος που µελετάται είναι
η Kzz συνιστώσα της εξωτερικής καµπυλότητας. Παϱόλο που σε αρχικούς χρόνους τα δύο συστήµατα
εξισώσεων συµφωνούν µεταξύ τους, υπολογίζοντας µια τιµή για το Kzz γύϱω στο 0, σε ύστερους χρό-
νους γίνεται ϕανερό ότι σύστηµα ADM-York αποκλίνει.

Σχήµα 6.5.2: Σύγκϱιση της χϱονικής εξέλιξης της συνιστώσαςKzz της εξωτεϱικής καµπυλότητας για ένα ϐαϱυτικό
κύµα στη γϱαµµικοποιηµένη ϐαϱύτητα µε χϱήση των ADM-York εξισώσεων (διακεκοµµένη γϱαµµή) και των BSSN
εξισώσεων (συνεχής γϱαµµή). Μεγέϑυνση του διαγϱάµµατος µέχϱι t = 10 δείχνει συµϕωνία ανάµεσα στους δύο
ϕοϱµαλισµούς. Μεγέϑυνση του διαγϱάµµατος σε ύστεϱους χϱόνους, µέχϱι t = 140, καταδεικνύει ότι η Kzz

παϱαµένει σταϑεϱή και ίση µε 0 όταν εξελίσσεται µε τις BSSN εξισώσεις ενώ εκϱήγνυναι όταν εξελίσσεται µε τις
ADM-York εξισώσεις, οδηγώντας σε τεϱµατισµό της πϱοσοµοίωσης.

Ακολούϑως, παρουσιάζουµε έναν έλεγχο ευστάθειας των ϕορµαλισµών BSSN και Z4c για αρχικά δε-
δοµένα που αντιστοιχούν σε χωϱόχϱονο µε οπές (puncture initial data) δηλαδή σηµεία που αφαιρούν-
ται από την πολλαπλότητα και αντιστοιχούν σε ιδιοµορφίες µελανών οπών. Ενδεικτικά, ο ϕορµαλισµός
Z4 εισάγει στις εξισώσεις Einstein τα διανύσµατα Zα που αναπαριστούν την απόκλιση από τους περι-
ορισµούς ενώ ο Z4c είναι µια τϱοποποίηση του Ζ4 η οποία περιέχει όϱους απόσβεσης µε παϱαµέτϱους
κ1 ≡ k, κ2. Στα πλαίσια του Z4c ϕορµαλισµού οι (trace-reversed) εξισώσεις Einstein λαµβάνουν τη
µοϱϕή:

Rαβ +∇αZβ +∇βZα = 8π
(
Tαβ −

1

2
gαβT

)
+ κ1[tαZβ + tβZα − (1 + κ2)gαβtµZ

µ] (6.5.1)

όπου tµ οι συνιστώσες ενός χρονοειδούς διανύσµατος. Από τις πιο πάνω εξάγονται οι εξισώσεις του Z4c
συστήµατος, που καταγράφονται στην [67] η οποία αποτελεί πηγή του κάτωϑι διαγράµµατος.
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Τα αρχικά δεδοµένα αντιστοιχούν σε µια στατική οπή, µε αρχικές συνθήκες (t = t0 = 0) βi = 0
και "precollapsed" lapse α = ψ−2

0 = e−2ϕ0, µε ψ0 = eϕ0 ο σύµµορφος παράγοντας και ϕ0 ο σύµµορ-
ϕος εκϑέτης της χωϱικής µετϱικής για t = 0. Το σύστηµα Z4c παρουσιάζεται να είναι ελαϕϱώς πιο
ευσταθές σε σχέση µε το BSSN, ειδικά στην πεϱίπτωση όπου αξιοποιούνται οι όϱοι απόσβεσης.

Σχήµα 6.5.3: Σύγκϱιση της χϱονικής εξέλιξης της L2 νόϱµας της απόκλισης H από τον χαµιλτονιανό πεϱιοϱισµό
σε χωϱόχϱονο µε οπή (puncture) για τα συστήµατα BSSN και Z4c µε παϱαµέτϱους κ1 ≡ k = {0, 0.02} και κ2 = 0.
Το εσωτεϱικό διάγϱαµµα παϱουσιάϹει την χϱονική εξέλιξη του L2(H) για σηµείο που ϐϱίσκεται έξω από τον
ϕαινόµενο οϱίϹοντα της οπής. Γενικά το σύστηµα Z4c επιδεικνύει µεγαλύτεϱη ευστάϑεια, ειδικά στην πεϱίπτωση
k = 0.02. [67]

Πέϱα από την εξέλιξή του στον χϱόνο, µποϱούµε να εξετάσουµε τη συµπεριφορά του L2(H) συναρτήσει
των χωϱικών συντεταγµένων. Κοντά στην οπή, είναι αναµενόµενο ότι και τα δύο συστήµατα εξισώσεων
ϑα παρουσιάσουν µεγάλη παϱαϐίαση των περιορισµών (παϱά την ύπαϱξη όϱων απόσβεσης στον Z4c)
αϕού εφαρµόζεται µέϑοδος πεπερασµένων διαφορών για λύση-µετϱική που αποκλίνει. Μακϱιά από
την οπή, όπου η λύση είναι οµαλή, αναµένουµε το σύστηµα BSSΝ και οι παραλλαγές του ϑα παρουσιά-
σουν µικϱότεϱα αριθµητικά σφάλµατα.

Πϱάγµατι, αυτό επιβεβαιώνεται από τη µελέτη ευστάθειας [69] για τη χϱονική εξέλιξη ενός συνόλου αρ-
χικών δεδοµένων που αντιστοιχούν σε χωϱόχϱονο µε περιστρεφόµενη οπή µάϹαςM = 1 και παϱάµετϱο
spin a = 0.7 (όπου a = J/M µε J τη στροφορµή της οπής). Στη µελέτη αυτή παρουσιάζεται ένα στιγ-
µιότυπο τη στιγµή t = 76.8M το οποίο απεικονίϹει την απόκλιση από τον χαµιλτονιανό περιορισµό
συναρτήσει της απόστασης x από την οπή, που ϐρίσκεται στο σηµείο r = 0 και έχει (ϕαινοµενικό)
ορίζοντα στη ϑέση r = 0.766M . Οι δύο ϕορµαλισµοί που εξετάζονται είναι ο BSSN ϕορµαλισµός και
ο FOBSSN (First-Order BSSN). O FOBSSN [69] είναι µια αναδιατύπωση του BSSN, που ως γνωστόν
δίνει εξισώσεις µε παραγώγους πϱώτης τάξης ως πϱος τον χϱόνο και δεύτεϱης ως πϱος τον χώϱο, ώστε
να πϱοκύψει ένα σύστηµα υπερβολικών διαφορικών εξισώσεων πϱώτης τάξης ως πϱος τον χϱόνο και
τον χώϱο.

191



Κεϕ. 6 Φοϱµαλισµός BSSN

Σχήµα 6.5.4: Απόκλιση από τον χαµιλτονιανό πεϱιοϱισµό ως συνάϱτηση της ϑέσης πάνω στον άξονα x, κατά τη
χϱονική στιγµή t = 76.8M , σε χωϱόχϱονο µε πεϱιστϱεϕόµενη οπή (rotating puncture). Συγκϱίνονται τα συστήµατα
εξισώσεων BSSN και FOBSSN. Η απόκλιση από τον πεϱιοϱισµό αυξάνεται στην πεϱιοχή κοντά την οπή (στη ϑέση
x = 0). Καϑώς αποµακϱυνόµαστε από την οπή η παϱαϐίαση µειώνεται, η µετάϐαση από τον οϱίϹοντα είναι οµαλή
και έπειτα ϕαίνεται να αποκλίνει κοντά στη ϑέση x = 100M . Η απόκλιση αυτή οϕείλεται σε ϕαινόµενα του
συνόϱου του πεδίου υπολογισµού. Γενικά, ο ϕοϱµαλισµός FOBSSN παϱουσιάϹει καλύτεϱη ακϱίϐεια σε σχέση µε
τον BSSN, ειδικά κοντά στο σύνοϱο.

Τέλος, παρουσιάζονται αποτελέσµατα για ένα πιο ενδιαφέρον (και υπολογιστικά πιο περίπλοκο) σύστηµα
δύο µελανών οπών που περιφέρονται η µία γύϱω από την άλλη χάνοντας ενέϱγεια µέσω εκποµπής
ϐαρυτικών κυµάτων, µε αποτέλεσµα να πλησιάζουν µεταξύ τους (Inspiral) και τελικά να συγχωνεύον-
ται σε µια µελανή οπή, µεγαλύτεϱης µάϹας από αυτή των αρχικών (Merger). Η νέα διεγεϱµένη µελανή
οπή εκπέµπει ϐαρυτικά κύµατα µέχϱι να αποκατασταθεί σε µια στάσιµη µελανή οπή Kerr (Ringdown),
που χαρακτηρίζεται αποκλειστικά από τη µάϹα της και τη στροφορµή της. Τα παραγόµενα κύµατα
περιγράφονται από ένα άπειϱο άθροισµα µιγαδικών συχνοτήτων ωlmn και αυτό το ϕάσµα συχνοτήτων
είναι χαρακτηριστικό της µελανής οπής που το εκπέµπει, η οποία ταλαντώνεται µε ϐάση τους Ψευδο-
Κανονικούς Τϱόπους Ταλάντωσης (Quasi-Normal Modes). Τα δυαδικά συστήµατα αυτά ονοµάζονται
"Black Hole Binaries" και είναι ιδιαίτερα σηµαντικά στη γενική σχετικότητα και την αστροφυσική,
καθότι αποτελούν πηγή ϐαρυτικών κυµάτων µε πλάτος που γίνεται µέγιστο κατά το στάδιο της συγ-
χώνευσης (merger). Τα εκπεµπόµενα ϐαρυτικά κύµατα µποϱούν να ανιχνευθούν από συµβολόµετρα
laser σε παϱατηϱητήϱια όπως τα LIGO και Virgo, παρέχοντας πληροφορίες για τα χαρακτηριστικά του
δυαδικού συστήµατος (λ.χ. µάϹα, στροφορµή).

Η υπολογιστική προσοµοίωση του δυαδικού συστήµατος πραγµατοποιείται στη [70] µε χϱήση των
εξισώσεων BSSN και CCZ4 (Conformal-Covariant Z4). Οι δύο µελανές οπές έχουν ίσες µάϹες και δεν
περιστρέφονται, ενώ η αρχική απόσταση που τις διαχωρίζει είναι d = 8M . Το σύστηµα συγχωνεύεται
σε µια αποµωνοµένη περιστρεφόµενη µελανή οπή τη στιγµή t ≈ 360M . Προκειµένου να έχουµε ένα
µέτϱο για το πλάτος των εκπεµπώµενων ϐαρυτικών κυµάτων, χρησιµοποιούµε τη µιγαδική ϐαθµωτή
συνάϱτηση (Weyl scalar) Ψ4 που ορίζεται Ψ4 = Cαβγδn

αm̄βnγm̄δ όπου Cαβγδ ο τανυστής Weyl, nα

ϕωτοειδές διάνυσµα που δείχνει ακτινικά πϱος τα έξω και m̄α ϕωτοειδές µιγαδικό διάνυσµα κάθετο
στο nα. Σε ασυµπτωτικά επίπεδους χωϱόχϱονους, το ϐαθµωτό Weyl Ψ4 παϱιστάνει την εξερχόµενη
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ϐαρυτική ακτινοβολία.

Σχήµα 6.5.5: Αϱιστεϱά: Απόκλιση από τον χαµιλτονιανό πεϱιοϱισµό ως συνάϱτηση του χϱόνου, για δυαδικό
σύστηµα µη-πεϱιστϱεϕόµενων µελανών οπών ίσης µάϹας. Συγκϱίνονται τα συστήµατα εξισώσεων BSSN (κόκκινο)
και CCZ4 µε (µαύϱο) και χωϱίς (µπλε - CCZ4u) όϱους απόσϐεσης. Η απόκλιση από τον πεϱιοϱισµό παϱουσιάϹει
κοϱυϕή τη χϱονική στιγµή όπου οι δύο οπές συγωνεύονται σε µία (merger). Γενικά, οι εξισώσεις CCZ4 µε απόσϐεση
παϱουσιάϹουν τη µεγαλύτεϱη ευστάϑεια ακολουϑούµενες από τις BSSN. Τα δεδοµένα αναϕέϱονται σε ανάλυση
(coarse resolution) ίση µε h0/M = 0.60 και σύνοϱο του πεδίου υπολογισµού σε ακτίνα Rout = 2192.16M .
∆εξιά: Πϱαγµατικό µέϱος του µιγαδικού ϐαϑµωτού Weyl Ψ4 που εξάγεται σε σϕαίϱα ακτίνας r = 100M ως
συνάϱτηση του χϱόνου. Το εικονιϹόµενο Ψ4 αντιστοιχεί στον l = m = 2 ψεύδο-κανονικό τϱόπο ταλάντωσης και
πεϱιγϱάϕει τα εκπεµπόµενα ϐαϱυτικά κύµατα από το δυαδικό σύστηµα. Συγκϱίνονται τα συστήµατα εξισώσεων
BSSN (µπλε) και CCZ4 µε (µαύϱο) και χωϱίς (κόκκινο - CCZ4u) όϱους απόσϐεσης. Σε µεγέϑυνση ϕαίνεται το Ψ4

κατά το χϱονικό διάστηµα της συγχώνευσης (merger). ΄Ολοι οι ϕοϱµαλισµοί οδηγούν σε ευσταϑή πϱοσοµοίωση της
συγχώνευσης (merger) και αποκατάστασης (ringdown). Τα δεδοµένα αναϕέϱονται σε ανάλυση (coarse resolution)
ίση µε h0/M = 0.48 και σύνοϱο του πεδίου υπολογισµού σε ακτίνα Rout = 2192.16M .

Ανακεϕαλαιώνοντας, οι εξισώσεις BSSN καθώς και συναϕείς εξισώσεις µε ϐελτιωµένη ευστάθεια, προ-
σοµοιώνουν επιτυχώς και µε ικανοποιητική ακϱίϐεια ένα µεγάλο εύϱος χωϱόχϱονων και αστροφυσικών
συστηµάτων. ∆ικαιολογηµένα λοιπόν, εξαιτίας της ευστάθειάς του και της ιδιότητάς του να περιορίζει
την επέκταση αριθµητικών σϕαλµάτων (όπως η παϱαϐίαση των περιορισµών ενέϱγειας-οϱµής), ο ϕορ-
µαλισµός BSSN και οι παραλλαγές του αποτελούν σήµεϱα το καθιερωµένο σύστηµα εξισώσεων στο
πεδίο της αριθµητικής σχετικότητας.
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Appendices

A

Παϱάγωγος Lie του πϱοϐολικού τελεστή - Lie
derivative of the projector

Η παϱάγωγος Lie κατά µήκος του κάϑετου διανύσµατος n ενός χωϱικού τανυστή S γϱαµµένου σε
συναλλοίωτη µοϱϕή (δείκτες κάτω) είναι επίσης χωϱικός τανυστής, ίδιας τάξης. Το συµπέϱασµα αυτό
εξάγεται από τη σχέση:

Lnγ
µ
ν = nµaν (A.1)

Απόδειξη:

Lnγ
µ
ν = nλ∇λ(γ

µ
ν )− γλν∇λn

µ + γµλ∇νn
λ

= nλ∇λ(n
µnν)−∇νn

µ − nλnν∇λn
µ +∇νn

µ + nµ nλ∇νn
λ︸ ︷︷ ︸

0

= nλ∇λ(n
µnν)− nλnν∇λn

µ

= nλnν∇λn
µ + nλnµ∇λnν − nλnν∇λn

µ

= nµaν

Αν τώϱα S ένας καθαρά χωϱικός συναλλοίωτος τανυστής τάξης (0, 2), ώστε Sαβ = γµαγ
ν
βSµν, λαµβά-

νουµε:

LnSαβ = Ln(γ
µ
αγ

ν
βSµν) = γνβSµνLnγ

µ
α + γµαSµνLnγ

ν
β + γµαγ

ν
βLnSµν

= γνβ Sµνn
µ︸ ︷︷ ︸

0

aα + γµα Sµνn
ν︸ ︷︷ ︸

0

aβ + γµαγ
ν
βLnSµν

∆ηλαδή:
LnSαβ = γµαγ

ν
βLnSµν (A.2)

Η γενίκευση της πιο πάνω σχέσης σε συναλλοίωτους τανυστές υψηλότερης τάξης είναι άµεση. Αποδείξ-
αµε λοιπόν ότι αν ένας συναλλοίωτος τανυστής S είναι καθαρά χωϱικός, τότε η Lie παράγωγος του
LnS κατά µήκος του n είναι επίσης χωϱική.

Το αποτέλεσµα αυτό ισχύει και για την παράγωγο Lie LmS στην κατεύϑυνση του κάθετου διανύσµατος
χϱονικής εξέλιξης m = αn όπου τώϱα ο S είναι οποιοσδήποτε χωϱικός τανυστής (όχι κατ’ ανάγκη
συναλλοίωτος - µποϱεί να έχει και άνω δείκτες). ∆ηλαδή για κάϑε χωϱικό τανυστή S ο τανυστής LmS
είναι επίσης χωϱικός. Αυτό είναι συνέπεια της σχέσης:

Lmγ
µ
ν = 0 (A.3)
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Απόδειξη:

Lmγ
µ
ν = mλ∇λ(γ

µ
ν )− γλν∇λm

µ + γµλ∇νm
λ

= αnλ∇λ(n
µnν)− γλνn

µ∇λα− αγλν∇λn
µ + γµλn

λ︸ ︷︷ ︸
0

∇να + αγµλ∇νn
λ

= αnλ∇λ(n
µnν)− nµDνα + αγλν (K

µ
λ + nλa

µ)− αγµλ(K
λ

ν + nνa
λ)

= αnνn
λ∇λn

µ + αnµnλ∇λnν − αnµaν + αK µ
ν − αK µ

ν − αnνa
µ

= αnνa
µ + αnµaν − αnµaν − αnνa

µ

= 0

Αν S ένας καϑαϱά χωϱικός τανυστής οποιαδήποτε τάξης, έστω (1, 1), έχουµε Sαβ = γαµγ
ν
βS

µ
ν έτσι

παίϱνουµε:

LmS
α
β = Lm(γαµγ

ν
βS

µ
ν ) = γνβS

µ
ν Lmγ

α
µ︸ ︷︷ ︸

0

+γαµS
µ
ν Lmγ

ν
β︸ ︷︷ ︸

0

+γαµγ
ν
βLmS

µ
ν

= γαµγ
ν
βLmS

µ
ν

∆ηλαδή καταλήγουµε στο Ϲητούµενο:

LmS
α
β = γαµγ

ν
βLmS

µ
ν (A.4)

Η γενίκευση του πιο πάνω αποτελέσµατος σε τανυστές οποιασδήποτε τάξης είναι άµεση.
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B

3+1 Ανάλυση τανυστών 2ης τάξης - 3+1
Decomposition of 2nd rank tensors

Θα δείξουµε ότι ένας γενικός τανυστής δεύτεϱης τάξης T µε συνιστώσες Tαβ αναλύεται στα πλαίσια
του 3+1 ϕοϱµαλισµού στις εξής συνιστώσες:

Tαβ = γµαγ
ν
βTµν − nαn

νγµβTνµ − nβn
νγµαTµν + nαnβn

µnνTµν (B.1)

Απόδειξη:

Ξεκινάµε από το δεξί µέλος για να καταλήξουµε στο αριστερό, αναπτύσσοντας τους προβολικούς
τελεστές:

γµαγ
ν
βTµν − nαn

νγµβTνµ − nβn
νγµαTµν + nαnβn

µnνTµν =

= (δµα + nµnα)(δ
ν
β + nνnβ)Tµν − nαn

ν(δµβ + nµnβ)Tνµ − nβn
ν(δµα + nµnα)Tµν + nαnβn

µnνTµν

= Tαβ +�����nνnβTαν +
XXXXXnµnαTµβ + nαnβn

µnνTµν −XXXXXnαn
νTνβ − nαnβn

µnνTνµ −�����nβn
νTαν −(((((((

nαnβn
µnνTµν

+(((((((
nαnβn

µnνTµν
µ↔ν
= Tαβ + nαnβn

µnνTµν − nαnβn
νnµTµν

= Tαβ

Η πιο πάνω ανάλυση ϐϱίσκει εϕαϱµογή στην 3+1 ανάλυση του τανυστή ενέϱγειας οϱµής Tαβ:

Tαβ = γµαγ
ν
βTµν − nαn

νγµβTµν − nβn
νγµαTµν + nαnβn

µnνTµν

= Sαβ + nαjβ + nβjα + nαnβρ (B.2)

όπου Sαβ ≡ γµαγ
ν
βTµν , jα ≡ −γµαnνTµν και ρ ≡ nµnνTµν.

Με παρόµοιο τϱόπο αναλύουµε στον 3+1 χωϱόχϱονο τις εξισώσεις Einstein:

Gαβ − 8πTαβ = Eαβ + nαMβ + nβMα + nαnβH (B.3)

όπου:

� Eαβ ≡ γµαγ
ν
β (Gµν − 8πTµν) = γµαγ

ν
βGµν − 8πSαβ

� Mα ≡ −γµαnν(Gµν − 8πTµν) = −γµαnνGµν − 8πjα

� H ≡ nµnν(Gµν − 8πTµν) = nµnνGµν − 8πρ
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C

Χαµιλτονιανός ϕοϱµαλισµός της γενικής
σχετικότητας κατά ADM - ADM Hamiltonian

formulation of GR

Ο Χαµιλτονιανός ϕορµαλισµός της ΓΣ διατυπώϑηκε από τους Arnowitt, Deser και Misner το 1962
[39] σε µια προσπάθεια να εξευρεθεί µια ϑεωρία για την κανονική κβάντωση της ϐαρύτητας. Ο
Χαµιλτονιανός ϕορµαλισµός εισάγει την διαµέριση του χωϱόχϱονου σε τρισδιάστατες χωροειδείς υπ-
ερεπιφάνειες Σt σταθερού καθολικού χρόνου t, δηλαδή ο χωϱόχϱονος διαχωρίζεται σε χώϱο και χϱόνο
όπως ακϱιϐώς στον 3+1 ϕορµαλισµό. Αυτό είναι απαϱαίτητο ώστε µέσα από τις Χαµιλτονιανές εξισώ-
σεις κίνησης να προκύψουν οι εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης για τις δυναµικές µεταβλητές του χώϱου
ϕάσεων. Η δυναµική περιγραφή του 3+1 χωϱόχϱονου που ϑεµελιώϑηκε από τον Χαµιλτονιανό ϕορ-
µαλισµό αποτέλεσε τη ϐάση για την ανάπτυξη της αριθµητικής γενικής σχετικότητας.

Οι Arnowitt, Deser και Misner εισήγαγαν τα γνωστά µεγέϑη του lapse α, του shift vector µε συνιστώσες
βi και της χωϱικής µετϱικής µιας υπερεπιφάνειας, µε συνιστώσες γµν και εξέϕϱασαν τη µετϱική του
χωϱόχϱονου συναρτήσει αυτών. Το στοιχείο µήκους ds2 στον 3+1 χωϱόχϱονο γράφεται:

ds2 = gαβdx
αdxβ = g00dt

2 + 2g0idtdx
i + gijdx

idxj = (−α2 + βkβ
k)dt2 + 2βidtdx

i + γijdx
idxj (C.1)

Ξεκινάµε τη δυναµική περιγραφή από τον ΛαγκϱατϹιανό ϕορµαλισµό της ΓΣ, όπου ορίζουµε (σε
µονάδες c = G = 1) την Einstein-Hilbert Lagrangian density LEH η οποία παϱιστάνει τη ΛαγκϱατϹιανή
πυκνότητα του ϐαρυτικού πεδίου στο κενό:

LEH =
1

16π

√
−g (4)R (C.2)

όπου (4)R η ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci του χωϱόχϱονου και g = det(gµν). Η διπλή συστολή της
εξίσωσης Gauss-Codazzi µε τη µετϱική παϱέχει τη ϐαθµωτή εξίσωση Gauss (3.5.15) την οποία λύ-
νουµε ως πϱος (4)R:

(4)R = (3)R +K2 −KµνK
µν − 2nµnν (4)Rµν (C.3)

από τη σχέση [∇µ,∇ν ]n
µ = Rµ

σµνn
σ = Rσνn

σ έχουµε:

nµnν (4)Rµν = nµ(∇ν∇µn
ν −∇µ∇νn

ν)

= ∇ν(n
µ∇µn

ν)−∇νn
µ∇µn

ν −∇µ(n
µ∇νn

ν) +∇µn
µ︸ ︷︷ ︸

−K

∇νn
ν︸ ︷︷ ︸

−K

= ∇ν(n
µ∇µn

ν − nν∇µn
µ)−KµνK

µν +K2 (C.4)
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όπου γϱάψαµε τον όϱο ∇νn
µ∇µn

ν = KµνK
µν διότι:

KµνK
µν = K ν

µ K µ
ν = γρµ(∇ρn

ν)γσν (∇σn
µ) = (δρµ + nρnµ)(δ

σ
ν + nσnν)(∇ρn

ν)(∇σn
µ) = ∇µn

ν∇νn
µ

(C.5)
Στην τελευταία ισότητα χϱησιµοποιήσαµε την ιδιότητα nµ∇νn

µ = 0. Αντικαϑιστώντας τη (C.4) στη
(C.3) έχουµε:

(4)R = (3)R−K2 +KµνK
µν − 2∇ν(n

µ∇µn
ν − nν∇µn

µ) (C.6)

Ο τελευταίος όϱος στην πιο πάνω σχέση είναι µια 4-απόκλιση η οποία, όταν γϱάψουµε την δϱάση
Einstein-Hilbert SEH =

∫
V

LEH d4x ολοκληϱώνοντας τη ΛαγκϱατϹιανή πυκνότητα Einstein-Hilbert
σε ένα χωϱίο V , µετατϱέπεται σε ένα ολοκλήϱωµα πάνω στο σύνοϱο ∂V του 4-όγκου V το οποίο τίϑεται
ίσο µε µηδέν (επιϕανειακός όϱος). Για να αποδείξουµε την πϱόταση αυτή ϑα χϱησιµοποιήσουµε το
ϑεώϱηµα απόκλισης (divirgence theorem) που αποτελεί την τετϱαδιάστατη γενίκευση του ϑεωϱήµατος
Gauss:

Θεώϱηµα C.1: Divergence Theorem

΄Εστω πεπερασµένο χωϱίο V του χωϱόχϱονου (M, g) το οποίο περικλείεται από µια κλειστή τρισ-
διάστατη υπερεπιφάνεια Σ = ∂V η οποία κληϱονοµεί επαγόµενη µετϱική γ (οποιασδήποτε
υπογραφής) από τον περιβάλλοντα χωϱόχϱονο. Για κάϑε διανυσµατικό πεδίο A που ορίζεται στο
V ισχύει: ∫

V

∇µA
µ
√
−g d4x =

∮
∂V

Aµnµ
√

|γ| d3x (C.7)

όπου nµ οι συνιστώσες του µοναδιαίου κάϑετου διανύσµατος στην τϱισδιάστατη υπεϱεπιϕάνεια
Σ = ∂V που αποτελεί το σύνοϱο του 4-όγκου V και γµν οι συνιστώσες της επαγόµενης µετϱικής
της υπεϱεπιϕάνειας Σ. Συµϐολίσαµε g = det(gµν) και γ = det(γµν).

΄Οπως αναϕέϱαµε, η δϱάση Einstein-Hilbert SEH πϱοκύπτει από την ολοκλήϱωση της ΛαγκϱατϹιανής
πυκνότητας Einstein-Hilbert σε ένα δεδοµένο χωϱίο V που αποτελεί υποσύνολο του χωϱόχϱονου M .
Συνεπώς έχουµε:

SEH =
1

16π

∫
V

(4)R
√
−g d4x

=
1

16π

∫
V

[(3)R−K2 +KµνK
µν ]

√
−g d4x− 2

16π

∫
V

∇ν(n
µ∇µn

ν − nν∇µn
µ)
√
−g d4x

=
1

16π

∫
V

[(3)R−K2 +KµνK
µν ]

√
−g d4x− 2

16π

∮
∂V

(nµ∇µn
ν − nν∇µn

µ)nν
√
γ d3x

=
1

16π

∫
V

[(3)R−K2 +KµνK
µν ]

√
−g d4x− 2

16π

∮
∂V

∇µn
µ√γ d3x︸ ︷︷ ︸

=0 (boundary term)

=
1

16π

∫
V

[(3)R−K2 +KµνK
µν ]

√
−g d4x (C.8)

Ο επιφανειακός όϱος µηδενίζεται διότι ισούται µε (µείον) τη µέση καµπυλότητα η οποία µηδενίζεται
στο σύνοϱο του χωϱίου (νοουµένου ότι το χωϱίο είναι αρκούντως µεγάλο ώστε στο σύνοϱό του η καµ-
πυλότητα να είναι µηδενική). Η παϱατήϱηση αυτή ισχύει γενικότεϱα, δηλαδή η πϱοσϑήκη ενός όϱου
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4-απόκλισης στη ΛαγκϱατϹιανή δεν µεταϐάλλει τις εξισώσεις κίνησης επειδή κατά τον υπολογισµό της
δϱάσης ο όϱος αυτός µετατρέπεται σε επιφανειακό όϱο ο οποίος µηδενίζεται.

Εποµένως µποϱούµε να παραλείψουµε τον όϱο ∇ν(n
µ∇µn

ν−nν∇µn
µ) από τη ΛαγκϱατϹιανή πυκνότητα

Einstein-Hilbert γεγονός που οδηγεί στη ΛαγκϱατϹιανή πυκνότητα ADM LADM για το ϐαρυτικό πεδίο
στον 3+1 χωϱόχϱονο. Επισηµαίνουµε ότι στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε το σύστηµα συντεταγµένων
προσαρµοσµένο στη διαµέριση (t, xi) για να εκφράσουµε τις συνιστώσες των σχετικών τανυστών.

LADM =
√
−g((3)R−K2 +KijK

ij)

= α
√
γ((3)R−K2 +KijK

ij) (C.9)

όπου αγνοήσαµε τη σταθερά 1/16π χάϱιν συντοµίας και εκφράσαµε τον όϱο
√
−g, που υπεισέρχεται

στο 4-διάστατο στοιχείο όγκου, στο 3+1 σύστηµα συντεταγµένων σύµφωνα µε τη σχέση (3.3.18) η
οποία αναϕέϱει ότι

√
−g = α

√
γ (α το lapse). Η ΛαγκϱατϹιανή πυκνότητα ADM περιλαµβάνει όϱους

που σχετίζονται µε την εσωτεϱική και εξωτερική γεωµετϱία των υπερεπιφανειών σταθερού χρόνου της
διαµέρισης. Επιπρόσθετα, παϱατηϱούµε ότι στη ΛαγκϱατϹιανή πυκνότητα ADM δεν εµφανίζονται
χϱονικές παράγωγοι του lapse α ή των συνιστωσών βi του shift vector, πϱάγµα που σηµαίνει ότι
δεν αποτελούν δυναµικές µεταβλητές (µιας και οι κανονικές συϹυγείς ορµές τους µηδενίζονται). Κατ’
ακϱίϐεια, οι συναρτήσεις α, βi αποτελούν πολλαπλασιαστές Lagrange που οδηγούν στις εξισώσεις των
περιορισµών (constraints). Από την άλλη, οι 6 συνιστώσες γij της χωϱικής µετϱικής µαϹί µε τις 6
συνιστώσες πij της συζυγούς ορµής της χωϱικής µετϱικής είναι πράγµατι δυναµικές µεταβλητές και η
χϱονική τους εξέλιξη δίνεται από τις εξισώσεις του Hamilton.

Η Χαµιλτονιανή πυκνότητα ADM ορίζεται µέσω του ακόλουθου µετασχηµατισµού Legendre:

H = πij γ̇ij − LADM (C.10)

όπου συµϐολίσαµε γ̇ij =
∂γij
∂t

και οϱίσαµε

πij =
∂LADM

∂γ̇ij
(C.11)

τις συϹυγείς κανονικές οϱµές των γij, οι οποίες υπολογίϹονται ως εξής:

πij =
∂LADM

∂γ̇ij
=
∂LADM

∂Kkl

∂Kkl

∂γ̇ij
=
∂LADM

∂Kkl

(
− 1

2α
δikδ

j
l

)
= − 1

2α

∂LADM

∂Kij

= − 1

2α
α
√
γ
∂((3)R−K2 +KklK

kl)

∂Kij

= − 1

2α
α
√
γ
∂(−K2 +Kklγ

kmγlnKmn)

∂Kij

= −
√
γ

2

(
− 2K

∂K

∂Kij

+ δikδ
j
lγ
kmγlnKmn +Kklγ

kmγlnδimδ
j
n

)
= −

√
γ

2
(−2Kγij + 2Kij)

=
√
γ (Kγij −Kij) (C.12)
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Σηµείωση: Η συϹυγής κανονική οϱµή δεν είναι τανυστής αλλά τανυστική πυκνότητα (µε ϐάϱος 1) λόγω
της παϱουσίας του όϱου

√
γ στη σχέση (C.12). Μάλιστα, από την ίδια σχέση πϱοκύπτει ότι είναι

συµµετρική χωϱική τανυστική πυκνότητα.

Το ίχνος της συζυγούς κανονικής ορµής ισούται µε:

π = γijπ
ij =

√
γ(K δii︸︷︷︸

3

−K) = 2
√
γK (C.13)

Μποϱούµε λοιπόν να µετασχηµατίσουµε την (C.12) ώστε να γϱάψουµε την εξωτεϱική καµπυλότητα
συναϱτήσει της συϹυγούς κανονικής οϱµής της χωϱικής µετϱικής:

Kij = − 1
√
γ

(
πij − 1

2
πγij

)
(C.14)

Αναϕοϱικά µε τις συϹυγείς κανονικές οϱµές των (µη-δυναµικών) µεταϐλητών α και βi, είναι εύκολο να
δούµε ότι µηδενίϹονται αϕού όπως εξηγήσαµε η ΛαγκϱατϹιανή ADM δεν πεϱιέχει όϱους α̇, β̇i.

π(α) =
∂LADM

∂α̇
= 0 (C.15)

πi(β) =
∂LADM

∂β̇i
= 0 (C.16)

Στην κβαντική ϑεωρία πεδίου λέµε ότι οι συϹυγείς κανονικές ορµές π(α), πi(β) των α, βi αντίστοιχα
µηδενίζονται "ασθενώς" (στον ϕλοιό "on-shell", δηλαδή πάνω σε µια υπερεπιφάνεια) γεγονός που συµ-
ϐολίζεται µε π(α) ≈ 0 και πi(β) ≈ 0. Ειδικότερα, οι εξισώσεις (C.15) και (C.16) λέγονται πρωτεύοντες
περιορισµοί (primary constraints) καθότι περιορίζουν τις δυναµικές µεταβλητές σε έναν υπόχωρο του
ϕασικού χώϱου.

H Χαµιλτονιανή πυκνότητα ADM γράφεται τώϱα:

H = πij γ̇ij − α
√
γ((3)R−K2 +KijK

ij)

Κατά τα γνωστά, από τον οϱισµό της εξωτεϱικής καµπυλότητας ως η παϱάγωγος Lie της χωϱικής
µετϱικής κατά το κάϑετο διάνυσµα n έχουµε, στο σύστηµα συντεταγµένων (t, xi):

γ̇ij = −2αKij + 2D(iβj) =
2α
√
γ

(
πij −

1

2
πγij

)
+ 2D(iβj) (C.17)

Αντικαϑιστώντας την πιο πάνω έκϕϱαση στην έκϕϱαση της Χαµιλτονιανής πυκνότητας λαµϐάνουµε:

H =
2α
√
γ

(
πijπij −

1

2
π2
)
+ 2πijD(iβj) − α

√
γ((3)R−K2 +KijK

ij)

=
2α
√
γ

(
πijπij −

1

2
π2
)
+ 2πijDiβj − α

√
γ
(

(3)R− π2

4γ
+
πijπ

ij

γ
− π2

4γ

)
= −α√γ (3)R +

α
√
γ

(
πijπij −

1

2
π2
)
+ 2πijDiβj
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= −α√γ (3)R +
α
√
γ

(
πijπij −

1

2
π2
)
+ 2Di(π

ijβj)− 2βjDiπ
ij

= −α√γ
(

(3)R− πijπij
γ

+
π2

2γ

)
+ 2

√
γDi

( πij
√
γ
βj

)
− 2

√
γβjDi

( πij
√
γ

)
(C.18)

Σηµειώση: Για τη µετάϐαση στην τελευταία γϱαµµή χρησιµοποιήσαµε τον κανόνα συναλλοίωτης
παϱαγώγισης για την τανυστική πυκνότητα πij.

Diπ
ij =

√
γDi

( πij
√
γ

)
(C.19)

Σηµείωση: Γενικά, η συναλλοίωτη παϱάγωγος (της σύνδεσης Levi-Civita) µιας τανυστικής πυκνότητας
S τάξης (r, s) µε ϐάϱος W ∈ R η οποία οϱίϹεται στον χωϱόχϱονο (M, g) δίνεται από τον κανόνα:

∇µSα1...αr

β1...βs
=
√
|g|

W
∇µ

(
Sα1...αr

β1...βs√
|g|W

)
(C.20)

Ο όϱος Di

(
πij
√
γ
βj

)
στην (C.18) είναι όϱος απόκλισης και όταν ολοκληρώσουµε τη Χαµιλτονιανή

πυκνότητα σε µια τρισδιάστατη υπερεπιφάνεια Σt της διαµέρισης ώστε να πάϱουµε τη Χαµιλτονι-
ανή, ο όϱος αυτός ϑα µετατραπεί σε ένα ολοκλήρωµα πάνω στο σύνοϱο ∂Σt το οποίο µηδενίζεται ως
επιφανειακός όϱος. Κατά συνέπεια µποϱούµε να τον αγνοήσουµε και να γράψουµε τη Χαµιλτονιανή
πυκνότητα ADM ως:

H = −α√γ
(

(3)R− πijπij
γ

+
π2

2γ

)
− 2

√
γβjDi

( πij
√
γ

)
(C.21)

Εναλλακτικά, αν ϑέλουµε να γϱάψουµε τη Χαµιλτονιανή πυκνότητα ADM σε µια ισοδύναµη µοϱϕή
χϱησιµοποιώντας τις συνιστώσες Kij της εξωτεϱικής καµπυλότητας αντί της συϹυγούς οϱµής πij τότε
ϑα πάϱουµε:

H = −α√γ((3)R +K2 −KijK
ij)− 2

√
γβjDi(K

ij − γijK)

= −2
√
γ
[
α · 1

2

(
(3)R +K2 −KijK

ij
)
+ βjDi(K

ij − γijK)
]

= −2
√
γ
[
αH + βjMj

]
(C.22)

όπου H ≡ 1
2

(
(3)

R +K2 −KijK
ij
)

και Mj ≡ Di(K
ij − γijK) όπως ακϱιϐώς οϱίστηκαν στις σχέσεις

(4.6.1) και (4.6.2) χωϱίς όµως τους όϱους που προέρχονται από τις πηγές ύλης και ενέϱγειας διότι
δεν έχουµε προσθέσει στη Χαµιλτονιανή πυκνότητα ADM τη Χαµιλτονιανή πυκνότητα της ύλης (HM ),
ασχολούµαστε δηλαδή µε τη Χαµιλτονιανή πυκνότητα του κενού.

Το επόµενο ϐήµα είναι ο υπολογισµός της Χαµιλτονιανής ADM την οποία ϑα χρειαστούµε για την
εξαγωγή των εξισώσεων των περιορισµών καθώς και των εξισώσεων χϱονικής εξέλιξης για τις δυναµικές
µεταβλητές (γij, πij). Για τον προσδιορισµό της HADM ολοκληρώνουµε τη Χαµιλτονιανή πυκνότητα
H σε µια τρισδιάστατη υπερεπιφάνεια Σt µε στοιχείο όγκου d3x και επαγόµενη χωϱική µετϱική η
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Παϱ. C Χαµιλτονιανός ϕοϱµαλισµός της γενικής σχετικότητας κατά ADM - ADM Hamiltonian
formulation of GR

οποία έχει συνιστώσες γij.

HADM =

∫
Σt

H d3x =

∫
Σt

[
− α

(
(3)R− πijπij

γ
+
π2

2γ

)
− 2βjDi

( πij
√
γ

)]√
γ d3x (C.23)

ΓνωϱίϹουµε ότι οι δυναµικές µεταβλητές περιορίζονται σε έναν υπόχωρο του ϕασικού χώϱου εξαιτίας
των πρωτευόντων περιορισµών. Η απαίτηση οι πρωτεύοντες περιορισµοί να ικανοποιούνται από τις
δυναµικές µεταβλητές καθώς αυτές εξελίσσονται στον χϱόνο οδηγεί σε ένα δεύτεϱο σύστηµα περι-
ορισµών που ονοµάζονται δευτερεύοντες περιορισµοί (secondary constraints). Φορµαλιστικά, οι
δευτερεύοντες περιορισµοί προκύπτουν ϑεωρώντας µεταϐολές της Χαµιλτονιανής ADM ως πϱος τo
lapse α και τις συνιστώσες βi του shift vector, που αποτελούν πολλαπλασιαστές Lagrange:

π̇(α) = −δHADM

δα
= 0 ⇔ (3)R− πijπij

γ
+
π2

2γ
= 0 (C.24)

π̇i(β) = −δHADM

δβi
= 0 ⇔ Dj

( πij
√
γ

)
= 0 (C.25)

Η εξίσωση (C.24) ϑέτει περιορισµό στη Χαµιλτονιανή αϕού εξαναγκάζει τον πϱώτο όϱο της (C.23) να
µηδενίζεται -όχι παντού- (η Χαµιλτονιανή παϱαµένει "off-shell") αλλά πάνω σε κάϑε χωϱοειδή υπ-
ερεπιφάνεια Σt της διαµέρισης, γι’ αυτό και ονοµάζεται Χαµιλτονιανός περιορισµός. Λαµβάνοντας
τη µεταϐολή ως πϱος α της ισοδύναµης Χαµιλτονιανής ADM που πϱοκύπτει από τη Χαµιλτονιανή
πυκνότητα (C.22) και περιέχει όϱους Kij αντί πij, γίνεται ξεκάθαρο ότι η (C.24) είναι ισοδύναµη µε
τον Χαµιλτονιανό περιορισµό H = 0 που εξάγαµε στις εξισώσεις ADM-York, απουσία πηγών ύλης-
ενέϱγειας.

Από την άλλη η (διανυσµατική) εξίσωση (C.25), που είναι κατ’ ακϱίϐεια 3 εξισώσεις, περιορίζει στις
συνιστώσες της συζυγούς κανονικής ορµής πάνω σε κάϑε χωϱοειδή υπερεπιφάνεια Σt της διαµέρισης,
γι’ αυτό και οι 3 αυτές εξισώσεις ϕέϱουν το όνοµα περιορισµοί ορµής (momentum constraints) ή
περιορισµοί διαφοροµορφισµού (diffeomorphism constraints). Λαµβάνοντας τη µεταϐολή ως πϱος βi
της ισοδύναµης Χαµιλτονιανής ADM που πϱοκύπτει από τη Χαµιλτονιανή πυκνότητα (C.22), γίνεται
ξεκάθαρο ότι η (C.25) είναι ισοδύναµη µε τους περιορισµούς ορµής Mi = 0 που εξάγαµε στις εξισώ-
σεις ADM-York, απουσία πηγών ύλης-ενέϱγειας.

Οι αρχικές συνθήκες που επιθυµούµε να επιϐάλουµε στην υπερεπιφάνεια Σt0 αναϕοϱικά µε τις
δυναµικές µεταβλητές (γij, πij) οϕείλουν να ικανοποιούν τους περιορισµούς (C.24), (C.25). Αφότου
ορίσουµε αρχικές συνθήκες χρειάζεται να εξελίξουµε τα αρχικά δεδοµένα στον χϱόνο εφαρµόζοντας τις
κατάλληλες εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης που εν πϱοκειµένω δίνονται από τις εξισώσεις του Hamilton:

γ̇ij =
δHADM

δπij
(C.26)

π̇ij = −δHADM

δγij
(C.27)

Χϱησιµοποιώντας ϑεωϱία των µεταϐολών και µετά από έναν µακϱοσκελή υπολογισµό (ϐλ. [40] ή [74])
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παίϱνουµε τελικά τις ακόλουϑες εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης:

γ̇ij =
2α
√
γ

(
πij −

1

2
πγij

)
+Diβj +Djβi (C.28)

π̇ij =− α
√
γ
(

(3)Rij − 1

2
(3)Rγij

)
+

α

2
√
γ
γij
(
πijπ

ij − π2

2

)
− 2α

√
γ

(
πikπ j

k − 1

2
ππij

)
+
√
γ(DiDjα− γijDkD

kα) +
√
γDk

(πijβk
√
γ

)
− πkiDkβ

j − πkjDkβ
i (C.29)

Σηµείωση: Η (C.28) είναι εντελώς ισοδύναµη µε την (4.5.8). Η εξίσωση (C.29) που πεϱιγϱάϕει τη
χϱονική εξέλιξη της συϹυγούς κανονικής οϱµής αν γϱαϕεί σε όϱους Kij ϑα δώσει την εξίσωση χϱονικής
εξέλιξης (στο κενό):

∂tKij = −DiDjα + α(
(3)

Rij +KKij − 2KikK
k
j ) + βk∂kKij +Kkj∂iβ

k +Kik∂jβ
k − αHγij (C.30)

η οποία από ϕυσικής άποψης είναι ισοδύναµη µε την ADM-York (4.5.9) (λόγω της ϕυσικής απαίτησης
H = 0) αλλά από µαθηµατικής άποψης διαφέρει από αυτήν διότι περιλαµβάνει έναν όϱο ανάλογο της
απόκλισης H από το Hamiltonian cοnstraint, που εµπεριέχει δεύτεϱες παραγώγους ως πϱος γij αλ-
λάζοντας τη δοµή της διαφορικής εξίσωσης χϱονικής εξέλιξης.

ΣυνοψίϹοντας, οι εξισώσεις που περιγράφουν τη γεωµετϱία του χωϱόχϱονου απουσία ύλης-ενέϱγειας
είναι οι εξισώσεις των περιορισµών (C.24), (C.25) µαϹί µε τις εξισώσεις χϱονικής εξέλιξης (C.28), (C.29).
Το σύστηµα των εξισώσεων αυτών αποτελεί τις "original ADM" εξισώσεις ως πϱος τις δυναµικές µεταβλ-
ητές (γij, πij) ενώ οι µη-δυναµικές µεταβλητές - συναρτήσεις ϐαθµίδας α και βi καθορίζουν αντίστοιχα
τον ιδιόχϱονο που µεσολαϐεί ανάµεσα σε διαδοχικές υπερεπιφάνειες και την "ολίσϑηση" που υφίσ-
τανται οι χωϱικές συντεταγµένες από µια υπερεπιφάνεια στην επόµενη. Συνεπώς το lapse α και οι
συνιστώσες του βi σχετίζονται µε την ελευθερία επιλογής συντεταγµένων και η επιλογή τους γίνε-
ται αυθαίρετα. ∆εδοµένων κατάλληλων αρχικών δεδοµένων που ικανοποιούν τους περιορισµούς σε
µια αρχική υπερεπιφάνεια (Cauchy), ολόκληϱος ο καθολικά υπερβολικός χωϱόχϱονος µποϱεί να
κατασκευαστεί από τη χϱονική τους εξέλιξη µέσω του συστήµατος (C.28), (C.29).
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