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Abstract

For the study of most of the astrophysical systems it is impossible to derive analytic solutions to
Einstein equations and it is necessary to solve them numerically. Computers cannot solve these
equations in their covariant form so it is required to write them as an initial value problem. To

achieve this 3+1 formalism is used, where the four-dimensional Manifold of spacetime is foliated
into spatial hypersurfaces of constant time. Spatial metric and extrinsic curvature tensor
{γij, Kij} are used as variables. By utilizing the geometry of the hypersurfaces as well as

Einstein’s equations we derive a set of 10 equations, 4 of which are constraint equation which
have to be held true for each hypersufrace and 6 dynamical equations. Four of those degrees of

freedom are related to gauge conditions meaning lapse function and shift vector. This choice
determines a slicing and is crucial for a successful simulation. This study is focused on this

gauge condition choice for the Schwarzschild black hole, which is a great example to study 3+1
formalism since it’s analytic solution is well known. It will be studied why geodesic slicing is not a

good choice and why maximal slicing is preferred. In addition, it will be shown how initial data
hypersurface coincides with the Einstein-Rosen bridge by assuming spherical and time symmetry.
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Πεϱίληψη

Για την µελέτη των πεϱισσότεϱων αστϱοϕυσικών συστηµάτων η αναλυτική λύση των εξισώσεων
Einstein είναι αδύνατη, για αυτό και είναι απαϱαίτητη η επίλυσή τους αϱιϑµητικά. Ο υπολογιστής

δεν µποϱεί να επιλύσει εξισώσεις στην συναλλοίωτη µοϱϕή όπου είναι γϱαµµένες και για αυτό
απατείται η γϱαϕή τους ως ένα δυναµικό πϱόϐληµα αϱχικών τιµών. Για να επιτευχϑεί αυτό
χϱησιµοποιείται ο 3+1 ϕοϱµαλισµός όπου η τετϱαδιάστατη πολλαπλότητα του χωϱοχϱόνου

ϕυλλοποιείται σε χωϱικές υπεϱεπιϕάνειες σταϑεϱού χϱόνου. Οι µεταϐλητές είναι η χωϱική µετϱική
των χωϱικών υπεϱεπιϕανειών αλλά ο τανυστής εξωγενούς καµπυλότητας {γij, Kij}. Αξιοποιώντας

τόσο τη γεωµετϱία των υπεϱεπιϕανειών όσο και τις εξισώσεις Einstein λαµϐάνουµε 10 εξισώσεις, οι 4
από τις οποίες είναι εξισώσεις πεϱιοϱισµού που πϱέπει να ικανοποιούνται σε κάϑε χωϱική

υπεϱεπιϕάνεια και 6 δυναµικές εξισώσεις. Από αυτούς τους ϐαϑµούς ελευϑεϱίας, οι 4 σχετίϹονται µε
την ελευϑεϱία επιλογής συνϑηκών ϐαϑµίδος, δηλαδη της συνάϱτησης lapse και του διανύσµατος

shift. Η επιλογή τους οϱίϹει µια διαµέϱιση και είναι κϱίσηµη για µια επιτυχηµένη πϱοσοµοίωση. Η
µελέτη αυτή ϑα επικεντϱωϑεί στην επιλογή των συνϑηκών αυτών για τη Schwarzschild µελανή οπή, η
οποία αποτελεί τον κατάλληλο χωϱόχϱονο για τον έλεγχο των 3+1 εξισώσεων καϑώς η αναλυτική της
είναι γνωστή. Θα µελετηϑεί γιατί η Γεωδαισιακή διαµέϱιση δεν αποτελεί µια καλή επιλογή και γιατι
πϱοτιµείται η Maximal διαµέϱιση. Ακόµα δείχνεται πως ϑεωϱώντας σϕαιϱική και χϱονική συµµετϱία

η υπεϱεπιϕάνεια αϱχικών δεδοµένων ταυτίϹεται µε τη γέϕυϱα Einstein-Rosen της µελανής οπής.
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1 Πϱόλογος

1

Πϱόλογος

Η ϑεωρία Βαρύτητας του Einstein αποτέλεσε µια µοναδική επανάσταση στη µελέτη των αστροφυσικών
συστηµάτων: από τον υπολογισµό της πτώσεως του Περιηλίου του Εϱµή που η ϑεωρία του Νεύτωνα
αδυνατούσε να εξηγήσει µέχϱι τότε έως την πρόβλεψη ύπαϱξης πιο εξωτικών αντικειµένων όπως οι
µελανές οπές και οι αστέϱες νετϱονίων. Υπέδειξε ακόµα ϑεωρητικά την ύπαϱξη ϐαρυτικών κυµάτων,
η οποία τελικά επιϐεϐαιώϑηκε από τη συνεργασία των πειϱαµάτων LIGO και VIRGO. Αυτά τα ασ-
τροφυσικά συστήµατα είναι λύσεις των εξισώσεων Einstein. Ωστόσο, µόνο για ελάχιστα αστροφυσικά
συστήµατα όπου υπάρχει µεγάλη συµµετρία, οι εξισώσεις αυτές λύνονται ακϱιϐώς αναλυτικά. Για τα
περισσότερα αστροφυσικά συστήµατα οι λύσεις του πεδίου µποϱούν να εξαχθούν µονάχα υπολογισ-
τικά. Η ανάγκη αυτή γέννησε ένα νέο κλάδο έρευνας από τα µέσα της δεκαετίας του 1960, αυτού της
Υπολογιστικής Σχετικότητας.

Ο κλάδος αυτός καλείται να αντιµετωπίσει τις εξισώσεις Einstein ως ένα δυναµικό πϱόϐληµα αρ-
χικών τιµών, καθώς οι υπολογιστές δεν µποϱούν να λύσουν τις εξισώσεις Einstein στη συναλλοίωτη
µοϱϕή που γϱάϕτηκαν από τον Einstein. Με άλλα λόγια, σκοπός είναι αν οι αρχικές συνθήκες του
συστήµατος είναι γνωστές, να µποϱεί να ληφθεί η εξέλιξή του µποστά στο χϱόνο. Η διαδικασία και ο
τϱόπος να γϱαϕούν ωστόσο οι εξισώσεις αυτές σαν ένα δυναµικό πϱόϐληµα δεν είναι τετριµµένος. Πρώ-
τον, είναι ένα απαιτητικό µαθηµατικό πϱόϐληµα. Στη µελέτη αυτή ϑα παρουσιαστεί το 3+1 σπάσιµο
του χωροχρόνου στο χϱόνο και στο χώϱο. Στο ϕορµαλισµό αυτό η πολλαπλότητα του χωϱόχϱονου
ϕυλλοποιείται σε χωϱικές υπερεπιφάνειες σταθερού χρόνου. Μια πολύ διαδεδοµένη µοϱϕή είναι αυτή
των λεγόµενων ADM εξισώσεων που εξάχϑηκαν από τους Arnowitt, Deser και Misner τη δεκαετία του
1960 [2] και µετέπειτα µε διαφορετικό τϱόπο από τον York τη δεκαετία του 1970 [22]. Ωστόσο, η
δυσκολία δεν περιορίζεται µόνο στη µαθηµατική ανάπτυξη των εξισώσεων αυτών. Πϱέπει να ελεγχθεί
και η αριθµητική ευστάθεια τους, γεγονός που ϐρίσκεται στο επίκεντρο της έρευνας της αριθµητικής
σχετικότητας. Οι εξισώσεις αυτές ακόµα παϱέχουν την ελευθερία επιλογής ϐαθµίδας, η οποία µποϱεί
να επηρεάσει την ακϱίϐεια, την ταχύτητα αλλά ακόµα και τη "µακϱοϹωία" του κώδικα.

΄Ενας τϱόπος να δοκιµαστούν ο ϕοϱµαλισµός, οι εξισώσεις και η επιλογή συντεταγµένων είναι να
µελετηϑεί ένα αστϱοϕυσικό σύστηµα η αναλυτική λύση του οποίου είναι γνωστή. Το σύστηµα αυτό
ϑέλουµε να χαϱακτηϱίϹεται από υψηλή συµµετϱία ώστε να µποϱεί να λυϑεί γϱήγοϱα τόσο σε ανϑϱώπινο
όσο και σε υπολογιστικό χϱόνο. Συνάµα, αναϹητούµε να εµϕανίϹει µη τετϱιµµένα ϕαινόµενα όπως
ισχυϱό ϐαϱυτικό πεδίο και ϕυσικές ιδιοµοϱϕίες του χωϱοχϱόνου. ΄Ολα αυτά τα στοιχεία τα πληϱοί
µια µελανή οπή Schwarzschild. Η σϕαιϱικά συµµετϱική λύση Schwarzschild είναι καλά µελετηµένη
και αποτελεί ένα ιδανικό τεστ. Οι 3+1 εξισώσεις απλοποιούνται σε 1+1 εξισώσεις όπου οι µεταϐλητές
αποτελούν συναϱτήσεις µονάχα δύο παϱαµέτϱων, µια χϱονικής συντεταγµένης t και µιας χωϱικής,
ακτινικής συντεταγµένης r. Πολλές δηµοσιεύσεις επικεντϱώϑηκαν στη µελέτη της ϕυλλοποίησης του
Schwarzschild χωϱοχϱόνου σε χωϱικές υπεϱεπιϕάνειες, όπως αυτές των Beig και Murchadha [5] [6],
των Estabrook et al. [10], των Riemann και Bruegmann [18] κ.α.

Στην παϱούσα ανάλυση, σκοπός είναι η αναλυτική παϱουσίαση του 3+1 σπασίµατος των εξισώσεων
του ϐαϱυτικού πεδίου µε κύϱιο σηµείο εστίασης µετέπειτα την πεϱίπτωση των σϕαιϱικά συµµετϱικών
λύσεων όπου και ανάγονται σε 1+1 διαστάσεις. Θα µελετηϑεί τόσο η κατασκευή των αϱχικών δεδοµένων
που είναι απαϱαίτητα για την αντιµετώπιση του πϱοϐλήµατος ως ένα πϱόϐληµα αϱχικών τιµών όσο
και η κατασκευή των εξισώσεων εξέλιξης.
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2

O 3+1 ϕοϱµαλισµός

Ο Einstein ανέπτυξε την ϑεωρία της Γενικής Σχετικότητας µε τέτοιο τϱόπο όπου ο χώϱος και ο χϱόνος
δεν ξεχωρίζουν a priori. Αυτό απορρέει καθώς στο Παϱάδειγµα που εισήγαγε ο Einstein, ο χωϱόχϱονος
εξηγείται µέσω της διαφορικής γεωµετϱίας ως µια τετραδιάστατη πολλαπλότητα. το ϐαρυτικό πεδίο
ταυτίζεται µε αυτή τη γεωµετϱία. Η γεωµετϱία του χωϱόχϱονου συνδέεται µε την ύλη µέσω των
πεϱίϕηµων εξισώσεων ως:

Gαβ = 8πTαβ (2.0.1)

Είναι µόνο οι περιπτώσεις µε υψηλή συµµετρία όπου αυτές οι εξισώσεις µποϱούν να επιλυθούν αναλυ-
τικά. Αυτό οδηγεί στην ανάγκη χϱήση αριθµητικών µεϑόδων. Ωστόσο η συναλλοίωτη διατύπωση τους,
αν και πολύ κοµψή, δεν είναι κατάλληλη για να γίνει εϕικτή η λύση τους από έναν υπολογιστή και
απέχει και από τη ϕυσική διαίσθηση. Σκοπός είναι να µποϱούµε να παϱέχουµε δεδοµένα που έχουµε
συλλέξει από µια συγκεκριµένη χϱονική στιγµή και να µπορέσουµε να µελετήσουµε την εξέλιξη του
συστήµατος. Για την µελέτη ενός αστροφυσικού συστήµατος ως ένα δυναµικό σύστηµα, µποϱούµε να
σκεϕτούµε τα στοιχεία της µετϱικής gαβ ως γενικευµένες ϑέσεις ενώ τις χϱονικές παραγώγους τους
∂tgαβ ως γενικευµένες ορµές. Καθώς σκοπός είναι η µελέτη µπϱοστά στο χϱόνο, για την µελέτη ενός
τέτοιου συστήµατος χρειάζεται η γνώση των ∂tgαβ, ∂2t gαβ. Αναδεικνύεται η ανάγκη να αντιµετωπισ-
τεί ένα τέτοιο πϱόϐληµα ως Πϱόϐληµα Cauchy ή αλλιώς Πϱόϐληµα Αρχικών Τιµών, όπου µε τη
γνώση των τιµών των µεταβλητών για ένα αρχικό χϱόνο t = t0, οι εξισώσεις δίνουν την εξέλιξη τους
στον χϱόνο. Ωστόσο, δεν εµπεριέχουν πράγµατι όλες οι 10 εξισώσεις Einstein την εξέλιξη στο χϱόνο
αυτών των µεταϐλητών[3]. Συγκεκριµένα, ϑα εξετάσουµε τις 4 εξισώσεις που περιέχουν τουλάχιστον
ένα χϱονικό δείκτη µέσω της ταυτότητας Bianchi για τον τανυστή του Einstein µε τους εν λόγω δείκτες:

∂tG
α0 = −∂iGαi −GβµΓα

βµ −GαβΓµ
βµ (2.0.2)

όπου η απουσία από το δεξί µέλος παϱαγώγων της µετϱικής τϱίτης ή υψηλότεϱης τάξης, υποδηλώνει
πως τα στοιχεία Gα0 δεν εµπεϱιέχουν δεύτεϱες παϱαγώγους της µετϱικής και άϱα πληϱοϕοϱία για την
εξέλιξη του συστήµατος στο χϱόνο. Οι εξισώσεις ϑέτουν πεϱιοϱισµούς που οϕείλουν οι µελετώµενες
µεταϐλητές να πληϱούν. Μια αναλογία είναι ο ηλεκτϱοµαγνητισµός [11]:

∇ · E = 4πρ , ∇ ·B = 0, (2.0.3)
∂tE = ∇×B− 4πj , ∂tB = −∇× E, (2.0.4)

Παϱατηϱούµε πως υπάϱχουν 2 εξισώσεις πεϱιοϱισµού που δεν πεϱιέχουν καµιά πληϱοϕοϱία για την
εξέλιξη των πεδίων στον χϱόνων, είναι όµως αναγκαία η ικανοποίηση τους. Αντίστοιχα στην Γενική
Σχετικότητα, οι εξισώσεις είναι 4.

Καϑίσταται πλέον αντιληπτή η ανάγκη να σπάσει ο χωϱόχϱονος σε χϱόνο και χώϱο ώστε να µποϱεί
ένα αστροφυσικό σύστηµα να µελετηθεί ως ένα δυναµικό σύστηµα. Ο ϕορµαλισµός που ϑα χρησι-
µοποιηθεί σε αυτή την παϱουσίαση και χρησιµοποιείται ευρέως ονοµάζεται 3+1 Φοϱµαλισµός . Θα
ϑεωρήσουµε τρισδιάστατες χωϱικές υπερεπιφάνειες σταθερού χρόνου, οι οποίες δεν τέµνονται µεταξύ
τους, και είναι εµβαπτισµένες εντός του τετραδιάστατου χωροχρόνου. Κάϑε καθολικά υπερβολικός
χωϱόχϱονος µποϱεί να διασπαστεί πλήϱως σε τρισδιάστατες υπερεπιφάνειας κάϑε µία από τις οποίες
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Κεϕ. 2 O 3+1 ϕοϱµαλισµός

να είναι χωϱική [11].

2.1 Η γεωµετϱία των υπεϱεπιϕανειών

Μια υπεϱεπιϕάνεια µιας πολλαπλότητας M είναι η απεικόνιση µιας πολλαπλότητας Σ̂ από τον
εµϐαπτισµό Φ : Σ̂ → M [13].

Σ = Φ(Σ̂) (2.1.1)

Μία υπεϱεπιϕάνεια µποϱεί να οϱιστεί τοπικά ως τα σηµεία για τα οποία ένα ϐαϑµωτό πεδίο f(xµ) είναι
σταϑεϱό.

f(xα) = µ (2.1.2)

΄Εστω δυο σηµεία της υπεϱεπιϕάνειας P,Q µε συντεταγµένες x, x+ ϵ . Είναι:

f(x+ ϵ) = f(x) + ϵα∂αµ⇒ ϵα∂αf = 0 (2.1.3)

αϕού από την παϱαµετϱοποίηση της υπεϱεπιϕάνειας η ϐαϑµωτή συνάϱτηση f έχει ίδια τιµή για
κάϑε σηµείο της υπεϱεπιϕάνειας. Συµπέϱασµα αυτού είναι πως καϑώς το ϵ είναι εϕαπτόµενο στην
υπεϱεπιϕάνεια, το συναλλοίωτο διανυσµατικό πεδίο ∂αf είναι κάϑετο στην υπεϱεπιϕάνεια στο σηµείο
P.΄Ενα διανυσµατικό πεδίο είναι κάϑετο στην υπεϱεπιϕάνεια όταν είναι ανάλογο του διανυσµατικού
πεδίου αυτού σε κάϑε σηµείο της υπεϱεπιϕάνειας, δηλαδή:

Xα = λ(x)∂αf (2.1.4)

ΥπολογίϹουµε την ποσότητα:

Xα∂µXβ = λ(∂αf)(∂µλ∂βf)

= (∂αf)(∂µλ)(∂βf) + λ2(∂αf)(∂µ∂βf) (2.1.5)

Παϱατηϱούµε πως ο πϱώτος όϱος είναι συµµετϱικός ως πϱος την εναλλαγή α ↔ β ενώ ο δεύτεϱος υπό
β ↔ µ. Αναπτύσσουµε το πλήϱες αντισυµµετϱικό του όϱου αυτού:

X[α∂µXβ] =
1

6
[ Xα∂µXβ +Xµ∂βXα +Xβ∂αXµ

− Xα∂βXµ −Xβ∂µXα −Xµ∂αXβ] (2.1.6)

Λόγω της συµµετϱίας που παϱουσιάϹουν οι όϱοι, παϱατηϱούµε πως απαλείϕονται όλοι µεταξύ τους
και εποµένως:

X[α∂µXβ] = 0 (2.1.7)

Ισοδύναµα αυτή η σχέση αντισυµµετϱικότητας ισχύει και αν στη ϑέση της µεϱικής παϱαγώγου υπάϱχει
συναλλοίωτη παϱάγωγος. Είναι:

Xα∂µXβ = λ(∂αf)(∂µλ∂βf) = λ(∂αf)(∇µλ∂βf) + λ2(∂αf)(Γ
ν
µβ∂νf)

= Xα∇µXβ + λ2(∂αf)(Γ
ν
µβ∂νf) (2.1.8)

ή
Xα∇µXβ = Xα∂µXβ − λ2(∂αf)(Γ

ν
µβ∂νf) (2.1.9)
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2.1. Η γεωµετϱία των υπεϱεπιϕανειών

Για τους όϱους που εµφανίζονται µε την ανάπτυξη του πϱώτο όϱου, ισχύουν προφανώς όλες οι συµ-
µετρίες που έχουν προαναφερθεί. Επίσης, ο όϱος µε το σύµβολο Christofell που εµφανίστηκε είναι
λόγω αυτού συµµετρικος ως πϱος µ ↔ β. Εποµένως, αναπτύσσοντας αντίστοιχα το πλήϱες αντι-
συµµετρικό της ποσότητας αυτής καταλήγουµε πως όλοι οι όϱοι ϑα απαλοίφονται και άϱα για ένα
διανυσµατικό πεδίο κάθετο σε κάϑε σηµείο της υπερεπιφάνειας ισχύει η ιδιότητα:

Πϱόταση 2.1: ΄Ελλειψη στϱέψης για διανυσµατικό πεδίο κάϑε στην υπεϱεπιϕάνεια

Για ένα διανυσµατικό πεδίο X που είναι κάϑετο σε κάϑε σηµείο της υπεϱεπιϕάνειας ισχύει πως:
X[α∇µXβ] = 0

Επιπλέον πϱέπει να σηµειωϑεί πως καϑώς Xα = ∇αf , για ένα διάνυσµα που είναι το grad µιας
ϐαϑµωτής συνάϱτησης, το curl του πϱέπει να είναι µηδενικό. Εποµένως, για το διανυσµατικό αυτό
πεδίο ισχύει:

∇[αXβ] = 0 (2.1.10)

Επίσης αποδεικνύεται πως αν ισχύει X[α∇µXβ] = 0 για ένα µη ϕωτοειδές, δηλαδή X2 = XαXα ̸= 0
Killing διανυσµατικό πεδίο, τότε αυτό είναι κάθετο σε υπερεπιφάνεια. Καθώς για ένα Killing διανυσ-
µατικό πεδίο ισχύει:

LXgαβ = ∇αXβ +∇βXα = 0 (2.1.11)

οι όϱοι της εξίσωσης της πλήϱους αντιµετάϑεσης µειώνονται ως:

X[α∇µXβ] = 0 ⇒ Xα∇µXβ +Xµ∇βXα +Xβ∇αXµ = 0 (2.1.12)

Συστέλλοντας ώστε να εµϕανιστεί το µέτϱο του διανυσµατικού πεδίου:

XβXα∇µXβ +XβXµ∇βXα +XβXβ∇αXµ = 0 ⇒
XβXα∇µXβ +XβXµ∇βXα +X2∇αXµ = 0 ⇒
XβXα∇µXβ −XβXµ∇αXβ +X2∇αXµ = 0 (2.1.13)

όπου χρησιµοποιήθηκε ξανά στο δεύτεϱο η ιδιότητα του Killing διανυσµατικού πεδίου. Χρησιµοποιών-
τας τη ξανά για τους δείκτες µ ↔ α του τελευταίου όϱου (και αλλάζοντας την άνω και κάτω ϑέση των
ϐουϐών δεικτών), λαµβάνουµε την εξίσωση:

XβXα∇µX
β −XβXµ∇αXβ +X2∇µXα = 0 (2.1.14)

Πϱοσϑέτοντας τις (2.1.13) και (2.1.14) λαµϐάνουµε:

X2Xα∇µX
2 −X2Xµ∇αX

2 +X2(∇αXµ −∇µXα) = 0 ή καϑώς το Χ δεν είναι ϕωτοειδές
⇒ Xα∇µX

2 −Xµ∇αX
2 + (∇αXµ −∇µXα) = 0

⇒ Xα∂µX
2 −Xµ∂αX

2 + (∂αXµ − Γν
αµXν − ∂µXα + Γν

µα) = 0

⇒ Xα∂µX
2 −Xµ∂αX

2 + (∂αXµ − ∂µXα) = 0 (2.1.15)

όπου στην τελευταία σχέση χϱησιµοποιήσαµε την συµµετϱία των συµϐόλων Christoffel καϑώς και
την ιδιότητα ότι για ϐαϑµωτό µέγεϑος η συναλλοίωτη παϱάγωγος ισοδυναµεί µε τη µεϱική. Σκοπός
είναι να αποδείξουµε πως αυτό το διανυσµατικό πεδίο είναι κάϑετο σε υπεϱεπιϕάνεια, άϱα πϱέπει να
δείξουµε πως είναι ανάλογο του grad µια ϐαϑµωτής συνάϱτησης. Οπότε, η τελευταία εξίσωση πϱέπει
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Κεϕ. 2 O 3+1 ϕοϱµαλισµός

να αναλυϑεί κατάλληλα ώστε να εµϕανιστεί το curl κατάλληλου όϱου. Οπότε:

Xα∂µX
2 − ∂αXµ = Xµ∂αX

2 − ∂µXα ή καϑώς το Χ δεν είναι ϕωτοειδές διαιϱούµε µε X4

⇒ ∂α(
Xµ

X2
) = ∂µ(

Xα

X2
) (2.1.16)

Πϱάγµατι, εµϕανίσαµε το curl που πϱοϐλέψαµε για την απόδειξη. Εποµένως, η ποσότητα όντως
µποϱεί να γϱαϕεί ως το grad µιας ϐαϑµωτής συνάϱτησης, όπου αποδείξαµε στην αϱχή της παϱαγϱάϕου
αυτό συνεπάγεται πως το διανυσµατικό πεδίο είναι κάϑετο σε υπεϱεπιϕάνεια:

Xα = X2∂αf (2.1.17)

µε το X2 να έχει το ϱόλο του λ. Επιπϱόσϑετα, ανάλογα το είδος του κάϑετου διανύσµατος, µια
υπεϱεπιϕάνεια µποϱεί να εµπίπτει στα παϱακάτω είδη:

• Αν X χϱονοειδές, δηλαδή X2 = XαXα < 0 ,Σ χωϱοειδής

• Αν X χωϱοειδές, X2 = XαXα > 0 ,Σ χϱωνοειδής

• Αν X ϕωτοειδές, X2 = XαXα = 0 ,Σ ϕωτοειδής

2.1.1 Υπεϱεπιϕάνεια Σταϑεϱού Χϱόνου: Το κάϑετο διάνυσµα

Στη µελέτη αυτή επιλέγουµε ως το ϐαϑµωτό πεδίο που είναι σταϑεϱό πάνω σε όλη την υπεϱεπιϕάνεια
τον καϑολικό χϱόνο t. Συγκεκϱιµένα οϱίϹουµε:

Ωα = ∇αt = ∂αt (2.1.18)

και κάϑε διάνυσµα u εϕαπτόµενο στην υπεϱεπιϕάνεια ισχύει:

⟨u,∇t⟩ = 0 (2.1.19)

To t ϑέλουµε να είναι µια χϱονική τοπική συντεταγµένη εποµένως ισχύει:

gµν∂µt∂νt < 0 (2.1.20)

Από το one-form µποϱούµε να οϱίσουµε το αντίστοιχο κάϑετο διάνυσµα στην υπεϱεπιϕάνεια ως:

ωα = gαµΩµ (2.1.21)

το οποίο είναι χϱονοειδές για χωϱοειδή υπεϱεπιϕάνεια. Το µοναδιαίο διάνυσµα κάϑετο στην επιϕάνεια
µε κατεύϑυνση πϱος το µέλλον υπολογίϹεται ως:

nα = −(−gµν∇µt∇νt)
−1/2∇at (2.1.22)

και καϑώς µποϱεί να οϱιστεί η νόϱµα του one-form (2.1.18) ως:

||Ωα|| = gµν∇µt∇νt ≡ − 1

α2
(2.1.23)
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2.1. Η γεωµετϱία των υπεϱεπιϕανειών

Σχήµα 2.1.1.1: Το διάνυσµα n είναι κάϑετο στις χωϱικές υπεϱεπιϕάνειες [3]

το κάϑετο διάνυσµα µποϱεί να γϱαϕεί ως:

nα = −α∇αt (2.1.24)

Λόγω της κανονικοποίησης και της χϱονοειδούς ϕύσης του, πϱοκύπτει ϕυσικά για το κάϑετο
διάνυσµα πως:

nµnµ = −1 (2.1.25)

Λόγω της ιδιότητας αυτής µποϱούµε να εϱµηνεύσουµε το διάνυσµα αυτό ως την τετϱαταχύτητα ενός
παϱατηϱητή που κινείται κάϑετα στην χωϱική υπεϱεπιϕάνεια. Επιπλέον οϱίϹεται και η επιτάχυνση
του µοναδιαίου κάϑετου διανύσµατος ως:

αα = −nβ∇βnα (2.1.26)

Αποδεικνύεται πως:

nα∇βn
α = ∇β(nαn

α)− nα∇βnα (2.1.27)
= −nα∇βn

α

εποµένως καταλήγουµε στην ιδιότητα:
nα∇βn

α = 0 (2.1.28)

η οποία υποδυκνύει πως η επιτάχυνση είναι πλήϱως χωϱική:

nααα = 0 (2.1.29)

2.1.2 Χωϱικός και Χϱονικός Πϱοϐολικός Τελεστής

Για κάϑε σηµείο p ∈ Σ, o χώϱος όλων των χωϱοχϱονικών διανυσµάτων µποϱεί να αποσυντεϑεί ως:

Tp(M ) = Tp(Σ)⊕ span(n) (2.1.30)
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Κεϕ. 2 O 3+1 ϕοϱµαλισµός

όπου n είναι ένας µονοδιάστατος υπόχωϱος της πολλαπλότητας Tp(M ) που γεννάται από τον υπόχωϱο
n.

Οϱισµός 2.1: Ο χωϱικός πϱοϐολικός τελεστής

ΟϱίϹεται τελεστής πϱοϐολής γ⃗ οϱϑογώνιος στην Σ που σχετίϹεται µε την παϱαπάνω αποσύνϑεση
ως:

γ⃗ : Tp(M ) → Tp(Σ) (2.1.31)

v → (n · v)n (2.1.32)

τα στοιχεία του οποίου γϱάϕονται ως:

γαβ = δαβ + nαnβ (2.1.33)

Λαµϐάνοτας υπόψη την (2.1.25) εύκολα αποδεικνύεται η οϱϑογώνια σχέση του τανυστή πϱοϐολής µε
το κάϑετο διάνυσµα στην υπεϱεπιϕάνεια:

γαβn
β = δαβn

β + nαnβn
β (2.1.34)

= nα − nα = 0

ενώ για διάνυσµα v που Ϲει πάνω στην υπεϱεπιϕάνεια ισχύει:

γαβ v
β = δαβv

β + nαnβv
β (2.1.35)

= vα

καϑώς nβv
β = 0. Αποδεικνύεται επίσης η ιδιότητα ενός τελεστή πϱοϐολής:

γαµγ
µ
β = (δαµ + nαnµ)(δ

µ
β + nµnβ) (2.1.36)

= δαβ + nαnβn
µnµ + nαnβ + nαnβ

= δαβ + nαnβ = γαβ

Για να πϱοϐάλλουµε ένα τανυστή στη χωϱική υπεϱεπιϕάνεια πϱέπει να συστέλλουµε κάϑε του δείκτη
µε τον πϱοϐολικό τανυστή:

⊥ Tαβ = γµαγ
ν
βTµν (2.1.37)

αντίστοιχα οϱίϹεται και ο χϱονικός/κανονικός τελεστής πϱοϐολής:

Οϱισµός 2.2: Χϱονικός/Κανονικός Τελεστής Πϱοϐολής

Nα
β = −nαnβ = δαβ − γαβ

΄Ενα διάνυσµα ή ένα one-form µποϱεί να αναλυϑεί στο χωϱικό και στο χϱονικό του µέϱος ως:

uα = δαβu
β =⊥ uα − nαnβu

β (2.1.38)

ωα = δβαωβ =⊥ ωα − nβnαωβ (2.1.39)
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2.2. Η εσωτεϱική καµπυλότητα

Σχήµα 2.1.2.1: Κάϑε διάνσυµα µποϱεί µέσω των τανυστών πϱοϐολής να διασπαστεί σε ένα χωϱικό µέϱος
εϕαπτόµενο στη χωϱική υπεϱεπιϕάνεια και σε ένα µέϱος στην κατεύϑυνση του χϱόνου [16].

2.1.3 Η χωϱική µετϱική

Επόµενο ϐήµα είναι η αποσύνϑεση της χωϱοχϱονικής µετϱικής.

gαβ = gµαg
ν
βgµν (2.1.40)

= (γµα − nµnα)(γ
ν
µ − nνnβ)gµν

= γµαγ
ν
βgµν − nαnβ

δηλαδή
γµαγ

ν
βgµν = gαβ + nαnβ (2.1.41)

ΟϱίϹεται εποµένως η πϱοϐολή της χωϱοχϱονικής µετϱικής στη χωϱική υπεϱεπιϕάνεια, δηλαδή η
χωϱική µετϱική ως:

γαβ = gαβ + nαnβ (2.1.42)

Ισχύει πϱοϕανώς η σχέση καϑετότητας:

γαβn
α = gαβn

α + nαnβn
α (2.1.43)

= nβ − nβ = 0

Φυσικά πϱοκύπτει και η αντίστϱοϕη της χωϱικής µετϱικής ως:

γαβ = gαµgβνγµν = gαβ + nαnβ (2.1.44)

2.2 Η εσωτεϱική καµπυλότητα

2.2.1 Η χωϱική συναλλοίωτη παϱάγωγος Dµ

Οϱισµός 2.3

Υπάϱχει µια µοναδική σύνδεση D πάνω στην πολλαπλότητα Σ που είναι ελεύϑεϱη από στϱέψη
και ικανοποιεί [13]:

Dγ = 0 (2.2.1)
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Κεϕ. 2 O 3+1 ϕοϱµαλισµός

η οποία αποτελεί µια σύνδεση Levi-Civita της µετϱικής γ. Συγκεκϱιµένα για τανυστικό πεδίο T
πάνω στην Σ οϱίϹεται η συναλλοίωτη παϱάγωγός του σύµϕωνα µε την σύνδεση αυτή Levi-Civita
και συνδέεται µε την χωϱοχϱονική συναλλοίωτη παϱάγωγο του ως:

DT = γ∇T (2.2.2)

µε τα στοιχεία της να γϱάϕονται ως

DγT
α1...αk

β1...βl
= γα1

µ1 ..γ
νl
βl
γδγ∇δT

µ1...µk
ν1...νl (2.2.3)

Πϱάγµατι ϐάση του ορισµού των στοιχείων της χωϱικής συναλλοίωτης παραγώγου ενός τανυστή επιβεβαιώνε-
ται ο Levi-Civita χαρακτήρας της σύνδεσης:

Πϱόταση 2.2: O Levi-Civita χαϱακτήϱας του Dµ

Dµγαβ = 0

όπου αξιοποιώντας την συµϐατότητα της µετϱικής ∇µgαβ = 0 και την οϱϑογώνια σχέση του τανυστή
πϱοϐολής µε το κάϑετο διάνυσµα n

Dµγαβ = γν1α γ
ν2
β γ

δ
µ∇δγν1ν2 (2.2.4)

= γν1α γ
ν2
β γ

δ
µ∇δ(gν1ν2 + nν1nν2)

= γν1α γ
ν2
β γ

δ
µ∇δgν1ν2 + γν1α γ

ν2
β γ

δ
µnν1∇δnν2 + γν1α γ

ν2
β γ

δ
µnν2∇δnν1 = 0

H ύπαϱξη εσωτεϱικής καµπυλότητας της υπεϱεπιϕάνειας υποδυκνύει την ύπαϱξη χωϱικών συµϐόλων
Christofell που λειτουϱγούν ως συντελεστές της σύνδεσης Levi-Civita. Από τη σχέση συµϐατότητας
πϱοκύπτει πως για δεδοµένο σύστηµα αναϕοϱάς τα σύµϐολα Christofell δίνονται ως:

Γα
βγ =

1

2
γαδ(∂γγδβ + ∂βγδγ − ∂δγβγ) (2.2.5)

Για τη συναλλοίωτη παϱάγωγο µιας ϐαϑµωτής πόσότητας της µοϱϕής vβωβ ισχύει ο κανόνας Leibniz
µόνο αν τα uβ, ωβ είναι χωϱικά

Πϱόταση 2.3: Κανόνας Leibnitz συναλλοίωτης παϱαγώγου για χωϱικά uβ, ωβ

Dα(u
βωβ) = uβDαωβ + ωβDαu

β

΄Εστω ότι το διάνυσµα και το one-form δεν είναι πλήϱως χωϱικά. Τότε από τις σχέσεις (2.1.38), (2.1.39)
µποϱούν να αποσυντεϑούν στο χωϱικό και χϱονικό µέϱος τους. Αναπτύσσουµε την συναλοίωτη και
αξιοποιώντας πως nαγβα = 0 αποδεικνύουµε πως ο κανόνας Leibniz δεν ισχύει:

Dα(u
βωβ) = γβµγ

ν
βγ

δ
α∇δ(u

µων) (2.2.6)

= γβµγ
ν
βγ

δ
αu

µ∇δων + γβµγ
ν
βγ

δ
αωα∇δu

µ

= γβµγ
ν
βγ

δ
α(⊥ uµ + nµnκu

κ)∇δων + γβµγ
ν
βγ

δ
α(⊥ ων + nκnνωκ)∇δu

µ

= ⊥ uβDαωβ+ ⊥ ωβDαu
β (2.2.7)

̸= uβDαωβ + ωβDαu
β
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2.2. Η εσωτεϱική καµπυλότητα

Επιπλέον, χϱήσιµη ϑα καταστεί στην συνέχεια η σύνδεση της επιτάχυνσης αα µε την συνάϱτηση
lapse α µέσω της χωϱικής συναλλοίωτης παϱαγώγου:

Πϱόταση 2.4: Σχέση µεταξύ επιτάχυνσης αα και συνάϱτησης lapse α

αα = Dα lnα

Είναι:

αα = nβ∇βnα = nβ∇β(−α∇αt) = −nβ∇αt∇βα− αnβ∇α∇βt

=
1

α
nβnα∇βα− 1

α
nβnβ∇αα + nβ∇αn

β

=
1

α
(nβnα + δβα)∇βα =

1

α
Daα = Dα lnα

2.2.2 Ο χωϱικός τανυστής Riemann, Ricci και η χωϱική καµπουλότητα Ricci

Η έλλειψη µεταθετικότητας µεταξύ των χωϱικών συναλοίωτων παϱαγώγων οδηγεί στην ύπαϱξη Eσωτεϱικής
Kαµπυλότητας της υπερεπιφάνειας (Σ, γ): [13]

Οϱισµός 2.4: Ο χωϱικός τανυστής Riemann

∀u ∈ T (Σ) : (DαDβ −DαDβ)uµ = Rαβµ
νuν

όπου εκϕϱάϹεται µέσω του χωϱικού τανυστή Riemann, Riem τα στοιχεία του οποίου εκϕϱάϹονται στον
παϱαπάνω οϱισµό. Αντίστοιχα οϱίϹονται και ο χωϱικός τανυστής Ricci R αλλά και η χωϱική Ricci
καµπυλότητα R [13] :

Οϱισµός 2.5: Χωϱικός τανυστής Ricci R και χωϱική Ricci καµπυλότητα R

R : Rαβ = R µ
αµβ (2.2.8)

R : R = γαβRαβ (2.2.9)

Για δεδοµένο σύστηµα αναϕοϱάς, ο χωϱικός τανυστής Riemann µποϱεί να γϱαϕεί συναϱτήσει των
συµϐόλων Christoffel ως:

R δ
αβγ = ∂βΓ

δ
αγ − ∂αΓ

δ
βγ + Γµ

αγΓ
δ
µβ + Γµ

βγΓ
δ
µα (2.2.10)

Η χωϱική καµπυλότητα εµπεριέχει πληροφορία για την εσωτεϱική καµπυλότητα της χωϱικής υπ-
ερεπιφάνειας αλλά όχι για το σχήµα αυτής εµβαπτισµένης στο χωϱόχϱονο. Για να γϱαϕούν ωστόσο οι
εξισώσεις Einstein στη γλώσσα του 3+1 ϕορµαλισµού ϑα χϱειαστεί και η πληροφορία για µεταϐολή
του σχήµατός του µέσα στην πολλαπλότητα M .
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Κεϕ. 2 O 3+1 ϕοϱµαλισµός

Σχήµα 2.3.1: Ο τανυστής εξωγενούς καµπυλότητας οϱίϹεται ως η µεταϐολή του κάϑετου διανύσµατος n κάτω
από παϱάλληλη µετατόπιση [1].

2.3 Η εξωγενής καµπυλότητα

Αν µετακινήσουµε παϱάλληλα το κάϑετο διάνυσµα n από ένα σηµείο της χωϱικής υπεϱεπιϕάνειας
σε ένα άλλο, ϑα πάψει να είναι κάϑετο στην υπεϱεπιϕάνεια. Η µεταϐολή αυτή της κατεύϑυνσης
του πϱοσϕέϱει πληϱοϕοϱία για την Εξωγενή Καµπυλότητα, δηλαδή για τον τϱόπο που εµϐαπτίϹεται
η υπεϱεπιϕάνεια στον τετϱαδιάστατο χωϱόχϱονο. Ως εξωγενή καµπυλότητα οϱίϹουµε τον τανυστή:

Οϱισµός 2.6: Ο τανυστής εξωγενούς καµπυλότητας Kαβ

Kαβ = −γµαγνβ∇µnν

Συναϱτήσει της σχέσης (2.1.24) η εξωγενής καµπυλότητα εκϕϱάϹεται ως:

Kαβ = −γµαγνβ∇µ(−a∇νt) (2.3.1)
= γµαγ

ν
β∇µα∇νt+ αγµαγ

ν
β∇µ∇νt

= αγµαγ
ν
β∇µ∇νt

καϑώς γµα∇µa = 0. Αυτή η σχέση κάνει πϱοϕανή τον συµµετϱικό χαϱακτήϱα του Kαβ:

Kβα = αγµβγ
ν
α∇µ∇νt

= αγνβγ
µ
α∇ν∇µt

= αγµαγ
ν
β∇µ∇νt

= Kαβ (2.3.2)

χϱησιµοποιώντας τον torsion free χαρακτήρα της ϑεωρίας ∇α∇βt = ∇β∇αtΩστόσο χρειάζεται πϱοσοχή
στο γεγονός πως η συµµετρία αυτή δεν ισχύει αντίστοιχα για το ∇αnβ.

΄Ενας εναλλακτικός τϱόπος γϱαϕής της εξωγενούς καµπυλότητας εξάγεται χϱησιµοποιώντας την
ιδιότητα (2.1.28) και τον οϱισµό της επιτάχυνσης (2.1.26)

Kαβ = −γµαγνβ∇µnν (2.3.3)
= −(δµα + nµnα)(δ

ν
β + nν

β)∇µnν

= −(δµα + nµnα)δ
ν
β∇µnν

= −∇αnβ − nαn
µ∇µnβ

= −∇αnβ − nααβ
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2.4. Οι εξισώσεις Gauss-Codazzi, Gauss-Mainardi, Ricci

Η ποσότητα ∇αnβ δεν είναι απαϱαίτητα συµµετϱική καϑώς από την (2.1.24) πϱοκύπτει πως:

∇αnβ = ∇α(−α∇βt) = −α∇α∇βt− (∇αα)(∇βt)

= −α∇β∇αt− (∇αα)(∇βt) (2.3.4)

Υπάϱχει ένας ακόµα τϱόπος έκϕϱασης της εξωγενούς καµπυλότητας που χϱησιµοποιεί την παϱάγωγο
Lie της χωϱικής παϱαγώγο στην κατεύϑυνση του κάϑετου µοναδιαίου διανύσµατος (n).

Lnγαβ = nµ∇µγαβ + γαµ∇βn
µ + γβµ∇αn

µ (2.3.5)
= nµ∇µ(nαnβ) + nµ∇µ(gαβ) + (gαµ + nαnµ)∇βn

µ + (gβµ + nβnµ)∇αn
µ

= nµ∇µ(nαnβ) + gαµ∇βn
µ + gβµ∇αn

µ

= ∇αnβ + nµnα∇µnβ +∇βnα + nµnβ∇µnα

= −2Kαβ

δηλαδή

Kαβ = −1

2
Lnγαβ (2.3.6)

Μια πολύ σηµαντική ποσότητα που ϑα µας απασχολήσει αϱκετά σε επόµενο κεϕάλαιο είναι το ίχνος
του τανυστή εξωγενούς καµπυλότητας. Το ίχνος αυτό πϱοκύπτει από:

K = gαβKαβ = γαβKαβ (2.3.7)

όπου χϱησιµοποιώντας τη σχέση (2.3.3) εξάγεται η σχέση:

K = −∇αnα. (2.3.8)

Το ίχνος αυτό έχει µια σηµαντική γεωµετϱική εϱµηνεία καϑώς συνδέεται µε το κανονικό στοιχείο
όγκου των χωϱικών υπεϱεπιϕανειών γ1/2:

K = γαβKαβ =
1

γ
γαβLnγαβ =

1

2γ
Lnγ =

1

γ1/2
Lnγ

1/2 = −Ln ln γ
1/2 (2.3.9)

Συµπεϱασµατικά λοιπόν, το −K εκϕϱάϹει το κλασµατικό ϱυϑµό µεταϐολής του τϱισδιάστατου όγκου
κατά µήκος του n.

2.4 Οι εξισώσεις Gauss-Codazzi, Gauss-Mainardi, Ricci

Η καµπυλότητα της χωϱικής υπερεπιφάνειας πϱέπει να συνδεθεί µε την καµπυλότητα του χωρο-
χρόνου. Είναι απαϱαίτητο καθώς οι εξισώσεις Einstein εµπεριέχουν τη χωροχρονική καµπυλότητα
και για να µποϱούν να εκφραστούν στη γλώσσα του 3+1 ϕορµαλισµού ϑα πϱέπει να εισάγουµε σε
αυτές πληροφορία για την καµπυλότητα των υπερεπιφανειών. Για να επιτευχθεί αυτό, ϑα πϱέπει να
υπολογιστούν τϱεις διαφορετικές πϱοϐολές του χωροχρονικού τανυστή Riemann :πρώτον η πλήϱης
πϱοϐολή όλων των δεικτών πάνω στις χωϱικές υπερεπιφάνειες, η πϱοϐολή ενός δείκτη στην κανονική
κατεύϑυνση και των υπολοίπων στις χωϱικές υπερεπιφάνειες και τέλος οι πϱοϐολή δύο δεικτών στη
χϱονική κατεύϑυνση και δύο στις χωϱικές υπερεπιφάνειες. Ο υπολογισµός αυτών των πϱοϐολών δεν
είναι καθόλου προφανής και στην παράγραφο αυτή ϑα περάσουµε στον αναλυτικό υπολογισµό τους.
Οι πϱοϐολές αυτές ϑα συνδέσουν τον χωροχρονικό τανυστή Riemann µε τον χωϱικό που µελετήϑηκε
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Κεϕ. 2 O 3+1 ϕοϱµαλισµός

σε προηγούµενη παράγραφο.

2.4.1 Εξίσωση Gauss-Codazzi

Η εξίσωση που συνδέει το χωϱικό τανυστή Riemann µε τον πλήϱως πϱοϐεϐληµένο στην υπεϱεπιϕάνεια
χωϱοχϱονικό τανυστή Riemann ονοµάϹεται Gauss-Codazzi.

Πϱόταση 2.5: Η εξίσωση Gauss-Codazzi

γδαγ
κ
βγ

λ
µγ

σ
ν
(4)Rδκλσ = Rαβµν +KαµKβν −KανKβµ

Στην παϱακάτω ανάλυση ϑα παϱουσιάσουµε µια πιο αναλυτική απόδειξη ϐασιϹόµενοι στην ανάλυση
του [21]. Αϱχικά ϑα λάϐουµε υπόψη την έκϕϱαση του χωϱικού τανυστή Riemann συναϱτήσει της
συναλλοίωτης παϱαγώγου:

DαDβωµ −DβDαωµ = Rαβµ
νων (2.4.1)

Θα αναλύσουµε τον πϱώτο όϱο και στη συνέχεια ϑα πϱοκύψει ϕυσικά και ο δεύτερος όϱος και
εποµένως και η διαφορά αυτή. Είναι:

DαDβωµ = γδαγ
κ
βγ

λ
µ∇δ(Dκωλ)

= γδαγ
κ
βγ

λ
µ∇δ(γ

σ
κγ

ζ
λ∇σωζ)

= γδαγ
κ
βγ

λ
µγ

ζ
λ∇δγ

σ
κ∇σωζ (2.4.2)

+ γδαγ
κ
βγ

λ
µγ

σ
κ∇δγ

ζ
λ∇σωζ (2.4.3)

+ γδαγ
κ
βγ

λ
µγ

σ
κγ

ζ
λ∇δ∇σωζ (2.4.4)

Είναι (2.4.2):

γδαγ
κ
βγ

λ
µγ

ζ
λ∇δγ

σ
κ∇σωζ = γδαγ

κ
βγ

λ
µγ

ζ
λ∇δ(δ

σ
κ + nσnκ)∇σωζ

= γδαγ
κ
βγ

λ
µγ

ζ
λn

σ∇δ(nκ)∇σωζ + γδαγ
κ
βγ

λ
µγ

ζ
λnκ∇δ(n

σ)∇σωζ

= −γζµKαβn
σ∇σωζ (2.4.5)

και αντίστοιχα η (2.4.3):
γδαγ

κ
βγ

λ
µγ

σ
κ∇δγ

ζ
λ∇σωζ = −γσβKαµn

ζ∇σωζ (2.4.6)

ενώ για την (2.4.4) αξιοποιούµε απλά την ιδιότητα του τελεστή πϱοϐολής:

γδαγ
κ
βγ

λ
µγ

σ
κγ

ζ
λ∇δ∇σωζ = γδαγ

σ
βγ

ζ
µ∇δ∇σωζ (2.4.7)

Με πεϱαιτέϱω ανάλυση του όϱου (2.4.6):

γσβKαµn
ζ∇σωζ = γσβKαµ∇σ(n

ζωζ)− γσβKαµωζ∇σn
ζ

= KαµKβ
ζωζ (2.4.8)

Λαµϐάνοντας υπόψη την ανάλυση των όϱων (2.4.5), (2.4.8), (2.4.7) η (2.4.1) ϑα γϱαϕεί ως:

Rαβµ
νωδ = γδαγ

σ
βγ

ζ
µ∇σωζ − γζµKαβn

σ∇σωζ +KαµKβ
ζωζ

− γδαγ
σ
βγ

ζ
µ∇δ∇σωζ + γζµKβαn

σ∇σωζ −KβµKα
ζωζ (2.4.9)
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2.4. Οι εξισώσεις Gauss-Codazzi, Gauss-Mainardi, Ricci

Αξιοποιώντας την συµµετρία Kαβ και πραγµατοποιώντας την εναλλαγή δεικτών δ ↔ σ η σχέση γράφε-
ται:

Rαβµ
νων = γδαγ

σ
βγ

ζ
µ[∇δ,∇σ]ωζ +KαµKβ

νων −KβµKα
νων (2.4.10)

Σε αυτό το σηµείο µποϱούµε να εισάγουµε πλέον τον χωϱοχϱονικό τανυστή Riemann µέσω της σχέσης:

[∇δ,∇σ]ωζ =
(4)Rδσζ

νων (2.4.11)

εποµένως:
Rαβµ

νων = γδαγ
σ
βγ

ζ
µγ

ν
ξ
(4)Rδσζ

ξων +KαµKβ
νων −KβµKα

νων (2.4.12)

ή αλλιώς

Rαβµνω
ν = γδαγ

σ
βγ

ζ
µγνξ

(4)Rδσζ
ξων +KαµKβνω

ν −KβµKανω
ν

= γδαγ
σ
βγ

ζ
µ(gνξ + nνnξ)

(4)Rδσζ
ξων +KαµKβνω

ν −KβµKανω
ν

= γδαγ
σ
βγ

ζ
µ
(4)Rδσζνω

ν +KαµKβνω
ν −KβµKανω

ν

= γδαγ
σ
βγ

ζ
µδ

ξ
ν
(4)Rδσζξω

ν +KαµKβνω
ν −KβµKανω

ν

= γδαγ
σ
βγ

ζ
µγ

ξ
ν
(4)Rδσζξω

ν +KαµKβνω
ν −KβµKανω

ν (2.4.13)

απαλείϕοντας τις συνιστώσες ων καταλήγουµε στην εξίσωση Gauss-Codazzi.

2.4.2 Εξίσωση Gauss-Mainardi

Η υποπαράγραφος αυτή είναι αφιερωµένη στην εξίσωση Gauss-Mainardi η οποία συνδέει τον χωϱική
τανυστή Riemann µε την χωροχρονικό ο οποίος έχει τϱεις δείκτες προβεβληµένους στην χωϱική υπ-
ερεπιφάνεια και ο τέταρτος στην κανονική κατεύϑυνση:

Πϱόταση 2.6: Η εξίσωση Gauss-Mainardi

DβKαδ −DαKβδ = γµαγ
ν
βγ

λ
δ n

σ(4)Rµνλσ

Για να αποδείξουµε την εν λόγω σχέση, ϑα ξεκινήσουµε αναπτύσσοντας τον πϱώτο όϱο:

DβKαδ = γµβγ
ν
αγ

κ
δDµKνκ

= γµβγ
ν
αγ

κ
δ∇µ(−∇νnκ − nνακ)

= −γµβγ
ν
αγ

κ
δ∇µ∇νnκ − γµβγ

ν
αγ

κ
δ nν∇µακ − γµβγ

ν
αγ

κ
δ ακ∇µnν

= −γµβγ
ν
αγ

κ
δ∇µ∇νnκ − γµβγ

ν
αγ

κ
δ ακ∇µnν (2.4.14)

Kαϑώς η επιτάχυνση είναι καϑαϱά χωϱική ο τελεστής πϱοϐολής δϱα στους δείκτες και αξιοποιώντας
ξανά τον οϱισµό της εξωγενούς καµπυλότητας τελικά παίϱνουµε:

DβKαδ = −γµβγ
ν
αγ

κ
δ∇µ∇νnκ + αδKβα (2.4.15)

εποµένως εκτελώντας µ↔ ν και αξιοποιώντας την συµµετϱία του τανυστή καµπυλότητας:

DβKαδ −DαKβδ = γµαγ
ν
βγ

λ
δ [∇µ,∇ν ]nλ + αδKβα − αδKβα

= γµαγ
ν
βγ

λ
δ n

σ(4)Rµνλσ (2.4.16)
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2.4.3 Eξίσωση Ricci

Υπάϱχει µια τελευτεία πϱοϐολή του χωϱοχϱονικού τανυστή Riemann που πϱέπει να εξάγουµε, αυτή
των δυο δεικτών πϱοϐεϐληµένων στην υπεϱεπιϕάνεια και δυο στην κανονική κατεύϑυνση, δηλαδή την
εξίσωση Ricci.

Πϱόταση 2.7: Εξίσωση Ricci

LnKαβ = nµnνγδαγ
σ
β
(4)Rµνδσ − 1

α
DαDβα−Kβ

µKαµ

Η απόδειξη ξεκινά αναπτύσσοντας την Lie παϱάγωγο της εξωγενούς καµπυλότητας στην κατεύϑυνση
του κάϑετου διανύσµατος:

LnKαβ = nµ∇µKαβ +Kαµ∇βn
µ +Kβµ∇αn

µ

= −nµ∇µ∇αnβ − nµ∇µ(nαaβ)

− KαµKβ
µ −Kαµnβα

µ −KβµKα
µ −Kβµnαα

µ (2.4.17)

ΥπενϑυµίϹεται η σχέση:
(4)Rαβµνn

ν = ∇α∇βnµ −∇β∇αnµ (2.4.18)

Οπότε συνδυάϹοντας τις παϱαπάνω σχέσεις:

LnKαβ = −nνnµ(4)Rµαβν − nµ∇α∇µnβ −KαµKβ
µ −Kαµnβα

µ −KβµKα
µ −Kβµnαα

µ (2.4.19)

Η σχέση απλοποιείται αν αναπτυχϑεί ο όϱος:

nµ∇α∇µnβ = ∇α(n
µ∇µnβ)−∇µnβ∇αn

µ

= ∇ααβ −KµβKα
µ −�����nµαβKα

µ −Kµβnαα
µ − nµn

µαααβ (2.4.20)

καϑώς απαλείϕονται όϱοι οπότε η Ϲητούµενη παϱάγωγος Lie ϑα γϱαϕεί:

LnKαβ = −nνnµ(4)Rµαβν −KβµKα
µ −Kβµnαα

µ − αααβ (2.4.21)

Λίγα ϐήµατα µείναν µέχϱι την τελική εξαγωγή της Ϲητούµενης εξίσωσης. Στο σηµείο αυτό ϑα αξιοποιή-
σουµε την σχέση (2.2.1) καθώς:

Dααβ = Dα(
Dβα

α
) =

1

α
DαDβα− 1

α2
DααDβα

=
1

α
DαDβα− 1

α
Dαααβ

=
1

α
DαDβα− αααβ (2.4.22)

εποµένως:

LnKαβ = −nνnµ(4)Rµαβν −KβµKα
µ −Kβµnαα

µ +Dααβ −
1

α
DαDβα (2.4.23)

΄Ωστε να εξαχϑεί η εξίσωση Ricci πϱέπει να πϱοϐληϑούν οι δυο ελεύϑεϱοι δείκτες της παϱαπάνω σχέσης
στην υπεϱεπιϕάνεια. Οι χωϱικοί όϱοι δεν ϑα υποστούν αλλαγή και οι όϱοι όπου ϑα υποστεί συστολή
το κάϑετο διάνυσµα µε τον τελεστή πϱοϐολής ϑα µηδενιστούν. Η Lie παϱάγωγος στην κατεύϑυνση του
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2.5. Φυλλοποίηση του Χωϱοχϱόνου: Επιλέγοντας Κατάλληλο Σύστηµα Συντεταγµένων

κάϑετου διανύσµατος της εξωγενούς καµπυλότητας είναι επίσης χωϱική. Πϱοκύπτει άµεσα από την
ανάπτυξη του οϱισµού της παϱαγώγου:

nαnβLnKαβ = nαnµ∇µKαβ +����nαKαµ∇βn
µ + nαKβµ∇αn

µ

= (((((((((
nαnµ∇µ(Kαβn

α)−Kαβα
α +Kβµα

µ = 0 (2.4.24)

οπότε δϱώντας µε τους τελεστές γκαγδσ εξάγεται εν τέλει η εξίσωση Ricci.

2.5 Φυλλοποίηση του Χωροχρόνου: Επιλέγοντας Κατάλληλο Σύστηµα Συν-
τεταγµένων

Η µελέτη έως εδώ πεϱιοϱίστηκε στη γεωµετϱία µιας υπεϱεπιϕάνειας που χαϱακτηϱίϹεται από ένα
σταϑεϱό ϐαϑµωτό πεδίο. Επόµενο ϐήµα είναι να µελετήσουµε το διαχωϱισµό του χωϱόχϱονου σε
πολλαπλά ϕύλλα κάϑε ένα από τα οποία ϑα χαϱακτηϱίϹεται από µια σταϑεϱή τιµή του ϐαϑµωτού
πεδίου.

Οϱισµός 2.7: Φυλλοποίηση του Χωϱοχϱόνου

Με τον όϱο ϕυλλοποίηση εννοούµε όταν υπάϱχει λείο ϐαϑµωτό πεδίο t̂ στην πολλαπλότητα M το
οποίο είναι κανονικό έτσι ώστε κάϑε υπεϱεπιϕάνεια να είναι µια στάϑµη ϐαϑµωτού πεδίου:

∀t ∈ R, Σt := {p ∈ M , t̂(p) = t}. (2.5.1)

µε το t̂ να είναι κανονικό να σηµαίνει πως οι υπεϱεπιϕάνειες Σt δεν τέµνονται:

Σt ∩ Σt′ = ∅ for t ̸= t′. (2.5.2)

΄Ολες οι υπεϱεπιϕάνειες Σt ϑεωϱούµε είναι χωϱικές και καλύπτουν όλη την πολλαπλότητα:

M =
⋃
t∈R

Σt. (2.5.3)

΄Ενα ϐασικό εϱώτηµα που γεννάται από τη (2.3.6) είναι αν η εξέλιξη µποϱεί να µελετηϑεί κατά µήκος
του διανύσµατος n. Aποδεικνύεται ως ακατάλληλη επιλογή καϑώς δεν είναι δυικό στο one-form Ωα

που χαϱακτηϱίϹει την υπεϱεπιϕάνεια.

nαΩα = −α∇αt∇αt =
1

α
(2.5.4)

Αντί αυτού, ϑεωϱούµε διάνυσµα t οι συνιστώσες του οποίου αποσυντεϑειµένες στο χωϱικό και χωϱικό
µέϱος είναι:

tα = αnα + βα (2.5.5)

όπου βa = γαβ t
β είναι οι συνιστώσες ενός χωϱικού διανύσµατος που καλείται διάνυσµα shift. Το

διάνυσµα t είναι πϱάγµατι δυικό στο one-form της υπεϱεπιϕάνειας:

tαΩα = −α2∇αt∇αt+ βα∇αt = 1 (2.5.6)

Το διανυσµατικό πεδίο t ϑα επιλεγεί ώστε οι καµπύλες που γεννά να πϱοωϑούν τις χωϱικές συντε-
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ταγµένες από την µια υπερεπιφάνεια στην επόµενη. Οι ποσότητες α και βi µποϱούν να επιλεχθούν
ελεύθερα και αντικατοπτρίζουν το σύστηµα αναϕοϱάς της επιλογής µας. Συνιστούν τους 4 ϐαθµούς
ελευθερίας ϐαθµίδας που είναι εγγενής στην γενική σχετικότητα [3].

Η σχέση δυικότητας υποδηλώνει πως η αλλαγή του ϐαϑµωτού πεδίου t κατά µήκος των καµπυλών
που γεννά το διανυσµατικό πεδίο t για κάϑε σηµείο p της υπεϱεπιϕάνειας Σt είναι ίδια και άϱα ενώνει
την υπεϱεπιϕάνεια Σt µε την Σt+dt. Αναλυτικότεϱα, έστω ένα σηµείο p ∈ Σt και µετατοπίϹεται κατά
dtt στο σηµείο p′ = p+ tdt[13]. Είναι:

t(p′) = t(p+ tdt) = t(p) + ⟨∇t, tdt⟩ (2.5.7)
= t(p) + dt

οπότε καταλήγουµε πως πϱάγµατι p′ ∈ Σt+dt. ΄Αϱα κάϑε διάνυσµα tdt που ξεκινά από ένα σηµείο
p ∈ Σt καταλήγει στην ίδια υπεϱεπιϕάνεια Σt+dt. Αντιϑέτως, τα διανύσµατα ndt δεν ϑα κατέληγαν όλα
στην ίδια υπεϱεπιϕάνεια!.

Αποδεικνύεται πως κάνοντας Lie dragging ένα χωϱικό διάνυσµα κατά µήκος του διανύσµατος t, η
παϱάγωγος Lie του παϱαµένει χωϱική και εϕαπτόµενη στην υπεϱεπιϕάνεια.

Πϱόταση 2.8: Η παϱάγωγος Lie διανύσµατος εϕαπτόµενου σε υπεϱεπιϕάνεια Σt+dt

∀u ∈ T (Σt) : Ltu ∈ T (Σt)

΄Εστω σηµεία p,q ανήκουν στην υπεϱεπιϕάνεια Σt+dt που οϱίϹουν το διάνυσµα u. Σύµϕωνα µε την
(2.5.7) τα σηµεία t(p’=p + tdt) και t(q’=q + tdt) ανήκουν στην υπεϱεπιϕάνεια Σt+dt και οϱίϹουν το
διάνυσµα t(u(t)), το οποίο είναι εϕαπτόµενο στην υπεϱεπιϕάνεια Σt+dt καϑώς τα σηµεία που το οϱίϹουν
ανήκουν σε αυτήν. Η παϱάγωγος Lie του χωϱικού διανύσµατος u κατά µήκος του t οϱίϹεται από
την διαϕοϱά του διανυσµατικού πεδίου στο Ϲητούµενο σηµείο t(p’) και του διανύσµατος t(u(t)) που
µεταϕέϱαµε από την υπεϱεπιϕάνεια Σt κατά τη διεύϑυνση του t στην υπεϱεπιϕάνεια Σt+dt, δηλαδή:

Ltu(t+ dt) = lim
dt→0

[u(t+ dt)− t(u(t))]/dt (2.5.8)

Καϑώς u(t + dt), t(u(t)) ανήκουν στην Σt+dt , τότε και η παράγωγος Lie αυτή ανήκει στην ίδια υπ-
ερεπιφάνεια και άϱα είναι χωϱική.

2.5.1 Επιλέγοντας Σύστηµα Συντεταγµένων

Αποκαλύπτεται η ανάγκη να εισαχϑεί ένα σύστηµα συντεταγµένων κατάλληλο να αντικατοπτϱίϹει τον
τϱόπο που έχουµε επιλέξει να διαχωϱίσουµε το χωϱόχϱονο.

ΟϱίϹονται τϱία χωϱικά διανύσµατα ϐάσης τα οποία καθώς είναι εφαπτόµενα σε µια χωϱικής υπ-
ερεπιφάνεια Σt ισχύει:

eα(i)Ωα = 0, (2.5.9)

τα οποία γίνονται Lie dragged σε επόµενες υπεϱεπιϕάνειες ως:

Lte
α
(i) = 0. (2.5.10)

΄Οπως αναλύϑηκε και παραπάνω, η Lie παράγωγος ενός χωϱικού διανύσµατος κατά µήκος του δι-
ανυσµατικού πεδίου t παϱαµένει χωϱική.
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Σχήµα 2.5.1.1: Τα διανύσµατα ϐάσης eαi γίνονται Lie dragged κατά µήκος του διανύσµατος tα και συνδέουν
σηµεία µε ίδιες χωϱικές συντεταγµένες [3]

.

Σκοπός είναι οι καµπύλες που γεννούνται από το διάνυσµα tα να είναι εϕαπτόµενες σε αυτές που
γεννούνται από το σύστηµα συντεταγµένων ώστε να συνδέονται σηµεία µε ίδιες χωϱικές συντεταγµένες.
΄Αϱα ως µηδενικό διάνυσµα ϐάσης επιλέγεται το eα(0) = tα, τα στοιχεία του οποίου δίνονται από τη σχέση
δυικότητας ως:

eα(0) = tα = (1, 0, 0, 0) (2.5.11)

Στο σύστηµα αυτό συντεταγµένων η Lie παϱάγωγος στην κατεύϑυνση του t απλοποιείται σε µεϱική
παϱάγωγο ως πϱος t.

Lt = ∂t (2.5.12)

Το κάθετο διάνυσµα n, από την άλλη, γεννά καµπύλες που ονοµάζονται κανονικές και ένας
παϱατηϱητής που κινείται σύµφωνα µε αυτά καλείται Eulerian παϱατηϱητής (ή κανονικός/normal).
Η ταχύτητα και η επιτάχυνση του παϱατηϱητή ϑα περιγράφονται από (2.1.26). Ως εκ τούτου µποϱεί
να αποδειχθεί πως η συνάϱτηση α µετϱά τον ιδιόχϱονο που µετϱά ένας Eulerian παϱατηϱητής για dt
συντεταγµένο χϱόνο.

Πϱόταση 2.9: Συσχετισµός dt και dτ µέσω lapse function α

dt = dτ
α

Πϱάγµατι, µποϱούµε να υπολογίσουµε τη διαφορά στην τιµή µιας συνάϱτησης µεταξύ 2 γεγονότων υπ-
ολογίζοντας το εσωτεϱικό γινόµενο µεταξύ του grad της συνάϱτησης και του διανύσµατος που συνδέει
τα 2 γεγονότα αυτά. Για απειϱοστό ιδιόχϱονο dτ , τα σηµεία του χωϱόχϱονου που ϐρίσκονται πάνω στις
κανονικές καµπύλες συνδέονται µε το διάνυσµα ndτ . Εποµένως:

dt = (
∂t

∂xα
)(nαdτ) = (∇αt)(n

αdτ) (2.5.13)

= − 1

α
nαn

αdτ

=
1

α
dτ

Το δίανυσµα shift από την άλλη µετϱά τη µεταϐολή που υπόκινται τα χωϱικά διανύσµατα συντε-
ταγµένων όταν γίνται Lie dragged σε επόµενη υπερεπιφάνεια κατά τη κατεύϑυνση του αn σε σχέση
µε όταν γίνονται Lie dragged κατά την κατεύϑυνση του t οπότε και δεν µεταβάλλονται. Συγκεκριµένα
για τις χωϱικές συνιστώσες του διανύσµατος shift ισχύει:
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Σχήµα 2.5.1.2: Το διάνυσµα t γεννά καµπύλες που συνδέουν σηµεία µε ίδιες χωϱικές συντεταγµένες ενώ το
κάϑετο διάνυσµα n γεννά καµπύλες που είναι οϱϑογώνιες στις χωϱικές υπεϱεπιϕάνειες [16].

24
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Σχήµα 2.5.1.3: Τα διανύµσατα αn και t ενώνουν σηµεία µεταξύ δύο γειτονικών υπεϱεπιϕανειών και το shift
διάνυσµα µετϱά τη διαϕοϱά τους. Για απειϱοστό διάνυσµα που συνδέει δύο τυχαία σηµεία µεταξύ των γειτονικών
υπεϱπειϕανειών παϱατηϱείται πως ισχύει dxα = tαdt+ dxi = (αnαdt) + (dxi + βidt) [3].

Πϱόταση 2.10: Χωϱικές Συνιστώσες ∆ιανύσµατος Shift

xit+dt = xii − βidt

Επόµενο ϐήµα είναι να χϱησιµοποιήσουµε τις παϱαπάνω σχέσεις ώστε να λάϐουµε τα στοιχεία των
διανυσµάτων και των one-forms που µελετούµε καϑώς και της µετϱικής συναϱτήσει αυτών. Η σχέση
(2.5.9) δίνει πως:

eα(i)Ωα = −1

a
eα(i)nα = 0 (2.5.14)

άϱα καϑώς τα διανύσµατα ϐάσης αυτά ϐϱίσκονται πάνω στην υπεϱεπιϕάνεια, οι χωϱικές συνιστώσες
σε συναλλοίωτη µοϱϕή του κάϑετου διανύσµατος πϱέπει να είναι ίσες µε 0.

ni = 0 (2.5.15)

Απόϱϱοια αυτού είναι πως καϑώς η συστολή χωϱικών τανυστών µε το κάϑετο διάνυσµα οδηγεί σε
µηδενικό αποτέλεσµα, οι συνιστώσες µε τουλάχιστον ένα µηδενικό ανταλλοίωτο δείκτη είναι µηδενικές.
∆ηλαδή:

βα = (0, βi) (2.5.16)

,
K0i = 0, K00 = 0 (2.5.17)

αλλά και
γα0 = 0 (2.5.18)

Η πληροφορία για τους χωϱικούς τανυστές δίνεται εξ ολοκλήρου από τις χωϱικές συνιστώσες τους,
το οποίο καθιστάται σαϕές από τις παραπάνω εξισώσεις για τις ανταλλοίωτες συνιστώσες αλλά ισχύει
εξίσου και για τις συναλλοίωτες [3]. Από τις (2.5.5) και (2.5.16) εξάγονται και τα στοιχεία µε αν-
ταλλοίωτους δείκτες του κάθετου διανύσµατος:

nα = (
1

α
,−β

i

α
) (2.5.19)

ενώ χϱησιµοποιώντας τις σχέση (2.5.19) , (2.1.25) , (2.5.15) εξάγουµε τα στοιχεία του διανύσµατος µε
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συναλλοίωτους δείκτες:
nα = (−α, 0, 0, 0) (2.5.20)

΄Αµεσο συµπέϱασµα αυτού είναι πως οι χωϱικές συνιστώσες της χωϱοχϱονικής µετϱικής gij συµπίπτει
µε αυτές της χωϱικής µετϱικής της υπεϱεπιϕάνειας:

gij = γij − ninj = γij (2.5.21)

ενώ επιπλέον πϱοκύπτει πως:

γikγkj = (gik + ninj)gkj = gikgkj + nink = δij (2.5.22)

δηλαδή η χωϱική µετϱική µποϱεί να χϱησιµοποιηϑεί για ανέϐασµα και κατέϐασµα δεικτών χωϱικών
τανυστών.

Tα στοιχεία της χωϱοχϱονικής µετϱικής υπολογίϹονται πλέον ως:

g00 = g(eα(0), e
β
(0)) = (−α2 + βiβi) (2.5.23)

g0i = g(eα(0), e
β
(i)) = βi (2.5.24)

gij = g(eα(i), e
β
(j)) = γij (2.5.25)

και λαµϐάνουµε την ανίστϱοϕη µετϱική gαβ = γαβ − nαnβ:

g00 = γ00 − n0n0 = − 1

α2
(2.5.26)

g0i = γ0i − n0ni =
βi

α2
(2.5.27)

gij = γij − ninj = γij − βiβj

α2
(2.5.28)

καϑώς ds2 = gαβdx
αdxβ το στοιχείο µήκους εκφρασµένο συναρτήσει των µεγεθών του 3+1 ϕορµαλισ-

µού είναι:
ds2 = (−α2 + βiβi)dt

2 + 2βidtdx
i + γijdx

idxj (2.5.29)

Επίσης η οϱίϹουσα g της µετϱικής του τετϱαδιάστατου χωϱόχϱονου µποϱεί να συσχετιστεί µε την
οϱίϹουσα γ της χωϱικής µετϱικής. Συγκεκϱιµένα:

Πϱόταση 2.11: Σχέση οϱίϹουσας g και γ

√
−g = α

√
γ

Στην γϱαµµική άλγεϐϱα για έναν τετϱαγωνικό πίνακα ισχύει πως [3]:

(A−1)ij = (−1)i+j(Mi,j)
1

detA
(2.5.30)

όπου Mi,j η οϱίϹουσα του πίνακα που πϱοκύπτει αν αϕαιϱεϑούν η γϱαµµή i και η στήλη j. Θεωϱώντας
i=0 και j=0:

γ00 =
M0,0

g
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όµως για τον πίνακα της µετϱικής M0,0 = γ εποµένως αντικαϑιστώντας στην παϱαπάνω σχέση και
λαµϐάνοντας υπόψη g00 = − 1

α2 πϱοκύπτει η σχέση (2.11).
Τέλος, καϑώς οι συντελεστής της σύνδεσης Γµ

αβ εξαϱτώνται από την µετϱική µποϱούµε να λάϐουµε
υπόψη µονάχα αυτούς µε χωϱικούς δείκτες:

Γi
jk =

1

2
γil(∂kγlj + ∂jγlk − ∂lγjk). (2.5.31)

καϑώς και για τον τανυστή Ricci:

Rij = ∂kΓ
k
ij − ∂jΓ

k
ik + Γk

ijΓ
l
kl − Γk

ilΓ
l
jk (2.5.32)

2.6 ∆υναµικές Εξισώσεις και Εξισώσεις πεϱιοϱισµού

Οι εξισώσεις του Einstein δίνουν λύσεις του ϐαρυτικού πεδίου, δηλαδή της γεωµετϱίας, άϱα της χωρο-
χρονικής µετϱικής. Στον 3+1 ϕορµαλισµό αντίστοιχα η γεωµετϱία δίνεται από την χωϱική µετϱική
που περιγράφει την εσωτεϱική γεωµετϱία της χωϱικής υπερεπιφάνειας και του τανυστή εξωγενούς καµ-
πυλότητας που περιγράφει την γεωµετϱία της υπερεπιφάνειας ούσα εµβαπτισµένη στον τετραδιάστατο
χωϱόχϱονο. Τόσο η χωϱική µετϱική όσο και ο τανυστής εξωγενούς καµπυλότητας αποτελούνται από 6
ανεξάϱτηα στοιχεία και τα οποία λειτουργούν σαν γενικευµένες ϑέσεις και γενικευµένες ορµές αντίσ-
τοιχα. Από τους 10 ϐαθµούς ελευθερίας, οι υπόλοιποι 4 όπως έχει αναφερθεί και νωϱίτεϱα σχετίζονται
µε την επιλογή συστήµατος αναϕοϱάς, δηλαδή από την επιλογή της συνάϱτησης lapse και του shift
διανύσµατος, και άϱα δεν είναι ϕυσικές µετϱούµενες ποσότητες. Εποµένως συνολικά χρειάζονται 12
εξισώσεις εξέλιξης, 6 για την χωϱική µετϱική και 6 για τον τανυστή εξωγενούς καµπυλότητας αντίσ-
τοιχα. Επιπλέον, όπως προαναφέρθηκε και στην αϱχή του κεφαλαίου, ϑα εξαχθούν και 4 εξισώσεις
περιορισµού. ΄Ετσι αντικατροπτίζονται όλες οι εξισώσεις Einstein, καθώς στην συναλλοίωτη διατύπωσή
τους υπάρχουν παράγωγοι δεύτεϱης τάξης ως πϱος τον χϱόνο, ενώ στον 3+1 ϕορµαλισµό έχουµε τον
ίδιο αριθµό ϐαθµών ελευθερία αλλά 2 σετ εξισώσεων εξέλιξης µε πϱώτης τάξης χϱονικές παραγώγους.

2.6.1 Η εξέλιξη της χωϱικής µετϱικής

Η εξέλιξη της µετϱικής είναι µια εξίσωση που απορρέει καθαρά από τη γεωµετϱία και όχι από τις Εξισώ-
σεις Einstein. Θα χρησιµοποιήσουµε τον οϱισµό της εξωγενούς καµπυλότητας µέσω της παραγώγου
Lie (2.3.6). Ισχύει η ιδιότητα:

Lαn = αLn (2.6.1)

άϱα:

Kαβ = − 1

2α
Lαnγµν = − 1

2α
(Ltγαβ − Lβγαβ) (2.6.2)

όπου υιοϑετώντας τον σύστηµα συντεταγµένων που αναλύϑηκε στο πϱοηγούµενο κεϕάλαιο:

Ltγij = tµ∇µγij + γiµ∇jt
µ + γjµ∇it

µ = t0∂0γij +�
���γi0∂jt

0 +
�

���γj0∂it
0

= ∂tγij (2.6.3)

ενώ

Lβγij = βµ∇µγij + γiµ∇jβ
µ + γjµ∇iβ

µ = βkDkγij + γikDjβ
k + γjkDiβ

k, (2.6.4)

όπου στη σχέση (2.6.3) χρησιµοποιείται η γνωστή ιδιότητα για τις Lie παραγώγους όπου λόγω των
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ιδιοτήτων των Christoffel συµβόλων η έκφραση µποϱεί να γϱαϕεί τόσο µε συναλλοίωτες όσο και
µε µεϱικές παραγώγους. Στην (2.6.4) αξιοποιείται η δυνατότητα αντικατάστασης της συναλοίωτης
παραγώγου µε τη χωϱική συναλλοίωτη παράγωγο για την έκφραση της Lie παραγώγου ενός χωϱικού
τανυστή ως πϱος µια χωϱική κατεύϑυνση [4]. Ακόµα,

γikDjβ
k = Dj(β

kγik) = Djβi (2.6.5)

οπότε, τελικά η εξέλιξη της χωϱικής µετϱικής γϱάϕεται σε µοϱϕή εξισώσεων συναϱτήσει των συνιστοσών
της ως:

∂tγij = −2αKij +Diβj +Djβi (2.6.6)

2.6.2 Πϱοϐολές του Τανυστή Ενέϱγειας-Οϱµής

Η πϱοηγούµενη εξίσωση είναι απόϱϱοια της γεωµετϱίας, ωστόσο επόµενο ϐήµα είναι να εισάγουµε
πλέον παϱατηϱήσιµα µεγέϑη που συνδέονται µε την ύλη και την ενέϱγεια. Η κατανοµή της ενέϱγειας
και της ύλης στον χωϱόχϱονο πεϱιγϱάϕεται από τον τανυστή ενέϱγειας-οϱµής οι συνιστώσες του οποίου
εκϕϱάϹουν:

T 00 : Πυκνότητα Ενέϱγειας (2.6.7)
T 0i : Πυκνότητα Οϱµής (2.6.8)
T ij : Ροή της Οϱµής i στην κατεύϑυνση j (2.6.9)

Αντίστοιχα προβάλλοντας τους δείκτες του τανυστή στην χωϱική υπερεπιφάνεια ή στην κανονική
κατεύϑυϐση λαµβάνουµε τα εξής παραρητούµενα µεγέϑη:

Οϱισµός 2.8: Πϱοϐολές του τανυστή ενέϱγειας οϱµής

ρ = nµnνTµν Κατά Euler µετϱούµενη Πυκνότητα Ενέϱγειας (2.6.10)
jα = −γµαnνTµν Kατά Euler µετϱούµενη Πυκνότητα Ενέϱγειας (2.6.11)
Sαβ = γµαγ

ν
βTµν Κατά Euler Χωϱικός Τανυστής Ενέϱγειας Οϱµής (2.6.12)

Οι ϕυσικές αυτές ποσότητες ϑα εµϕανιστούν κατά την 3+1 αποσύνϑεση των εξισώσεων Einstein.

2.6.3 Οι εξισώσεις πεϱιοϱισµού

Πϱοκειµένου να γϱαϕούν οι εξισώσεις Einstein στην 3+1 µοϱϕή τους ϑα πϱέπει να αντικατασταϑεί ο
τετϱαδιάστατος τανυστής Riemann που εµϕανίϹεται στις εξισώσεις Einstein µέσω του τανυστή Einstein:

Gαβ = Rαβ −
1

2
gαβR (2.6.13)

µε τον τϱιδιάστατο χωϱικό. Πϱώτο ϐήµα της µελέτης αυτής είναι η συστολή όλων των δεικτών του
χωοχϱονονικού τανυστή Riemann µε την χωϱική µετϱική.
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γµαγνβ(4)Rµναβ = (gµα + nµnα)(gνβ + nνnβ)(4)Rµναβ

= (gµαgνβ + gµαnνnβ + gνβnµnα + nµnαnνnβ)(4)Rµναβ

= (4)R + 2nνnβ(4)Rνβ (2.6.14)

΄Οµως:

2nµnνGµν = 2nµnν (4)Rµν − gµνn
µnν (4)R

= 2nµnν (4)Rµν − (γµν − nµnν)n
µnν (4)R =⇒

2nµnν (4)Rµν = 2nµnνGµν +
(4)R (2.6.15)

Οπότε συνδυάϹοντάς τις (2.6.14) (2.6.15) καταλήγουµε:

γµαγνβ(4)Rµναβ = 2nµnνGµν (2.6.16)

∆ϱώντας µε την χωϱική µετϱική πάνω στην Gauss-Codazzi πϱοκύπτει:

γαµγβνγδαγ
κ
βγ

λ
µγ

σ
ν
(4)Rδκλσ = γαµγβνRαβµν + γαµγβνKαµKβν − γαµγβνKανKβµ ⇒

γδµγκνγλµγ
σ
ν
(4)Rδκλσ = R +K2 −KµνKµν ⇒

γδλγκσ(4)Rδκλσ = R +K2 −KµνKµν (2.6.17)

όπουK = Kµ
µ . Εποµένως συνδυάϹοντας τις (2.6.16) και τη συστολή της Gauss-Codazzi µε την µετϱική

:
R +K2 −KµνKµν = 2nµnνGµν (2.6.18)

και λαµϐάνοντας υπόψη την εξίσωση Einstein:

R +K2 −KµνKµν = 16πnµnνTµν (2.6.19)

Παϱατηϱούµε πως καταϕέϱαµε να εισάγουµε την ποσότητα (2.6.10). Καταλήγουµε λοιπόν στην πϱώτη
εξίσωση η οποία ονοµάϹεται Χαµιλτονιανός Πεϱιοϱισµός ή Πεϱιοϱισµός Ενέϱγειας:

R +K2 −KµνKµν = 16πρ (2.6.20)

Tώϱα, ϑα αξιοποιήσουµε την εξίσωση Gauss-Mainardi δϱώντας µε την µετϱική, αϕήνοντας έτσι
ένα δείκτη ελεύϑεϱο:

γαδDβKαδ −DαKβδ = γµαγ
ν
βγ

λ
δ n

σ(4)Rµνλσ (2.6.21)

DβK −DδKβδ = γµλγνβn
σ(4)Rµνλσ (2.6.22)

΄Οµως

γµλγνβn
σ(4)Rµνλσ = gµλγνβn

σ(4)Rµνλσ + γνβ(((((((((
nµnλnσ(4)Rµνλσ

= γνβn
σ(4)Rνσ (2.6.23)
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΄Αϱα
γµαnν (4)Rµν = DαK −DµK

αµ (2.6.24)

Από τον οϱισµό του τανυστή Einstein πϱοκύπτει αντίστοιχα πως :

γµαnν (4)Rµν = γµαnνGµν +������γµαnνgµνR

= γµαnνGµν (2.6.25)

Από το συνδυασµό λοιπόν των (2.6.24) (2.6.25) πϱοκύπτει πως:

DαK −DµK
αµ = γµαnνGµν (2.6.26)

Αντικαϑιστώντας την εξίσωση Einstein παϱατηϱούµε πως εµϕανίϹεται η δεύτεϱη ποσότητα (2.6.11)που
οϱίσαµε:

DαK −DµK
αµ = 8πγµαnνTµν =⇒

γµαDµK −DµK
αµ = −8πjα =⇒

Dµ(K
αµ − γµαK) = 8πjα (2.6.27)

Καϑώς για α = 0 λαµϐάνουµε τετϱιµµένο αποτέλεσµα, ουσιαστικά η (2.6.27) δίνει 3 εξισώσεις. Οι
εξισώσεις αυτές ονοµάϹονται Εξισώσεις Πεϱιοϱισµού Οϱµής.

΄Οπως επισυµάνϑηκε νωϱίτεϱα, στο σύστηµα συντεταγµένων που υιοϑετήϑηκε η πληϱοϕοϱία των
χωϱικών τανυστών εµπεϱιέχται αποκλειστικά στις χωϱικές συνιστώσες τους, οπότε οι 4 αυτές εξισώσεις
πεϱιοϱισµού που µόλις εξάγαµε µποϱούν να γϱαϕούν ως:

R +K2 −KijK
ij = 16πρ (2.6.28)

Dj(K
ij − γijK) = 8πji. (2.6.29)

Οι 4 αυτές εξισώσεις δεν εµπεϱιέχουν πληϱοϕοϱία για την εξέλιξη του συστήµατος, αλλά αποτελούν
το σετ των εξισώσεων πεϱιοϱισµού που πϱέπει σε κάϑε υπεϱεπιϕάνεια να ικανοποιούνται. Είχαµε
πϱοειδεαστεί για την ύπαϱξή τους όταν µέσω τις ταυότητας Bianchi διαπιστώϑηκε πως οι 4 από τις 10
εξισώσεις Einstein δεν εµπεϱιέχουν χϱονικές παϱαγώγους δεύτεϱης τάξης της µετϱικής.

2.6.4 Η εξέλιξη του τανυστή εξωγενούς καµπυλότητας

Για την παϱαγωγή των υπόλοιπων 6, δυναµικών εξισώσεων ϑα αξιοποιήσουµε την εξίσωση Ricci η οποία
εµπεϱιέχει Lie παϱάγωγο στην κανονική χϱονική κατεύϑυνση της εξωγενούς καµπυλότητας και έχει 6
ϐαϑµούς ελευϑεϱίας, καϑώς τα υπόλοιπα 4 από τα 10 ανεξάϱτητα στοιχεία των χωϱικών τανυστών που
µελετάµε είναι τετϱιµµένα 0.

Για να πάϱουµε 6 ϐαϑµούς ελευϑεϱίας από την εξίσωση Gauss-Codazzi αντίστοιχα αϕήνουµε 2
δείκτες ελεύϑεϱους συστέλλοντας τους άλλους 2 ελεύϑεϱους:

γδαγ
κ
βγ

λσ(4)Rδλκσ = Rαβ +KKαβ −KαλK
λ
β =⇒

γδαγ
κ
β(n

λnσ + gλσ)(4)Rδλκσ = Rαβ +KKαβ −KαλK
λ
β =⇒

γδαγ
κ
β(n

λnσ(4)Rδλκσ +
(4)Rδκ) = Rαβ +KKαβ −KαλK

λ
β (2.6.30)
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ΣυνδυάϹοντας την παϱαπάνω σχέση µε την εξίσωση Ricci και λαµϐάνοντας υπόψη ότι tµ = αnµ + βµ

αλλά και αξιοποιώντας τις ιδιότητες της Lie παϱαγώγου παίϱνουµε πως:

LtKαβ − LβKαβ = −DαDβα + α(−γδαγκβ (4)Rδκ +RαβKKαβ − 2KαλK
λ
β ) (2.6.31)

Χϱησιµοποιώντας τις εξισώσεις Einstein εκϕϱασµένες συναϱτήσει του τανυστή Ricci:

(4)Rαβ = 8π(Tαβ −
1

2
gαβT ) (2.6.32)

εµϕανίϹεται ποσότητα (2.6.12). Οπότε αντικαϑιστώντας:

LtKαβ−LβKαβ = −DαDβα+α(Rαβ+KKαβ−2KαλK
λ
β )+4πα[γδαγ

κ
βgδκg

ζξTζξ−2γδαγ
κ
βTδκ] (2.6.33)

όπου

4πα[γδαγ
κ
βgδκg

ζξTζξ − 2γδαγ
κ
βTδκ]

= 4πα[γαβ(γ
ζξ − nζnξ)Tζξ − 2γδαγ

κ
βTδκ]

= 4πα[γαβ(S − ρ)− Sαβ] (2.6.34)

Εποµένως συνολικά καταλήγουµε πως:

LtKαβ − LβKαβ = −DαDβα + α(Rαβ +KKαβ − 2KαλK
λ
β ) + 4πα[γαβ(S − ρ)− Sαβ] (2.6.35)

Στο σύστηµα συντεταγµένων που έχουµε επιλέξει, µποϱούµε να κρατήσουµε µόνο στοιχεία µε χωϱικούς
δείκτες, καθώς και LtKαβ = ∂tKαβ. Επιπλέον, µποϱεί να χρησιµοποιηθεί ο ορισµός της Lie παραγώ-
γου της εξωγενούς καµπυλότητας στη κατεύϑυνση του shift διανύσµατος και καθώς και το shift
διάνυσµα αλλά και η εξωγενής καµπυλότητα είναι χωϱικές οντότητες, οι συναλλοίωτες παράγωγοι
στη έκφραση αυτής της παραγώγου Lie µποϱούν να αντικατασταθούν από τις αντίστοιχες µεϱικές.
΄Ετσι τελικά οι 6 εξισώσεις της εξέλιξης της εξωγενούς καµπυλότητας γράφονται ως:

∂tKij = −DiDjα + α(Rij − 2Kk
jKik +KKij)

− 8πα(Sij −
1

2
γij(S − ρ)) + βk∂kKij +Kik∂jβ

k +Kkj∂iβ
k (2.6.36)

Εποµένως µαϹί µε την εξίσωση εξέλιξης ∂tγij = −2αKij + Diβj + Djβi αλλά και τις εξισώσεις πε-
ϱιορισµού λαµβάνουµε την πλήϱη περιγραφή του συστήµατος ως πϱόϐληµα Cauchy. Οι εξισώσεις
στη µοϱϕή που λαµβάνονται όταν αξιοποιείται το σύστηµα συνεταγµένων προσαρµοσµένο στη ϕυλ-
λοποίηση καλούνται και ADM εξισώσεις και το όνοµα οφείλεται στους Arnowitt, Deser and Misner,
οι οποίο ωστόσο όπως ϑα αναλυθεί παϱακάτω έγϱαψαν τις εξισώσεις αυτές σε διαφορετική µοϱϕή και
µε διαφορετική µεϑοδολογία. ∆εν υπάρχουν εξισώσεις εξέλιξης για τις µεταβλητές α, βi καθώς όπως
έχει προαναφερθεί οι µεταβλητές αυτές µποϱούν να επιλεγούν ελεύθερα και αντικατροπτίζουν την
ελευθερία επιλογής συστήµατος συντεταγµένων.

2.6.5 Οι δυναµικές εξισώσεις για την οϱίϹουσα γ και το ίχνος Κ

Πολύ χϱήσιµη ϑα αποδειχϑεί στη συνέχεια η γϱαϕή των εξισώσεων εξέλιξης για την οϱίϹουσα της
χωϱικής µετϱικής γ αλλά και για το ίχνος της εξωγενούς καµπυλότητας K = γijKij. Συγκεκϱιµένα,
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οι δυο εξισώσεις που καλούµαστε να παϱαγάγουµε είναι:

∂t ln γ
1/2 = −αK +Diβ

i (2.6.37)

∂tK = −D2α + α(KijK
ij + 4π(ρ+ S)) + βiDiK, (2.6.38)

Ας προχωρήσουµε στην απόδειξή τους, ϐασιζόµενοι στις εξισώσεις εξέλιξης που εξάγαµε στις προ-
ηγούµενες παραγράφους. Η παράγωγος Lie είναι:

Lt ln γ
1/2 = αLn ln γ

1/2 + Lβ ln γ
1/2 (2.6.39)

όπου υπενϑυµίϹεται πως για το ίχνος της εξωγενούς καµπυλότητας ισχύει πως:

Ln ln γ
1/2 = −K (2.6.40)

ενώ για τον άλλο όϱο ισχύει:

Lβ ln γ
1/2 =

1

2
γijLβγij =

1

2
γij(βkDkγij + γkjDiβ

k + γikDjβ
k)

=
1

2
γij(Diβj +Djβi)

= Diβ
i

(2.6.41)

οπότε συνολικά:
Lt ln(γ

1/2) = −αK +Diβ
i (2.6.42)

και καϑώς για το σύστηµα συντεταγµένων που επιλέχϑηκε ισχύει Lt = ∂t, πϱάγµατι λαµϐάνεται η
εξίσωση (2.6.37). Για την εξίσωση εξέλιξης του ίχνους της εξωγενούς καµπυλότητας παϱατηϱούµε πως:

∂tK = ∂t(γ
ijKij) = γij∂tK +Kij∂tγ

ij (2.6.43)

όπου από τη χϱονική εξέλιξη της χωϱικής µετϱικής λαµϐάνεται:

∂tγ
ij = −γikγjl∂tγkl = 2αKij −Diβj −Djβi (2.6.44)

ενώ από την εξέλιξη της εξωγενούς καµπυλότητας λαµϐάνουµε, ϑεωϱώντας τον τελεστή Laplace D2α =
γijDiDjα:

γij∂tK = α(R− 2KikKik +K2)− γijDiDjα

−8πα(S − 3

2
(S − ρ)) + βk∂kK +Kjk∂

jβk +Kik∂
iβk

= −D2α + α[R +K2 − 2KikKik +K2 − 8πα(−1

2
S − 3

2
ρ)]

+βk∂kK +Kjk∂
jβk +Kik∂

iβk (2.6.45)

οπότε αντικαϑιστώντας στη (2.6.43) και λαµϐάνοντας υπόψη ∂iβj = Diβj:

∂tK = −D2α + α[R +K2 + 4παS − 12παρ] + βkDkK (2.6.46)
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και χϱησιµοποιώντας την εξίσωση Χαµιλτονιανού πεϱιοϱισµού R+K2 = KijKij+16πρ, καταλήγουµε
πϱάγµατι στη(2.6.38).

2.6.6 Πϱοσϑήκη περιορισµών στις εξισώσεις εξέλιξης: Μαθηµατικές και αριθµητικές συνέπειες

Μποϱούν να οϱιστούν οι παϱακάτω ποσότητες:

H := nµnνGµν − 8πρ (2.6.47)
Mα := −nµγναGµν − 8πjα (2.6.48)
Eαβ := γµαγ

ν
βGµν − 8πSαβ (2.6.49)

Παϱατηϱούµε πως αν τεϑούν οι πϱώτες δύο ποσότητες ίσες µε 0, H = 0,M = 0 λαµβάνουµε τις εξισώ-
σεις περιορισµού. Καθώς για το ϕυσικό µας σύστηµα αυτές οϕείλουν να ικανοποιούνται, παϱατηϱούµε
πως µποϱούµε να εξαλείψουµε από την εξέλιξη της εξωγενούς καµπυλότητας την πυκνότητα ενέϱγειας
ρ αν προσθέσουµε "αυθαίρετα" τον παϱακάτω όϱο στην εξίσωση:

∂tKαβ−LβKαβ = −DαDβα+α(Rαβ+KKαβ−2KαλK
λ
β )+4πα[γαβ(S−ρ)−Sαβ]−

αγαβ
2

H (2.6.50)

Η ικανοποίηση των περιορισµών, οδηγεί στο συµπέϱασµα ότι µποϱούν να προστεθούν στις εξισώσεις
χϱονικής εξέλιξης αυθαίρετα πολλαπλάσια των ποσοτήτων H ,Mα. Οι δυο αυτές ϑεωρήσεις προκύπ-
τουν από διαφορετική οπτική στην µελέτη. Η πϱώτη που αναλύσαµε και εκτενώς έπεται χϱονικά
ιστορικά και αναπύχϑηκε το 1978 από τον York στο άρθρο [22] και απορρέουν από την γϱαϕή των
εξισώσεων Einstein συναρτήσει του τανυστή Ricci Rαβ. Η δεύτεϱη µοϱϕή των εξισώσεων, είναι και η
πρωταρχική χϱονικά, και παϱουσιάστηκαν από τους Arnowitt,Deser,Misner το 1959, αν και αυτή δεν
είναι η µοϱϕή µε την οποία παϱουσιάστηκαν στο άρθρο. Το άρθρο (του οποίου µια σύνοψη µποϱεί
να ϐϱει κανείς στο [2]) αποτελεί µια χαµιλτονιανή γϱαϕή της γενικής σχετικότητας συναρτήσει των
γενικευµένων ϑέσεων και ορµών γij, πij όπου:

πij = −√
γ(Kij − γijK) (2.6.51)

και αποϱϱέουν από τη γϱαϕή των εξισώσεων Einstein συναϱτήσει του τανυστή Einstein. Οι µοϱϕές
αυτές των εξισώσεων µποϱούν να ονοµαστούν York ή Ricci και ADM ή Einstein σύστηµα χϱονικής
εξέλιξης αντίστοιχα. Ωστόσο οι διαϕοϱετικές µεταϐλητές δεν είναι αυτές που διαϕοϱοποιούν ουσιαστικά
τις δυο γϱαϕές µεταξύ τους. Αντικαϑιστώντας τις µεταϐλητές κατάλληλα παϱατηϱείται ο επιπλέον όϱος
στην εξίσωση (2.6.50). Για ένα ϕυσικό πϱόϐληµα, αυτός ή κάϑε συνδυασµός των πεϱιοϱισµών που
µποϱεί να πϱοστεϑεί ϕαίνεται να µην επηϱεάϹει το σύστηµα, καϑώς αυτοί οϕείλουν να ισούνται µε
µηδέν. Ωστόσο, από µαϑηµατική σκοπιά, οι δυο γϱαϕές δεν είναι ισοδύναµες. Οι όϱοι πολλαπλάσια
των πεϱιοϱισµών που µποϱούν να πϱοστεϑούν αλλάϹουν την µαϑηµατική δοµή του πϱοϐλήµατος,
όπως πχ πϱοσϑέτοντας όϱο πολλαπλάσιο του Χαµιλτονιανού Πεϱιοϱισµού υπεισέϱχονται στο σύστηµα
δεύτεϱοι παϱάγωγοι της χωϱικής µετϱικής [1]. Σκοπός αυτών των εξισώσεων είναι να χϱησιµοποιηϑούν
από υπολογιστές ώστε να µελετηϑούν συστήµατα που δεν µποϱούν να λυϑούν αναλυτικά. Ωστόσο,
όϱοι µε διαϕοϱετική µαϑηµατική δοµή µποϱεί να διαϕέϱουν σηµαντικά ως πϱος την µαϑηµατική
τους ευστάϑεια. ΄Ετσι, παϱόλο που αναλυτικά για ένα ϕυσικό σύστηµα οι όϱοι αυτοί πϱέπει να
µηδενίϹονται, λύνοντας αϱιϑµητικά µποϱεί να δηµιουϱγήσουν σηµαντική αστάϑεια και απόκλιση από
τις πϱαγµατικές λύσεις. Η εύϱεση των εξισώσεων αυτών που χαϱακτηϱίϹονται από καλύτεϱη ευστάϑεια
αποτελεί κοµµάτι της έϱευνας αιχµής στο κοµµάτι της Αϱιϑµητικής Σχετικότητας.

Εποµένως, οι εξισώσεις εξέλιξη πϱοκύπτουν µε διαϕοϱετικούς συνδυασµούς των ποσοτήτων που
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οϱίσαµε παϱαπάνω:
Eαβ +mαβH + lµαβMµ = 0 (2.6.52)

Στην ανάλυση αυτή [16] ϑεωϱούµε mαβ = µγαβ, l
µ
αβ = 0. Παϱατηϱούµε πως αν ϑεωϱήσουµε µ = 0,

δηλαδή Eαβ = 0, καταλήγουµε στο σύστηµα Einstein των εξισώσεων εξέλιξης καϑώς αυτό αποτελεί την
πϱοϐολή των εξισώσεων Einstein συναϱτήσει του τανυστή Einstein πάνω στην χωϱική υπεϱεπιϕάνεια.
Στην εικόνα του York, όπου πϱοϐάλλονται οι εξισώσεις Einstein γϱαµµένες συναϱτήσει του τανυστή
Ricci πάνω στην χωϱική υπεϱεπιϕάνεια, αποδεικνύεται πως µ = 1. Θεωϱούµε την πϱοϐολή:

yαβ = γµαγ
ν
β(Rµν − 8πTαβ +

1

2
gαβ8πT )

= γµαγ
ν
β(Rµν − 8πTαβ +

1

2
gαβ8πT +

1

2
gαβR− 1

2
gαβR)

= Eαβ +
1

2
γµαγ

ν
βgαβ(8πT +R) (2.6.53)

όπου 1

−(8πT +R) = G− 8πT = gµν(Gµν − 8πTµν) (2.6.54)

οπότε η πϱοϐολή αυτή δίνει:

yαβ = Eαβ −
1

2
gαβg

µν(Gµν − 8πTµν)

= Eαβ −
1

2
(γαβ − nαβ)(γ

µν − nµnν)(Gµν − 8πTµν)

= Eαβ +
1

2
γαβH − 1

2
γαβγ

µ
κγ

ν
λγ

κλ(Gµν − 8πTµν)

= Eαβ +
1

2
γαβH − 1

2
γαβγ

κλEκλ (2.6.55)

Aπό τις εξισώσεις Einstein πϱοκύπτει πως:

yαβ = Eαβ +
1

2
γαβH − 1

2
γαβγ

κλEκλ = 0 (2.6.56)

όµως παίϱνοντας το ίχνος πϱοκύπτει:

γαβEαβ +
1

2
γαβγαβH − 1

2
γαβγαβγ

κλEκλ = 0 ⇒

−1

2
γµνEµν +

3

2
H = 0 ⇒ γµνEµν = 3H (2.6.57)

εποµένως
yαβ = Eαβ − γαβH = 0 (2.6.58)

όπου πϱάγµατι αντιστοιχεί για µ = 1.
1gµνGµν = gµνRµν − 1

2g
µνgµνR ⇒ G = R− 2R = −R
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2.6.7 Η διατήϱηση των πεϱιοϱισµών

Επόµενο εϱώτηµα που γεννάται είναι πως αν οι πεϱιοϱισµοί ικανοποιούνται αϱχικώς, αν ϑα συνεχίσουν
να ικανοποιούνται κατά την εξέλιξη στο χϱόνο. Η απάντηση ϑα δοϑεί αναλύοντας την χϱονική εξέλιξη
των πεϱιοϱισµών, χϱησιµοποιώντας την ταυτότητα Bianchi σύµϕωνα µε την ανάλυση της Fritelli [12].
Η ταυτότητα Bianchi συναϱτήσει των (2.6.47), (2.6.48), (2.6.49) γϱάϕεται:

∇α(Gαβ − 8πTαβ) = 0 ⇒ ∇α(gµαg
ν
β(Gµν − 8πTµν)) = 0 ⇒

∇α((γµα − nµnα)(γ
ν
β − nνnβ)(Gµν − 8πTµν)) = 0 ⇒

∇α(Eαβ + nαMβ + nβMα + nαnβH ) = 0 (2.6.59)

Επόµενο ϐήµα είναι να αναπτύξουµε την πϱοϐολή της ταυτότητας τόσο στην χωϱική υπεϱεπιϕάνεια
όσο και στην κανονική κατεύϑυνση. Καϑώς σκοπός είναι η µελέτη της εξέλιξης των πεϱιοϱισµών,
αναϹητούµε να εµϕανιστούν οι παϱάγωγοι τους κατά την κανονική κατεύϑυνση. Για την εξαγωγή
των παϱακάτω αποτελεσµάτων ϑα αξιοποιηϑούν οι σχέσεις γαβn

β = 0, nαEαβ = 0, nαMα = 0, nαnα =
−1, Dαnα = ∇αnα, n

α∇βnα = 0:

γµα∇ν(Eµν + nµMν + nνMµ + nµnνH ) = 0 ⇒
DκEακ + Eακn

ν∇νn
κ + Mν∇νnα + nν∇νMα − nαnνMµ∇νnµ + nνH ∇νnα = 0 (2.6.60)

nν∇µ(Eµν + nµMν + nνMµ + nµnνH ) = 0 ⇒
−Eµν∇µnν +DνMν − 2DνMν − 2Mµn

ν∇νn
µ − nν∇νH − H ∇µnµ = 0 (2.6.61)

ή συνοπτικά γϱάϕουµε τις δύο εξισώσες ως:

nν∇νMα = −DκEακ − Eακn
ν∇νn

κ + Lα(Mν ,H ) (2.6.62)
nν∇νH = −EµνD

µnν −DνMν + L (Mν ,H ) (2.6.63)

όπου στις συναρτήσεις L ,Lα έχουν συνοψιστεί όλοι οι όϱοι ανάλογοι των περιορισµών που δεν εµπερ-
ιέχουν παραγώγους τους. Από τις εξισώσεις αυτές γίνεται σαϕές πως αν ικανοποιούνται οι εξισώσεις
εξέλιξης, δηλαδή Eαβ = 0, και ικανοποιούνται και οι περιορισµοί στην αρχική υπερεπιφάνεια, τότε
µηδενίζονται και οι παράγωγοί τους στην κανονική κατεύϑυνση, άϱα οι περιορισµοί ϑα ικανοποιούνται
στις επόµενες υπερεπιφάνειες.
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3

Οι λύσεις Schwarschild

Το σύµπαν έχει πϱοτίµηση στην σϕαιϱική συµµετϱία. Τα άστϱα, οι πλανήτες χαϱακτηϱίϹονται από
σϕαιϱική συµµετϱία. Αναϱίϑµητα αστϱοϕυσικά συστήµατα είναι σϕαιϱικά συµµετϱικά και η µελέτη
τους µέσω της υπολογιστικής σχετικότητας είναι εξαιϱετικά χϱήσιµη. Οπότε πϱωτού πϱοχωϱήσουµε
στην µελέτη αυτών των συστηµάτων µέσα από το πϱίσµα της υπολογιστικής σχετικότητας, απαϱαίτητη
είναι η κατασκευή αυτών των λύσεων, δηλαδή να αναϹητήσουµε τις λύσεις των εξισώσεων Einstein για
το ϐαϱυτικό πεδίο που δηµιουϱγούν σϕαιϱικά ουϱάνια σώµατα. Στην µελέτη αυτή ϑα επικεντϱωϑούµε
στις στατικές λύσεις. ΄Ενα σϕαιϱικό ουϱάνιο σώµα δηµιουϱγεί εκτός της ακτίνας του ένα ϐαϱυτικό
πεδίο, η µετϱική του οποίου αναϹητούµε να είναι:

• Στάσιµη

• Στατική

• Σϕαιϱικά Συµµετϱική

Πϱέπει να υπάϱξει µια διευκϱίνιση µεταξύ της στασιµότητας και της στατικότατης. Αν ένα σύστηµα
είναι στάσιµο, δεν έχει ϱητή εξάϱτηση από τον χϱόνο αυτό δεν σηµαίνει όµως ότι δεν εξελίσσεται µε τον
χϱόνο, όπως ένας ϱευστό που κινείται µε σταϑεϱή ταχύτητα σε ένα σωλήνα. Από την άλλη, ένα στατικό
σύστηµα δεν εξελίσσεται καϑώς πϱέπει να παϱαµένει αναλλοίωτο υπό την αντιστϱοϕή του χϱόνου. Για
µια στάσιµη και στατική µετϱική ϑέλουµε να µην υπάϱχει ϱητή εξάϱτηση από τον χϱόνο στα στοιχεία
της αλλά και να µην υπάϱχουν µεικτοί όϱοι στο στοιχείο µήκους. Ωστόσο, αυτή η ϑεώϱηση έχει
εξάϱτηση από το σύστηµα αναϕοϱάς, οπότε σκόπιµο είναι ϐασιϹόµενοι σε καϑαϱά γεωµετϱικές έννοιες
ανεξάϱτητες από το σύστηµα αναϕοϱάς, να καταλήξουµε στη ϑεώϱηση αυτή.

3.1 Στάσιµος, Στατικός και Σϕαιϱικά Συµµετϱικός Χωϱόχϱονος

3.1.1 Στασιµότητα

Ο πιο διαισϑητικός τϱόπος να εκϕϱάσει κανείς την στατικότητα είναι η έλλειψη ϱητής εξάϱτησης της
µετϱικής από τον χϱόνο:

∂0gαβ = 0 (3.1.1)

ή ισοδύναµα να παϱαµένει αναλλοίωτη κάτω από µετασχηµατικούς t→ t′ = t+ c. Μια αναλυτικότεϱη
µελέτη ωστόσο απαιτεί µια πιο γεωµετϱική διατύπωση που δεν εξαϱτάται από το σύστηµα αναϕοϱάς.
ΟϱίϹουµε το χϱονοειδές διανυσµατικό πεδίο:

Xα = δα0 = (1, 0, 0, 0) (3.1.2)

Η Lie παϱάγωγος στην διεύϑυνση του διανυσµατικού αυτού πεδίου είναι:

LXgαβ = Xµ∂µgαβ + gαµ∂βX
µ + gβµ∂αX

µ (3.1.3)
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αν ωστόσο χϱησιµοποιήσουµε σύστηµα αναϕοϱάς πϱοσαϱµοσµένο στο διανυσµατικό πεδίο X :

LXgαβ = ∂tgαβ (3.1.4)

Αν το διανυσµατικό πεδίο είναι ένα Killing διανυσµατικό πεδίο LXgαβ = 0 άϱα και ∂tgαβ = 0 σε
κάποιο σύστηµα αναϕοϱάς, ενώ αν υπάϱχει σύστηµα αναϕοϱάς ∂tgαβ τότε ισχύει για κάϑε σύστηµα
αναϕοϱάς LXgαβ = 0, άϱα καταλήγουµε πως:

Πϱόταση 3.1: Στασιµότητα

΄Ενας χωϱόχϱονος είναι στάσιµος αν και µόνο αν επιδέχεται ένα χϱονοειδές Killing διανυσµατικό
πεδίο

3.1.2 Στατικότητα

Επόµενο ϐήµα της ανάλυσης, είναι η επιϐολή της συνϑήκης της στατικότητας στον χωϱόχϱονο. Για
µια ϱητή γϱαϕή της µετϱικής η στατικότητα σηµαίνει πως για τον χωϱόχϱονο η συµµετϱία:

x0 → x′0 = −x0 (3.1.5)

όπου:
dx0 = −dx0 (3.1.6)

είναι ισοµετϱία. Είναι εύκολο να δειχϑεί πως η συµµετϱία αυτή ισοδυναµεί µε την απαλοιϕή των
µεικτών όϱων g0i της µετϱικής. Το στοιχείο µήκους πϱέπει να παϱαµένει αναλλοίωτο κάτω από τη
συµµετϱία αντιστϱοϕής του χϱόνου. Για αυτό έστω σηµεία P και Q µε συντεταγµένες (x0, x1, x2, x3)
και (x0 + dx0, x1 + dx1, x2, x3) αντίστοιχα. Το στοιχείο µήκους είναι:

ds2 = g00(dx
0)2 + g11(dx

1)2 + g01dx
0dx1 = (3.1.7)

ds′2 = g00(dx
0)2 + g11(dx

1)2 − g01dx
0dx1 (3.1.8)

συνεπώς ο µεικτός όϱος της µετϱικής g01 = 0 και άϱα στο στοιχείο µήκους όϱος ανάλογος του dx0dx1.
Με την ίδια διαδικασία δείχνουµε πως µηδενίϹονται και τα στοιχεία g02, g03.

Ας προχωρήσουµε και σε µια πιο γεωµετϱική και αυστηϱή ερµηνεία της στατικότητας. Στο σηµείο
αυτό η ανάλυση για τις υπερεπιφάνειες που έγινε στο κεφάλαιο για τον 3+1 ϕορµαλισµό ϑα ϕανεί
εξαιρετικά χϱήσιµη! Μελετάµε ένα σταθερό χωϱόχϱονο, για τον οποίο δηλαδή ορίζεται ένα χρονοειδές
διανυσµατικό πεδίο όπως αποδείξαµε στην προηγούµενη παράγραφο και για το οποίο αποδεικνύεται
πως ισχύει η σχέση X[α∇µXβ] = 0. Εποµένως το χρονοειδές αυτό διανυσµατικό πεδίο είναι κάθετο
στην χωϱική υπερεπιφάνεια και καθώς Xα ̸= 0, σε µια γειτονιά της υπερεπιφάνειας Σ κάϑε σηµείο p
ϑα ϐρίσκεται πάνω σε µια καµπύλη που γεννά το διανυσµατικό πεδίο αυτό και σχίϹει κάθετα την υπ-
ερεπιφάνεια. Αυτή η υπερεπιφάνεια παραµετροποιείται από µια ϐαθµωτή συνάϱτηση που ταυτίζουµε
µε τον καθολικό χϱόνο t:

f(xα) = t (3.1.9)

∆ιαλέγουµε σύστηµα συντεταγµένων πϱοσαϱµοσµένο στο χϱονοειδές διανυσµατικό πεδίο Xα = δα0 .

Xα = gαβX
β = gαβδ

β
0 = gα0 (3.1.10)

X2 = XαX
α = gα0δ

α
0 = g00. (3.1.11)
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Καϑώς Xα είναι οϱϑωγόνιο στην υπεϱεπιϕάνεια Xα = X2∂ εποµένως:

g0α = g00∂αt (3.1.12)

και ολοκληϱώνοντας:
t = x0 + h(xi) (3.1.13)

Θα γράψουµε το στοιχείο µήκους του χωροχρόνου σε σύστηµα συνταγµένων όπου η χϱονική συντε-
ταγµένη ταυτίζεται µε τον καθολικό χϱόνο και οι χωϱικές συντεταγµένες είναι ένα αυθαίρετο σύστηµα
συντεταγµένων που Ϲει πάνω στην υπερεπιφάνεια. Συγκεκριµένα:

ds2 = X2dt2 + h(xj)(dxi)2 +Xidx
idxt (3.1.14)

Καϑώς όµως τα dxi Ϲουν πάνω στην υπεϱεπιϕάνεια, οι µεικτοί όϱοι αυτοί απαλείϕονται και εποµένως
λαµϐάνουµε τον στατικό χαϱακτήϱα του χωϱόχϱονου.

Πϱόταση 3.2: Στατικότητα

΄Ενας χωϱόχϱονος είναι στατικός αν είναι στάσιµος και αν υπάϱχει χωϱική υπεϱεπιϕάνεια κάϑετη
στις καµπύλες που γεννά το χϱονοειδές διανυσµατικο πεδίο

3.1.3 Σϕαιϱική Συµµετϱία

Η πιο διαισϑητική έκϕϱαση της σϕαιϱικής συµµετϱίας είναι η αναλλοιωτότητα του χωϱόχϱονου κάτω
από χωϱικές στϱοϕές γύϱω από ένα κέντϱο Ο. Ωστόσο µποϱεί και είναι χϱήσιµο να εκϕϱαστεί και µε
πιο γεωµετϱικούς όϱους. Πιο αυστηϱά, ένας χωϱόχϱονος είναι σϕαιϱικά συµµετϱικός αν εµπεϱιέχει
ισοµµετϱίες ισοµοϱϕικές µε αυτές της οµάδας SO(3). Στη διαϕοϱική γεωµετϱία αυτό εκϕϱάϹεται µε
την ύπαϱξη τϱιών Killing διανυσµατικών πεδίων ως:

Πϱόταση 3.3: Σϕαιϱική Συµµετϱία

΄Ενας χωϱόχϱονος είναι σϕαιϱικά συµµετϱικός αν υπάϱχουν τϱία γϱαµµικά ανεξάϱτητα χωϱικά
Killing διανυσµατικά πεδία τα οποία ϑα γεννούν κλειστές καµπύλες και οι µεταϑέτες τους ϑα
ικανοποιούν: [R, S] = T, [S, T ] = R, [T,R] = S

Σύµϕωνα µε το ϑεώϱηµα του Frοbenius, σύµφωνα µε το οποίο όταν ένα σετ Killing διανυσµατικών
πεδίων χαρακτηρίζεται από κλειστές µεταθέσεις, τότε οι ολοκληϱωτικές καµπύλες που γεννούν δηµιουρ-
γούν µια υποπολλαπλότητα της πολλαπλότητας πάνω στην οποία ορίζονται, µε διάσταση ίση ή µικϱότεϱη
του αριθµού των διανυσµατικών πεδίων [8]. Στην πεϱίπτωση του σετ που χαρακτηρίζει στη σϕαιϱική
συµµετρία, οι ολοκληϱωτικές καµπύλες των πεδίων αυτών γεννούν 2-σϕαίϱες, δηλαδή ένας σϕαιϱικά
συµµετρικό χωϱόχϱονος µποϱεί να ϕυλλοποιηθεί σε σϕαίϱες. Κάϑε σηµείο του χωϱόχϱονου ή µάλλον
σχεδόν κάϑε σηµείο ϐρίσκεται σε µια από αυτές τις 2-σϕαίϱες. Η µετϱική που επάγεται πάνω σε
κάϑε 2-σϕαίϱα είναι πολλαπλάσιο της µετϱικής της µοναδιαίας σϕαίϱας. Καθώς µια τέτοια 2-σϕαίϱα
χαρακτηρίζεται από την επιϕάνειά της A, για σϕαιϱικά συµµετρικούς χωϱόχϱονους εισάγουµε την
συνάϱτηση[21]:

r = (
A

4π
)
1
2 (3.1.15)
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3.1. Στάσιµος, Στατικός και Σϕαιϱικά Συµµετϱικός Χωϱόχϱονος

Στην πεϱίπτωση του Ευκλείδιου χώϱο η συνάϱτηση αυτή συµπίπτει µε την ακτίνα της σϕαίϱας, όµως
αυτό δεν είναι απαϱαίτητο για καµπυλωµένους χωϱόχϱονους. Η σϕαιϱική συµµετϱία δεν επιϐάλει την
ύπαϱξη απαϱαίτητα κάποιου κέντϱου, ωστόσο µποϱούµε να αναϕεϱόµαστε στην συνάϱτηση αυτή ως
µια ακτινική συντεταγµένη της σϕαίϱας.

Καϑώς λόγω της SO(3) συµµετϱίας ο χωϱόχϱονος ϕυλλοποιείται σε 2-σϕαίϱες, κάϑε µία από τις
οποίες αποτελεί µια υποπολλαπλότητα διάστασης 2, το σει όλων των 2-σϕαιϱών δηµιουϱγεί επίσης
µια υποπολλαπλότητα διάστασης 2 [8]. Το διανυσµατικό πεδίο X οϕείλει να είναι κάϑετο πάνω
στη 2-σϕαίϱες, καϑώς δεν πϱέπει να έχει πϱοτιµηταία κατεύϑυνση λόγω της σϕαιϱικής συµµετϱίας
κάτι που ϑα εµϕανιϹόταν αν υπήϱχε µη µηδενική συνιστώσα της πϱοϐολής του στις συντεταγµένες.
Εποµένως οι 2-σϕαίϱες Ϲουν πάνω στις χωϱικές υπεϱεπιϕάνειες Σt. Είναι σηµαντικό στο σηµείο αυτό
να επιλέξουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων κατάλληλο για την υπόλοιπη ανάλυση . Θεωϱούµε τις
σϕαιϱικές συντεταγµένες (θ, ϕ) σε µια 2-σϕαίϱα Σ = Σ0. Θα λάϐουµε τις άλλες 2 συνταγµένες (a, b)
µεταϕέϱοντας τις σϕαιϱικές συντεταγµένες στις υπόλοιπες σϕαίϱες. Καϑώς ∇αr ̸= 0 επιλέγονται εν
τέλει τα (r, θ, ϕ) ως οι συνταγµένες που Ϲουν πάνω στη χωϱική υπεϱεπιϕάνεια και εν τέλει επιλέγεται
ο καϑολικός χϱόνος t ως χϱονική συντεταγµένη και άϱα (a, b) = (t, r) [21]. Για σταϑεϱές τιµές των t,
r λαµϐάνεται όπως είναι αναµενόµενο από την ανάλυση η µετϱική µιας 2-σϕαίϱας:

ds2 = r2(dθ + sin2 θdϕ) (3.1.16)

ενώ για σταϑεϱές σϕαιϱικές συντεταγµένες λαµϐάνω:

ds2 = −A(r)dt+B(r)dr (3.1.17)

Οι συντελεστές A,B εξαϱτώνται µονάχα από τη συντεταγµένη r, καϑώς έχουµε επιϐάλλει ήδη τη
συνϑήκη της στασιµότητας/στατικότητας και άϱα της ανεξαϱτησίας από τον χϱόνο και οποιαδήποτε
εξάϱτηση από τις σϕαιϱικές συντεταγµένες ϑα κατέστϱεϕε τη σϕαιϱική συµµετϱία. Ωστόσο, χϱειάϹεται
πϱοσοχή, υπάϱχουν και οι µεικτοί όϱοι της µετϱικής της µοϱϕής:

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) + 2grθ(r)drdθ+ 2grϕ(r)drdϕ+ 2gθϕ(r)dθdϕ (3.1.18)

Αποδεικνύεται πως η σϕαιϱική συµµετϱία µηδενίϹει τους µεικτούς αυτούς όϱους. Το στοιχείο µήκους
πϱέπει να παϱαµένει αναλλοίωτο κάτω από ανακλάσεις, όπως η:

r′ = r, θ′ = π − θ, ϕ′ = ϕ+ π (3.1.19)

όπου
dr′ = dr, dθ′ = −dθ, dϕ′ = dϕ (3.1.20)

Η απόσταση µεταξύ (t, r, θ, ϕ) και (t, r, θ + dθ, ϕ+ dϕ) είναι

ds2 = r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) + 2gθϕ(r)dθdϕ = (3.1.21)
ds′2 = r2(dθ2 + sin2(θ − π)dϕ2)− 2gθϕ(r)dθdϕ (3.1.22)

= r2(dθ2 + sin2(θ)dϕ2)− 2gθϕ(r)dθdϕ

Οπότε πϱοκύπτει πως gθϕ = 0. Αντίστοιχα τώϱα µελετάµε την απόσταση µεταξύ (t, r, θ, ϕ) και (t, r +
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dr, θ + dθ, ϕ) όπου αντίστοιχα:

ds2 = B(r)dr + r2dθ + 2grθ(r)drdθ = (3.1.23)
ds′2 = B(r)dr + r2dθ − 2grθ(r)ddθ (3.1.24)

εποµένως αντίστοιχα grθ = 0. Για να απαλείψουµε και τον τελευταίο µεικτό όϱο της µετϱική ϑα
πάϱουµε την ανάκλαση:

r′ = r, θ′ = θ, ϕ′ = −ϕ (3.1.25)

όπου
dr′ = dr, dθ′ = dθ, dϕ′ = −dϕ (3.1.26)

Παϱοµοίως για απόσταση µεταξύ (t, r, θ, ϕ) και (t, r + dr, θ, ϕ+ dϕ)

ds2 = B(r)dr + r2 sin2 θdϕ2) + 2grϕ(r)drdϕ = (3.1.27)
ds′2 = B(r)dr + r2 sin2 θdϕ2)− 2grϕ(r)drdϕ (3.1.28)

και τελικά µηδενίϹεται και ο τελευταίος µεικτός όϱος grϕ = 0.
Η ανάλυση του σταϑεϱού, στατικού και σϕαιϱικά συµµετϱικού χωϱοχϱόνου οπότε δίνει µια µετϱική

της µοϱϕής:
ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (3.1.29)

Η µετϱική του χωϱοχϱόνου πϱέπει να διατηϱεί την υπογϱαϕή της, εποµένως επιλέγουµε να γϱάψουµε
τις συναϱτήσεις στην εκϑετική µοϱϕή:

ds2 = −e2a(r)dt2 + e2b(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (3.1.30)

όπου η ύπαϱξη του 2 στην δύναµη του εκϑετικού έχει σκοπό την διευκόλυνση των επεϱχόµενων
υπολογισµών.

3.2 H λύση Schwarzschild

Εϕόσον εξήχϑη η µοϱϕή της µετϱικής για έναν χωϱόχϱονο στάσιµο, στατικό και σϕαιϱικά συµµετϱικό,
επόµενο ϐήµα ώστε να εξάγουµε τις λύσεις του χωϱοχϱόνου αυτού είναι να χϱησιµοποιήσουµε τις
εξισώσεις Einstein. Ενδιαϕέϱον της µελέτης µας αποτελεί µόνο ο χωϱόχϱονος στο εξωτεϱικό της µάϹας
εποµένως καλούµαστε να λύσουµε την εξίσωση 2:

Rαβ = 0 (3.2.1)

εποµένως πϱώτο ϐήµα είναι να υπολογίσουµε τα όλα σύµϐολα Christoffel. Για να πϱοκύψουν άµεσα
όλα τα σύµϐολα, και ποια είναι µηδενικά, σκόπιµο για αυτή τη µελέτη είναι να αποϕύγουµε τους
πολλούς υπολογισµούς και να επιλέξουµε την εξαγωγή τους µέσω της αϱχής της ελάχιστης δϱάσης
και συγκϱίνοντας µε τις εξισώσεις των γεωδαισιακών καµπύλων:

ẍα + Γα
µν ẋ

µẋν = 0 (3.2.2)

2Στο κεϕάλαιο αυτό επειδή η ανάλυση αϕοϱά το χωϱόχϱονο παϱαλείπεται η σηµείωση (4) για τους χωϱοχϱονικούς
τανυστές Riemann και Ricci
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3.2. H λύση Schwarzschild

H δϱάση που µελετάµε είναι:

I =

∫ P2

P1

ds =

∫ P2

P1

√
gµν(x)

dxµ

ds

dxν

ds
ds (3.2.3)

οπότε επιϐάλλοντας την αϱχή της ελάχιστης δϱάσης:

δI = 0 (3.2.4)

εξάγονται οι εξισώσεις Euler-Lagrange του συστήµατος:

d

ds

(
∂L

∂ẋµ

)
− ∂L

∂xµ
= 0 (3.2.5)

µε λαγκϱανϹιανή:

L =
√
gµν(x)ẋµẋν (3.2.6)

Ωστόσο παϱατηϱούµε από το στοιχείο µήκους ότι ισχύει:

ds2 = gµν(x)dx
µdxν ⇒ gµν(x)

dxµ

ds

dxν

ds
= 1 (3.2.7)

Η δϱάση δηλαδή µποϱεί να γϱαϕεί ως:

I =

∫ P2

P1

gµν(x)
dxµ

ds

dxν

ds
ds (3.2.8)

εποµένως εξάγουµε ξανά τις (3.2.5) ωστόσο µε λαγκϱανϹιανή πλέον την:

L = gµν(x)ẋ
µẋν = 1 = −eα(r)ṫ2 + eβ(r)ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2 (3.2.9)

Συγκεκϱιµένα:
• για µ = 0

d

ds

(
∂L

∂ṫ

)
− ∂L

∂t
= 0 ⇒

d

ds

(
−2e2aṫ

)
= 0 ⇒

ẗ+ 2∂raṙṫ = 0 (3.2.10)

και άϱα:
Γt
tr = ∂ra (3.2.11)

• για µ = 1

d

ds

(
∂L

∂ṙ

)
− ∂L

∂r
= 0 ⇒

d

ds

(
2e2bṙ

)
+ 2e2a∂raṫ

2 − 2e2b∂rbṙ
2 − 2rθ̇2 − 2r sin2 θϕ̇2 = 0 ⇒

r̈ + e2(a−b)∂raṫ
2 + ∂rbṙ

2 − re−2bθ̇2 − e−2br sin2 θϕ̇2 = 0 (3.2.12)
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και άϱα:

Γr
tt = e2(a−b)∂ra (3.2.13)

Γr
rr = ∂rb (3.2.14)

Γr
θθ = −r sin2 θ (3.2.15)

Γr
ϕϕ = −re−2b sin2 θ (3.2.16)

• για µ = 2

d

ds

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0 ⇒

d

ds

(
2r2θ̇

)
− 2r2 sin θ cos θ = 0 ⇒

θ̈ + 2
1

r
θ̇ṙ − sin θ cos θϕ̇2 = 0 (3.2.17)

και άϱα:

Γθ
rθ =

1

r
(3.2.18)

Γθ
ϕϕ = − sin θ cos θ (3.2.19)

• για µ = 3

d

ds

(
∂L

∂ϕ̇

)
− ∂L

∂ϕ
= 0 ⇒

d

ds

(
2r2 sin2 θϕ̇

)
= 0 ⇒

ϕ̈+ 2
1

r
ϕ̇ṙ + 2cot θϕ̇2 = 0 (3.2.20)

και άϱα:

Γϕ
rϕ =

1

r
(3.2.21)

Γϕ
θϕ = cot θ (3.2.22)

όπου σε όλες τις εξισώσεις η εξάϱτηση των συναϱτήσεων a, b από την µεταβλητή r εννοείται και έτσι
εξάγαµε όλα τα σύµβολα Christoffel ενώ όλα όσα δεν εµφανίζονται στις γεωδαισιακές εξισώσεις που
παϱαγάγαµε είναι µηδενικά. Αϕού πλέον γνωρίζουµε όλα τα Christoffel είµαστε σε ϑέση να υπολογί-
σουµε τις συνιστώσες του τανυστή Riemann. O τανυστής Riemann υπολογίζεται από τα σύµβολα
Christoffel ως:

Rαβµ
ν = ∂βΓ

ν
αµ − ∂αΓ

ν
βµ + Γκ

αµΓ
ν
κβ − Γκ

βµΓ
ν
κα (3.2.23)

Οι αναλυτικοί υπολογισµοί των συνιστωσών του τανυστή ϑα παϱουσιαστούν πλήϱως για τις συνιστώσες
Rrtr

t, Rtrt
r και για λόγους οικονοµίας της ανάλυσης για τις υπόλοιπες ϑα παϱατεϑούν κατευϑείαν τα

42



3.2. H λύση Schwarzschild

αποτελέσµατα. ΄Οσες συνιστώσες δεν γϱαϕούν είναι µηδενικές. Συγκεκϱιµένα:

Rrtr
t =���∂tΓ

t
rr − ∂rΓ

t
tr + Γκ

rrΓ
t
κt − Γκ

trΓ
t
κr = −∂rΓt

tr + Γr
rrΓ

t
rt − Γt

trΓ
t
tr

= −∂ra+ ∂ra∂rb− (∂ra)
2 (3.2.24)

Rtrt
r = graRtrta = grrRrtrt = grrRrtr = grrgtaRrtr

a = grrgttRrtr
t

= e2(a−b)(−∂ra+ ∂ra∂rb− (∂ra)
2) (3.2.25)

Ακολουϑώντας την ίδια µέϑοδο, παϱάγουµε όλα τα στοιχεία του τανυστή Riemann:

Rrtr
t = ∂rα∂rβ − ∂2rα− (∂rα)

2 Rtrt
r = e(2(a−b)(∂rα∂rβ − ∂2rα− (∂rα)

2) (3.2.26)

Rθtθ
t = −re−2β∂rα Rtθt

θ = −1

r
e−2β∂rα (3.2.27)

Rϕtϕ
t = −re−2β sin2 θ∂rα Rtϕt

ϕ = −1

r
e−2β sin2 θ∂rα (3.2.28)

Rθrθ
r = re−2β∂rβ Rrθr

θ =
1

r
e−2β∂rβ (3.2.29)

Rϕrϕ
r = re−2β sin2 θ∂rβ Rrϕr

ϕ = re−2β sin2 θ∂rβ (3.2.30)

Rϕθϕ
θ = (1− e−2β) sin2 θ Rθϕθ

ϕ = 1− e−2β (3.2.31)

Ο τανυστής Ricci οϱίϹεται ως:
Rαβ = R µ

αµβ (3.2.32)

εποµένως χϱησιµοποιώντας τα στοιχεία του τανυστή Riemann που υπολογίστηκαν παϱαπάνω, τα µη
µηδενικά στοιχεία του τανυστή Ricci είναι:

Rtt = e2(α−β)

[
∂2rα + (∂rα)

2 − ∂rα∂rβ +
2

r
∂rα

]
(3.2.33)

Rrr = −∂2rα− (∂rα)
2 + ∂rα∂rβ +

2

r
∂rβ (3.2.34)

Rθθ = e−2β [r(∂rβ − ∂rα)− 1] + 1 (3.2.35)
Rϕϕ = sin2 θRθθ (3.2.36)

Για να πϱοσδιοϱίσουµε τις συναϱτήσεις a(r), b(r) και άϱα και να εξάγουµε πλήϱως την µετϱική του
χωϱοχϱόνου αποµένει να χϱησιµοποιήσουµε τις εξισώσεις Einstein ϑέτοντας όλα τα παϱαπάνω στοιχεία
του τανυστή Ricci ίσα µε το µηδέν. Λόγω του ότι κάϑε ένα στοιχείο λοιπόν είναι ίσο µε µηδέν, µποϱούµε
να γϱάψουµε:

e2(b−a)Rtt +Rrr = 0 ⇒
2

r
(∂ra+ ∂rb) = 0 ⇒

a(r) = −b(r) + c (3.2.37)

ΕπαναπϱοσδιοϱίϹοντας την χϱονική συντεταγµένη ως:

t→ e−ct (3.2.38)
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Κεϕ. 3 Οι λύσεις Schwarschild

µηδενίϹουµε τη σταϑεϱά αυτή εποµένως λαµϐάνουµε:

a(r) = −b(r) ή ea = e−b (3.2.39)

Ενσωµατώνοντας τη σχέση αυτή στη συνιστώσα Rθθ και ϑέτοντας στην ίση µε 0, δηµιουϱγούµε την
εξίσωση:

e2a(∂r(2a(r)) + 1) = 1 ⇒
∂r(re

2a) = 1 ⇒
re2a = r + C ⇒

e2a = 1 +
C

r
(3.2.40)

άϱα και

e2b =

(
1 +

C

r

)−1

(3.2.41)

Τελευταίο ϐήµα είναι να πϱοσδιοϱίσουµε µε ϕυσικούς όϱους την σταϑεϱά C. Καϑώς ο χωϱόχϱονος
αυτός για r → +∞ είναι ασυµπτωτικά επίπεδος, µποϱούµε να συγκϱίνουµε το εξωτεϱικό ϐαϱυτικό
πεδίο της µελέτης µας µε αυτό που δηµιουϱγείται από µια σηµειακή µάϹα στα πλαίσια της Νευτώνιας
ϑεώϱησης. Για µεγάλες τιµές της ακτινικής συντεταγµένης r, το στοιχείο µήκους του Schwarzschild
χωϱόχϱονου µποϱεί να γϱαϕεί ως:

ds2 ≈ −
(
1 +

C

r

)
dt2 +

(
1− C

r

)
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (3.2.42)

ενώ το στοιχείο µήκους του Νευτώνιου ϐαϱυτικού πεδίου που δηµιουϱγείται από σηµειακή µάϹα M
είναι:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1 +

2M

r

)
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (3.2.43)

εποµένως η σταθερά −C
2

ερµηνεύεται ως η συνολική µάϹα του Schwarzschild πεδίου που µετράται
µελετώντας τις τροχιές σε µεγάλες ακτινικές αποστάσεις από την πηγή. Πλέον αποκαλύψαµε κάϑε
συνάϱτηση και παϱάµετϱο που εξαρτάται ο Schwarzschild χωϱόχϱονος και είµαστε σε ϑέση να γράψ-
ουµε την τελική µοϱϕή του στοιχείου µήκους του:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (3.2.44)

ΟϱίϹουµε ως Ακτίνα Schwarzschild την ποσότητα:

RS = 2M (3.2.45)

και ϑα αποτελέσει ένα από τα ϐασικά σηµεία της µελέτης µας στις επόµενες παϱαγϱάϕους.
Τέλος, πϱέπει να σηµειωθεί ότι η παραπάνω µετϱική µποϱεί να εξαχθεί απλά επιβάλλοντας σϕαιϱική

συµµετρία και από την λύση των εξισώσεων Einstein η στατικότητα ϑα πϱοέκυπτε οργανικά. Η διαπίστ-
ωση αυτή διατυπώϑηκε και αποδείχϑηκε το 1923 από τον Birkhoff [7]και είναι γνωστή ως Θεώϱηµα
Birkhoff.
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3.3 Ιδιοµοϱϕίες

Εύκολα παϱατηϱεί κανείς ότι υπάϱχουν τιµές των µεταϐλητών από τις οποίες εξαϱτάται η µετϱική
του χωϱόχϱονου, για τις οποίες ο χωϱόχϱονος δεν οϱίϹεται καλά. Είναι όµως υψίστης σηµασίας να
µελετήσουµε την ϕύση αυτών των ιδιοµοϱϕιών: είναι εγγενείς µοναδικότητες του χωϱοχϱόνου ή είναι
απλά πϱοϐληµατικές πεϱιοχές που οϕείλονται στο σύστηµα συντεταγµένων που έχουµε επιλέξει. Ας
επικεντϱωϑούµε για αϱχή στο στοιχείο της αντίστϱοϕης µετϱικής gϕϕ. Ούσα η µετϱική εκϕϱασµένη στο
σύστηµα συντεταγµένων (t, r, θ, ϕ) παϱουσιάϹει ιδιοµοϱϕία στους πόλους. Ωστόσο η ιδιοµοϱϕία αυτή
αίϱεται αν µετασχηµατίσουµε τις σϕαιϱικές χωϱικές συντεταγµένες σε καϱτεσιανές. Εποµένως δεν
αποτελεί µια πϱαγµατική ιδιοµοϱϕία του συστήµατος αλλά έγκειται στην επιλογή των συντεταγµένων.
Τα στοιχεία της µετϱικής εξαϱτώνται ϱητά επίσης και από τις τιµές της συντεταγµένης r και η µελέτη
των τιµών της συντεταγµένης αυτής για τις οποίες εµϕανίϹονται ιδιοµοϱϕίες ϑα αποτελέσει πυϱήνα της
ανάλυσης αυτής. Παϱατηϱούνται λοιπόν ιδιοµοϱϕίες για:

r = 0 και r = 2M (3.3.1)

Φυσικά πϱοκύπτει το εϱώτηµα αν αυτές είναι πϱαγµατικές ιδιοµοϱϕίες του χωϱοχϱόνου ή αν επίσης
οϕείλονται στην επιλογή συστήµατος συντεταγµένων. ΑναϹητούµε αν αυτοί οι απειϱισµοί επηϱεάϹουν
πϱάγµατι την καµπύλωση του χωϱόχϱονου, η οποία εκϕϱάϹεται µέσα από τον τανυστή Riemann, τα
στοιχεία του οποίου ωστόσο εξαϱτώνται από τις συντεταγµένων που κάϑε ϕοϱά επιλέγονται και άϱα δεν
αποτελούν ενδεικτικό για την ϕύση των ιδιοµοϱϕιών. Αντ’ αυτού ϑα πϱέπει να µελετήσουµε ποσότητες
που είναι αµετάϐλητες κάτω από µετασχηµατισµούς συντεταγµένων, δηλαδή ϐαϑµωτές ποσότητες.
Μια επιλογή αποτελεί:

RαβµνR
αβµν = 48M2r−6 (3.3.2)

Η ϐαϑµωτή αυτή ποσότητα αυτή απειϱίϹεται πϱάγµατι για r = 0 ωστόσο είναι καϑόλα καλά οϱισµένη
για r = 2M . Αυτό καταδεικνύει πως η ιδιοµοϱϕία αυτή είναι απόϱϱοια της επιλογής συστήµατος
συντεταγµένων. Ας µελετήσουµε τις υπεϱεπιϕάνειες σταϑεϱής ακτινικής συντεταγµένης r. Το κάϑε
διάνυσµα σε αυτές είναι το :

nα = ∂αr = δrα (3.3.3)

Το είδος της υπεϱεπιϕάνειας αυτής καϑοϱίϹεται από:

N2 = ∂αr∂αr = gαβδrαδ
r
β = grr = 1− 2M

r
(3.3.4)

Για r = 2M η υπεϱεπιϕάνεια αυτή γίνεται ϕωτοειδής καϑώς N = 0. Για r > 2M οι υπεϱεπιϕάνειες
σταϑεϱού r είναι χϱονοειδείς ενώ για r < 2M χωϱοειδείς. Αυτό συνεπάγεται πως αλλάϹει και η ϕύση
της συντεταγµένης και ενώ στην πϱώτη πεϱιοχή είναι µια χωϱοειδής συντεταγµένη, στην δεύτεϱη
αποτελεί µια χϱονοειδή. Σε αυτές τις πεϱιοχές αλλάϹει και το πϱόσηµο του στοιχείου της µετϱικής
gtt =

(
1− 2M

r

)
και εποµένως και η ϕύση της συντεταγµένης: από µια χϱονοειδής συντεταγµένη στην

πϱώτη πεϱιοχή γίνεται µια χωϱοειδής στην δεύτεϱη πεϱιοχή. Εποµένως το r = 2M µποϱεί να µην
αποτελεί µια πϱαγµατική ιδιοµοϱϕία ωστόσο χωϱίϹει τον χωϱόχϱονο σε δυο πεϱιοχές:

I 2M < r < +∞
II 0 < r < 2M

Νωϱίτεϱα ονοµάσαµε την ποσότητα Rs = 2M ακτίνα Schwarzschild και είναι σηµαντικό να σηµειώ-
σουµε ότι καθώς οι λύσεις αυτές αϕοϱούν τον χωϱόχϱονο εξωτερικά της σϕαιϱικής µάϹας, η µελέτη
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Κεϕ. 3 Οι λύσεις Schwarschild

Σχήµα 3.3.1: Η ακτίνα Schwarzschild καϑώς ϑεωϱήσαµε λύσεις στο κενό έχει νόηµα αν ϐϱίσκεται εκτός της
ακτίνας της σϕαιϱικής µάϹας

του αϕοϱά σώµατα µε µάϹα κατάλληλη ώστε η ακτίνα Schwarschild να είναι εξωτερική της ακτίνας
τους. ΄Ενα σώµα η ακτίνα Schwarzschild του οποίου ϐρίσκεται εκτός της µάϹας ϑα δούµε πως είναι
αυτό που αϱγότεϱα ϑα ονοµάσουµε µελανή οπή.

3.4 Schwarzschild Μελανές Οπές

Στην παϱάγϱαϕο αυτή ϑα µελετήσουµε τις γεωδαισιακές καµπύλες ενός ϕωτονίου ή ενός σωµάτιου
µε µάϹα που κινείται πϱος την ακτίνα Schwarzschild. Για την µελέτη αυτή ϑα ϑεωϱήσουµε σταϑεϱές
τις τιµές των συντεταγµένων θ, ϕ και ϑα µελετήσουµε τις ϕωτοειδείς γεωδαισιακές καµπύλες. Σε κάϑε
σηµείο (t, r) στην απεικόνιση του χωϱοχϱόνου εποµένως ϑα αντιστοιχεί µια 2-σϕαίϱα. Είναι:

ds2 = 0 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 (3.4.1)

οπότε οι κώνοι ϕωτός ϑα έχουν κλίση:

dt

dr
= ±

(
r

r − 2M

)
(3.4.2)

όπου για r > 2M το + αντιστοιχεί για εξεϱχόµενα ϕωτόνια ενώ το - για εισεϱχόµενα. Για r → +∞
όπως είναι αναµενώµενο λαµϐάνουµε πϱοσεγγιστικά κώνους ϕωτός που αντιστοιχούν στον επίπεδο
χωϱόχϱονο. Λύνοντας την διαϕοϱική για τις δύο πεϱιπτώσεις παίϱνουµε:

t = r + 2M ln |r − 2M |+ C (3.4.3)
t = − (r + 2M ln |r − 2M |) + C (3.4.4)

Η κλίση των κώνων ϕωτός τείνει στο άπειϱο όσο το ϕωτόνιο πλησιάϹει την ακτίνα Schwarschild από την
πεϱιοχή Ι: οι κώνοι ϕωτός κλείνουν σαν το ϕωτόνια να πλησιάϹει όλο και πιο κοντά στην ακτίνα αλλά να
µην την ξεπεϱνά ποτέ. Οι εισεϱχόµενες γεωδαισιακές καµπύλες πϱοσεγγίϹουν την ακτίνα ασυµπτωτικά.
Επιπλέον έστω ένας παϱατηϱητής 2 σε µια ϑέση r = r2 λαµϐάνει σήµατα από ένα παϱατηϱητή 1
που πλησιάϹει την ακτίνα Schwarzschild. Ο παϱατηϱητής στέλνει σήµατα ανά σταϑεϱά διαστήµατα
του ιδιόχϱονού του dτ1. Ο παϱατηϱητής 2 ϑα λαµϐάνει τα σήµατα µεταξύ όλο και µεγαλύτεϱων
διαστηµάτων του δικού του ιδιόχϱονου dτ2 . Τα σήµατα που λαµϐάνει ο παϱατηϱητής 2 τείνουν όλο
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3.4. Schwarzschild Μελανές Οπές

Σχήµα 3.4.1: Η κλίση των ϕωτοειδών γεωδαισιακών καµπύλων τείνει στο άπειϱο καϑώς το ϕωτόνιο πϱοσεγγίϹει
την ακτίνα Schwarzschild και άϱα οι κώνοι ϕωτός κλείνουν [8]

Σχήµα 3.4.2: Ο παϱατηϱητής 2 λαµϐάνει τα σήµατα από τον παϱατηϱητή σε ολο ένα και µεγαλύτεϱα χϱονική
διαστήµατα, παϱόλο που ο παϱατηϱητής 1 στέλνει τα σήµατα σε σταϑεϱά διαστήµατα του δικού του ιδιόχϱονου
[8].

και παϱαπάνω πϱος το εϱυϑϱό όσο ο παϱατηϱητής 1 πλησιάϹει κινείται πϱος την ακτίνα.

ω2 =

(
1− 2M/r1
1− 2M/r2

)1/2

ω1 (3.4.5)

Πράγµατι ο παϱατηϱητής 1 δεν καταϕέϱνει ποτέ να ξεπεράσει την ακτίνα Schwarzschild; Η απάντηση
είναι πως όχι! Ο παϱατηϱητής 1 ϑα ϕτάσει και ϑα ξεπεράσει την ακτίνα αυτή σε πεπερασµένο χϱονικό
διάστηµα του ιδιόχϱονου του και το πϱόϐληµα αυτό οφείλεται στην επιλογή του συστήµατος συντε-
ταγµένων. ΄Οσον αϕοϱά την περιοχή ΙΙ, οι συντεταγµένες (t,r) αλλάζουν όπως εξηγήθηκε παραπάνω
χαρακτήρα. Οι κώνοι ϕωτός δηλαδή σε κάϑε σηµείο στην περιοχή ΙΙ ανατρέπονται, και καθώς λόγω
της αιτιότητας κανένα σωµατίδιο δεν µποϱεί να ξεφύγει από την µελλοντική κατεύϑυνση της χρονοει-
δούς συντεταγµένης, δηλαδή του r, η κίνηση και τελικά σύγκϱουση πάνω στην ιδιοµορφία r = 0 είναι
αναπόϕευκτη.
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Κεϕ. 3 Οι λύσεις Schwarschild

Σχήµα 3.4.3: Στις Schwarzwild συντατεγµένες, ένα ϕωτόνιο από την πεϱιοχή Ι ϕαίνεται να µην καταϕέϱνει
πότε να ϕτάσει την υπεϱεπιϕάνεια r=2M. Στην πεϱιοχή ΙΙ οι κώνοι ϕωτός αντιστϱέϕονται [9].

3.5 Συντεταγµένες Eddigton-Finkelstein

ΑναϹητούµε ένα καλύτεϱο σύστηµα συντεταγµένων τέτοιο ώστε να άϱουµε την ιδιοµορφία στο r =
2M . Η ιδέα είναι να διαλέξουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων προσαρµοσµένο στις ϕωτοειδείς γεω-
δαισιακές καµπύλες. Στην προηγούµενη παράγραφο δείξαµε πως αυτές περιγράφονται από t =
± (r + 2M ln |r − 2M |) + C όπου ορίζουµε:

r∗ = r + 2M ln |r − 2M | (3.5.1)

όπου
dr =

(
1− 2M

r

)
dr∗ (3.5.2)

Για να λάϐουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων πϱοσαϱµοσµένο στις καµπύλες αυτές κάνουµε τους
µετασχηµατιµούς:

t→ v = t+ r∗ (3.5.3)
t→ u = t− r∗ (3.5.4)

και για αϱχή επιλέγουµε να εϱγαστούµε µε την συντεταγµένη v. Είναι:

dv = dr∗ + dt = dt+

(
1− 2M

r

)−1

dr ⇒

dt2 = dv2 +

(
1− 2M

r

)−2

dr2 − 2

(
1− 2M

r

)−1

dvdr (3.5.5)

οπότε ξανά γϱάϕουµε το στοιχείο µήκους συναϱτήσει της νέας συντεταγµένης:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dv + 2dvdr + r2dΩ (3.5.6)
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3.5. Συντεταγµένες Eddigton-Finkelstein

Κανείς µε µια πϱώτη µατιά ίσως σκεϕτόταν πως ϑα αντιµετωπίσουµε πϱόϐληµα στο στοιχείο της
αντίστϱοϕης µετϱικής gvv καϑώς το στοιχείο gvv µηδενίϹεται πάνω στην ακτίνα Schwarzschild. Η
µετϱική ωστόσο είναι κανονικά ανιστϱέψιµη καϑώς για r = 2M η οϱίϹουσά της είναι µη µηδενική:

g = −r4 sin θ (3.5.7)

Θεωϱώντας ξανά σταϑεϱές τιµές για τις συντεταγµένες (θ, ϕ) λαµϐάνουµε το στοιχείο µήκους των
ϕωτοειδών καµπυλών:

dv = 0 (3.5.8)

όπου αυτό καταδεικνύει πως κάποιες ϕωτοειδείς καµπύλες χαϱακτηϱίϹονται από:

v = const (3.5.9)

ή

−
(
1− 2M

r

)
dv + 2dr = 0 (3.5.10)

όπου για dr ̸= 0 αυτό δίνει τη λύση:

v = 2(r + 2M ln |r − 2M |) + C (3.5.11)

όπου πεϱιγϱάϕει καµπύλες που αποµακϱύνονται από τη µοναδικότητα είτε πϱος την ιδιοµοϱϕία
r = 0 στην πεϱιοχή ΙΙ είτε πϱος το +∞ στην πεϱιοχή Ι. Από την ανάλυση αυτή συµπεϱαίνουµε πως οι
κώνοι ϕωτός δεν κλείνουν, απλώς γυϱίϹουν µε τέτοιο τϱόπο ώστε αϕού ένα ϕωτόνιο ή ένα σωµατίδιο
πεϱάσει την ακτίνα Schwarzschild, όλα τα µελλοντικά µονοπάτια να έχουν κατεύϑυνση πϱος αυτή του
ϕϑίνοντος r. Πϱάγµατι για σταϑεϱό v, ΄Εµεινε µια ακόµα λύση. Αν dr = 0 λαµϐάνουµε:

r = 2M (3.5.12)

όπου παϱόλο που η επιϕάνεια αυτή χαϱακτηϱίϹεται από σταϑεϱή τιµή της ακτινικής συντεταγµένης,
όπως έχει δειχϑεί παϱαπάνω το µέτϱο του κάϑετου διανύσµατος nα = ∂αr για r = 2M είναι µηδέν και
άϱα αποτελεί µια ϕωτοειδή επιϕάνεια. Η επιϕάνεια αυτή διαχωϱίϹει τον χωϱόχϱονο σε δυο πεϱιοχές µε
τέτοιο τϱόπο ώστε να αϕήνει την πϱοσπέϱαση ϕωτονίων ή σωµατιδίων από την πεϱιοχή Ι στην πεϱιοχή
ΙΙ, αλλά απαγοϱεύει την διεύλευση τους από την πεϱιοχή ΙΙ στην πεϱιοχή Ι. Η πεϱιοχή αυτή του
χωϱοχϱόνου είναι απόλυτη, και διαχωϱίϹει πλήϱως κάϑε γεγονός που ϐϱίσκεται εντός της από κάϑε
εξωτεϱικό παϱατηϱητή. Η επιϕάνεια αυτή ονοµάϹεται ΟϱίϹοντας Γεγονότων και η πεϱιοχή εντός του,
καϑώς ως παϱατηϱητές εκτός αυτής δεν έχουµε καµία πϱόσϐαση, ϑα την ονοµάσουµε µελανή οπή.
Θεωϱήσαµε πως ο χϱόνος µας είναι αναλλοίωτος κάτω από µετασχηµατισµούς t→ t′ = −t. Ωστόσο ο
η µεµϐϱάνη που ονοµάσαµε οϱίϹοντα γεγονότων επιτϱέπει τη διέλευση των καµπύλων µε κατεύϑυνση
πϱος το µέλλον. ΄Ηϱϑε λοιπόν η στιγµή να αξιοποιήσουµε τη δεύτεϱη συντεταγµένη u που οϱίσαµε
παϱαπάνω. Ακολουϑώντας ίδια διαδικασία για τον µετασχηµατισµό τώϱα t→ u = t− r∗ λαµϐάνουµε
το στοιχείο µήκους:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
du2 − 2dudr + r2dΩ (3.5.13)

και παϱατηϱούµε πως αποτελεί την χϱονική αντιστϱοϕή της πϱοηγούµενης λύσης του πϱοηγµένου
χϱόνου v. Για αυτό, τώϱα ο οϱίϹοντας γεγονότων επιτϱέπει τη διέλευση καµπυλών µε κατεύϑυνση
πϱος το παϱελϑόν. Ανάλογα λοιπόν αν ακολουϑήσουµε καµπύλες µε κατεύϑυνση πϱος το µέλλον ή
το παϱελϑόν, καταλήγουµε σε διαϕοϱετικές πεϱιοχές. Θα δούµε, πως αν ακολουϑήσουµε χωϱοειδείς

49



Κεϕ. 3 Οι λύσεις Schwarschild

Σχήµα 3.5.1: Στο διάγϱαµµα αυτό ϕαίνεται πως από κάϑε σηµείο διέϱχονται δυο ϕωτεινές ακτίνες. Η µια
χαϱακτηϱίϹεται από v = const. Αυτές ξεκινάνε από το +∞. Η άλλη κατηγοϱία χαϱακτηϱίϹονται από v =
2(r+2M ln |r− 2M |)+C και στην πεϱιοχή Ι διαϕεύγουν πϱος το +∞ ενώ στην πεϱιοχή ΙΙ πέϕτουν πάνω στην
ιδιοµοϱϕία. Πϱοϕανώς, και τα σωµατίδια µε µάϹα είναι υποχϱεωµένα να κινούνται σε τϱοχιές που πεϱιοϱίϹονται
από τις ϕωτεινές ακτίνες. Κανένα σωµατίδιο ή ϕωτόνιο δεν µποϱεί να επιστϱέψει στην πεϱιοχή Ι αϕού έχει
ξεπεϱάσει την r = 2M από την πεϱιοχή Ι. [23]
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3.6. Kruskal-Szekeres

τϱοχιές, ϑα αποκαλυϕϑεί µια ακόµα πεϱιοχή...
Μια ακόµα µοϱϕή της µετϱικής που ϑα χϱειαστεί και σχετίϹεται µε τις συντεταγµένες Eddigton-

Finkelstein που ονοµάϹεται Kerr − Schield λαµϐάνεται αν γίνει ο µετασχηµατισµός:

t̃ = v − r (3.5.14)

οπότε από την (3.5.6) λαµϐάνεται:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt̃2 +

4M

r
dt̃dr +

(
1 +

2M

r

)
dr2 + r2dΩ2. (3.5.15)

3.6 Kruskal-Szekeres

Η ιδέα είναι να αξιοποιήσουµε ταυτόχϱονα την πϱοχωϱηµένη και την καϑυστεϱηµένη συντεταγµένη.
Συναϱτήσει αυτών τα t, r εκϕϱάϹονται ως:

r =
1

2
(v − u)− 2M ln(r − 2M) (3.6.1)

t =
1

2
(v + u) (3.6.2)

Η µετϱική εποµένως ϑα γϱαϕεί ως:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dvdu+ r2dΩ (3.6.3)

Θεωϱούµε τις συντεταγµένες θ, ϕ σταϑεϱές. Μια δισδιάστατη πολλαπλότητα είναι συµµοϱϕικά επίπεδη
[12]. Θεωϱούµε τον γενικό µετασχηµατισµό συντεταγµένων:

v → v′ = v′(v) u→ u′ = u′(u) (3.6.4)

τότε το στοιχείο µήκους:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dv

dv′
du

du′
dv′du′ (3.6.5)

και εισάγοντας τις συντεταγµένες:

R =
1

2
(v′ + u′) (3.6.6)

T =
1

2
(v′ − u′) (3.6.7)

εποµένως η µοϱϕή του στοιχείου µήκους ϑα είναι:

ds2 = F 2(T,R)(−dT 2 + dR2) (3.6.8)

Ο Kruskal έκανε την επιλογή συναϱτήσεων:

v′ = ev/4M = et+r+2M ln(r−2M)/4M = (r − 2M)1/2e(r+t)/4M (3.6.9)
u′ = −e−u/4M = e−t+r+2M ln(r−2M)/4M = (r − 2M)1/2e(r−t)/4M (3.6.10)
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Κεϕ. 3 Οι λύσεις Schwarschild

και άϱα το νέο Ϲεύγος συντεταγµένων T,R εκϕϱάϹεται συναϱτήσει των Schwarzschild συντεταγµένων
είναι:

T = (r − 2M)1/2er/4M sinh(
t

4M
)

R = (r − 2M)1/2er/4M cosh(
t

4M
) (3.6.11)

Η έκϕϱαση αυτή ισχύει για r > 2M . Για r < 2M ϕαίνεται οι συντεταγµένες να λαµϐάνουν µιγαδικές
τιµές, αυτό όµως δεν ανταποκϱίνεται στην πϱαγµατικότητα.. Οι Schwarzschild συντεταγµένες δεν
είναι καλά οϱισµένες στην πεϱιοχή αυτή για αυτό αλλάϹουµε τα πϱόσηµα ως:

T = (2M − r)1/2er/4M cosh(
t

4M
)

R = (2M − r)1/2er/4M sinh(
t

4M
) (3.6.12)

Σε κάϑε πεϱίπτωση οι συντεταγµένες T,R ικανοποιούν:

T 2 −R2 = −(r − 2M)er/2M (3.6.13)

και η συνάϱτηση F (T,R) δίνεται ως:

F 2 =
16M2

r2
e−r/2M (3.6.14)

όπου προφανώς το r σχετίζεται µε τις συντεταγµένες T,R σύµφωνα µε τη σχέση (3.6.13). Αυτό το
σύστηµα συντεταγµένων ονοµάζεται Kruskal-Szekeres. Ας µελετήσουµε στο σύστηµα αυτό τις ϕω-
τοειδείς γεωδαισιακές καµπύλες. Θεωρούµε ξανά σταθερές τις συντεταγµένες θ, ϕ. Θέτοντας το στοιχείο
µήκους ίσο µε µηδέν πϱοκύπτει:

dT = dR (3.6.15)

δηλαδή οι ϕωτοειδείς γεωδαισιακές καµπύλες είναι ευϑείες που πεϱιγϱάϕονται από τη σχέση:

T = ±R + const. (3.6.16)

Στο νέο σύστηµα συντεταγµένων που µόλις εισάγαµε, η επιϕάνεια r = 2M είναι καϑόλα καλά οϱισµένη
και αποτελεί µια ϕωτοειδή επιϕάνεια η οποία από την (3.6.13) ικανοποιεί:

T = ±R (3.6.17)

ενώ από την ίδια σχέση οϱίϹονται επιϕάνειες και για κάϑε σταϑεϱή τιµή του r οι οποίες στο επίπεδο
R-T αποτελούν υπεϱϐολές που πεϱιγϱάϕονται από τη σχέση:

T 2 −R2 = const. (3.6.18)

Επιπλέον, συγκεκϱιµένα, για r = 0 ϑα λάϐουµε:

T = +
√
R2 + 2M (3.6.19)

όπου λαµϐάνεται µόνο το ϑετικό πϱόσηµο καϑώς από τον οϱισµό της συντεταγµένης T για r < 2M
είναι µη αϱνητική.
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3.6. Kruskal-Szekeres

Αντίστοιχα, από τις σχέσεις (3.6.11) και (3.6.12) οϱίϹονται οι επιϕάνειες σταϑεϱού t οι οποίες στο
επίπεδο R-T αναπαϱιστώνται από ευϑείες και συγκεκϱιµένα από:

T = tanh(
t

4M
)R r > 2M (3.6.20)

R = tanh(
t

4M
)T r < 2M (3.6.21)

Οι ευϑείες αυτές διέϱχονται από την αϱχή των αξόνων και έχουν κλίση tanh( t
4M

). Παϱατηϱούµε
πως για t = 0 για r > 2M αντιστοιχεί η ευϑεία T = 0 ενώ ανάλογα για r < 2M η R = 0. Επιπλέον, για
t→ +∞ λαµϐάνουµε ξανά την ευϑεία T = R ενώ για t→ −∞ την ευϑεία T = −R, οι οποίες είναι οι
ευϑείες σταϑεϱού r µε r = 2M . Πλέον, µε το νέο σύστηµα συντεταγµένων, καταϕέϱαµε να καλύψουµε
όλες τις πεϱιοχές της πολλαπλότητας. Οι ευϑείες αυτές αντιστοιχούν στον οϱίϹοντα γεγονότων. Οπότε
τελικά λαµϐάνουµε ένα χωϱόχϱονο που διακϱίνεται σε 4 πεϱιοχές. Η πεϱιοχή Ι είναι το "σύµπαν
µας", ο χωϱόχϱονος εκτός της µελανής οπής που µελετάται µε ακϱίϐεια και από τις συντεταγµένες
Schwarzschild. Η πεϱιοχή ΙΙ είναι η µελανή οπή. Αν µια ϕωτεινή ακτίνα ή ένα σωµατίδιο πεϱάσει
σε αυτή, είναι αναπόϕευκτη η συνάντησή του µε την ιδιοµοϱϕία r = 0. Σε κάϑε σηµείο οϱίϹεται
ένας κώνος ϕωτός κλίσης 45o. ΄Ολες οι µελλοντικές κοσµικές γϱαµµές, ϕωτοειδείς και χϱονοειδής,
ϕϑίνοντος r οδηγούν στην πεϱιοχή ΙΙ ενώ οι παϱελϑοντικές στην πεϱιοχή ΙΙΙ, όπου εδώ ο οϱίϹοντας
γεγονότων λειτουϱγεί ως µια µεµϐϱάνη που επιτϱέπει την διέλευση πϱος την πεϱιοχή Ι αλλά ποτέ το
αντίστϱοϕο. Μια τέτοια πεϱιοχή που "γεννά" ϕως και ύλη πϱος το σύµπαν ονοµάϹεται λευκή οπή.
Ωστόσο, ένα τέτοιο αντικείµενο µποϱεί ϑεωϱητικά να οϱιστεί για µια αυϑύπαϱκτη µελανή οπή.. αν η
µελανή οπή έχει ηµεϱοµηνία γέννησης από κάποια ϐαϱυτική κατάϱϱευση, η πεϱιοχή αυτή δεν µποϱεί
να οϱιστεί. Μποϱεί ως όντα να είµαστε πεϱιοϱισµένοι σε κάϑε σηµείο από τους κώνους ϕωτός µας στην
κίνησή µας, αλλά τα µαϑηµατικά µας επιτϱέπουν ένα "ταξίδι σε παϱάλληλο σύµπαν"! Ακολουϑώντας
χωϱοδειδείς καµπύλες ξεπϱοϐάλλετε η πεϱιοχή IV, µια πεϱιοχή όπου καµιά πληϱοϕοϱία δεν µποϱεί
να ϕτάσει από αυτή σε εµάς και ούτε από εµάς σε αυτή. Αποτελεί ουσιαστικά µια πεϱιοχή ασυµπτωτικά
επίπεδη πανοµοιότυπη µε το σύµπαν που γνωϱίϹουµε και ϐιώνουµε εκτός της µελανής οπής.

3.6.1 Γέϕυϱα Einstein-Rosen

Η γεωµετϱία που ενώνει τις δύο αυτές πεϱιοχές ονοµάϹεται Γέϕυϱα Einstein-Rosen. Θα µελετήσουµε
την υποπολλαπλότητα dT = 0. Τότε το στοιχείο µήκους είναι:

ds2 = F 2dR2 + r2dΩ (3.6.22)

Για να µπορέσουµε να απεικονίσουµε την πολλαπλότητα ϑα µελετήσουµε την επιϕάνεια όπου η µια
σϕαιϱική συντεταγµένη είναι σταθερή, πχ θ = π/2 και ϑα την εµβαπτίσουµε στον τρισδιάστατο Ευκ-
λείδιο χώϱο:

ds2 = F 2dR2 + r2dϕ (3.6.23)

Για σταϑεϱή τιµή της συντεταγµένης T , οι συντεταγµένες r, R συνδέονται ως:

R2 − T 2
0 = (r − 2M) er/2M (3.6.24)

Για T = 0 παϱατηϱούµε πως για τιµές της συντεταγµένης R από το +∞ στο −∞ η συντεταγµένη
r παίϱνει τιµές που ελλατώνονται έως ότου ϕθάσει την ελάχιστη τιµή r = 2M για R = 0 και µετά
αυξάνεται ξανά. Η απεικόνιση της πολλαπλότητας µοιάϹει µε δύο ξεχωριστούς αλλά πανοµοιότυπους
ασυµπτωτικά επίπεδους Schwarzschild χωϱόχϱονους να συνδέονται µε έναν "λαιµό" που χαρακτηρίζε-
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Κεϕ. 3 Οι λύσεις Schwarschild

Σχήµα 3.6.1: Το διάγϱαµµα Kruskal: µια δυσδιάστατη τοµή της γεωµετϱίας µιας Schwarzschild συναϱτήσει
των συντετεγµώνων (R, T ) συµπιέϹοντας τις γωνιακές συντεταγµένες. Οι καµπύλες σταϑεϱού t αποτελούν
ευϑείες διεϱχόµενες από την αϱχή των αξόνων ενώ οι σχεδιασµένες υπεϱϐολές χαϱακτηϱίϹονται από σταϑεϱό r.
[8]

Σχήµα 3.6.1.1: Για T = 0 τα δύο σύµπταντα συναντούνται στον λαιµό r = 2M . Για µεγαλύτεϱες τιµές της
συντεταγµένης T ο λαιµός στενεύει έως ότου οι δυο πεϱιοχές αποκολληϑούν τελείως. [8]

ται από r=2M. Η ίδια συµπεριφορά εµφανίζεται και για µεγαλύτεϱες τιµές της συντεταγµένης T απλά
παρουσιάζοντας στενότεϱο λαιµό έως ότου αυτή πάϱει την τιµή T = 1 όπου τα δυο σύµπταντα ίσα που
ακουµπούν το ένα το άλλο την οµοιοµορφία r = 0. Για µεγαλύτεϱες τιµές του T οι δυο ασυµπτωτικά
επίπεδοι χώϱοι δεν επικοινωνούν µεταξύ τους. Η γέφυρα αυτή κλείνει αρκετά γρήγορα ώστε κανένας
χρονοειδής παϱατηϱητής δεν προλαβαίνει να την διασχίσει. Για αυτό και δεν µποϱεί να υπάρχει
επικοινωνία µεταξύ των δύο συµπάντων. Λόγω χϱονικής συµµετρίας, η ίδια συµπεριφορά παρατηρεί-
ται αν κινηθούµε από το T = 0 πίσω στο χϱόνο.

3.7 Ισοτϱοπικές Συντεταγµένες

Στην Αϱιϑµητική Σχετικότητα είναι σε πολλές πεϱιπτώσεις ϐοηϑητικό να εκϕϱάσουµε την µετϱική µε
τϱόπο ώστε το χωϱικό της κοµµάτι να είναι Συµµοϱϕικά Επίπεδο. Ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων
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3.7. Ισοτϱοπικές Συντεταγµένες

που πϱάγµατι δίνει µια τέτοια µετϱική είναι:

r = r̃

(
1 +

M

2r̃

)2

(3.7.1)

όπου r̃ η ισοτϱοπική ακτίνα. Το σύστηµα αυτό συντεταγµένων καλείται Ισοτϱοπικό Σύστηµα Συντε-
ταγµένων. Πράγµατι αυτός ο µετασχηµατισµός δίνει το στοιχείο µήκους:

ds2 = −
(
1− 2M/r̃

1 + 2M/r̃

)2

dt2 + ψ4(dr2 + r̃2dΩ2) (3.7.2)

καϑώς από r = r̃ +M + M2

4r̃
ϐϱίσκουµε πως:

dr =
(
1−M/2r̃2

)
dr̃ (3.7.3)

και

1 +
M

2r
= 1 +

M/2r̃

(1 +M/2r̃)2
=

(
1− 2M/r̃

1 + 2M/r̃

)2

(3.7.4)

Ο σύµµοϱϕος παϱάγοντας είναι ψ = 1 + 2M/r̃. Πϱώτον, παϱατηϱούµε πως η µετϱική σε αυτές τις
συντεταγµένες οϱίϹεται κανονικά στον οϱίϹοντα γεγονότων όπου σε αυτές τις συντεταγµένες αντιστοιχεί
για r̃ = M/2. Ωστόσο η µετϱική ϕαίνεται να παϱουσιάϹει ιδιοµοϱϕία στο r̃ = 0. Η τιµή αυτή
ϐέϐαια αντιστοιχίϹεται στο r = ∞ εποµένως η ιδιοµοϱϕία οϕείλεται στο σύστηµα συντεταγµένων.
Για να κατανοήσουµε καλύτεϱα το σύστηµα αυτό συντεταγµένων, ϑα µελετήσουµε τον αντίστϱοϕο
µετασχηµατισµό. Η συντεταγµένη r̃ εκϕϱασµένη συναϱτήσει της r ϑα δοϑεί λύνοντας την εξίσωση:

r̃2 + (M − r)r̃ +
M2

4
= 0 (3.7.5)

όπου η διακϱίνουσα είναι ∆ = (r −M)2 −M = r(r − 2M) οπότε τελικά:

r̃ =
1

2

(
r −M ±

√
r2 − 2Mr

)
(3.7.6)

Από αυτή την έκϕϱαση καϑίσταται σαϕές ότι αυτό το σύστηµα συντεταγµένων µποϱεί να πεϱιγϱάψει
την πεϱιοχή r ≥ 2M . Αν γϱάψουµε τώϱα τον αντίστϱοϕο αυτό µετασχηµατισµό στην µοϱϕή r̃ =
1
2

(
r −M ± r

√
1− 2M/r

)
≈ 1

2

(
r −M ± r

[
1− M

r
− M2

2r2

])
κατανοούµε πως το ∞ των Schwarzschild

συντεταγµένων αντιστοιχεί τόσο στο r̃ = 0 όσο και στο ∞ των ισοτϱοπικών συντεταγµένων, δηλαδή το
σύστηµα αυτό συντεταγµένων µποϱεί να πεϱιγϱάψει τις δυο ασυµπτωτικά πανοµοιότυπες πεϱιοχές
που αντιστοιχούν στα δύο ασυµπτωτικά επίπεδα σύµπαντα. Το ένα σύµπαν µάλιστα έχει συµπιεστεί
στην πεϱιοχή r̃ ∈ [0,M/2].
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Κεϕ. 4 Κατασκευή Αϱχικών ∆εδοµένων

Σχήµα 3.7.1: Τόσο το ∞ όσο και το r̃ = 0 αντιστοιχούν στο r → ∞. Αυτές οι δυο πεϱιοχές αντιστοιχούν στα
δύο πανοµοιότυπα σύµπαντα που επικοινωνούν µέσω της γέϕυϱας Rosen-Einstein [4]

4

Κατασκευή Αϱχικών ∆εδοµένων

Η ανασκόπηση στη ϑεωρία των Schwarzschild µελανών οπών λειτουργεί σαν πέϱασµα στα επόµενα
κεφάλαια της µελέτης αυτής, όπου οι λύσεις αυτές ϑα µελετηϑούν υπό το πϱίσµα της αριθµητικής
σχετικότητας. Για να διεξαχθεί δυναµική µελέτη, πϱώτο ϐήµα είναι να προσδιορίσουµε τα πεδία
{γij, Kij} σε µια αρχική υπερεπιφάνεια ώστε να ικανοποιούνται οι εξισώσεις περιορισµού. Πιο συγ-
κεκριµένα ενδιαφέρον µας αποτελεί η εξαγωγή αρχικών δεδοµένων για σϕαιϱικά συµµετρικές και
χϱονικά συµµετρικές λύσεις. Εποµένως, τα στοιχεία της µετϱικής πϱέπει να µην εξαρτώνται από τον
χϱόνο και ταυτόχϱονα το στοιχείο µήκους να µην εµπεριέχει µεικτούς όϱους dtdxi, άϱα πϱέπει τα
διανύσµατα βi = 0. Από την εξίσωση της εξέλιξης της χωϱικής µετϱικής οι απαιτήσεις αυτές οδηγούν
στο:

Kij = 0 (4.0.1)

και συµπέϱασµα αυτού είναι πως οι εξισώσεις πεϱιοϱισµού οϱµής ικανοποιούνται ταυτοτικά. Η εξίσωση
που καλούµαστε άϱα να λύσουµε είναι η εξίσωση χαµιλτονιανού πεϱιοϱισµού. Για να απλοποιήσουµε
την λύση της εξίσωσης, ϑα χϱησιµοποιήσουµε µια µέϑοδο όπου η µετϱική ϑα γϱαϕεί ως το γινόµενο
µιας µετϱικής που ϑα πϱοσδιοϱίσουµε εµείς ϐάση των χαϱακτηϱιστικών του χωϱοχϱόνου που µελετάµε
επί µια ϐαϑµωτή ποσότητα την λύση της οποίας ϑα εξάγουµε µέσω της υπό µελέτης εξίσωσης. Η
µέϑοδος αυτή ονοµάϹεται σύµµοϱϕος µετασχηµατισµός.
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4.1. Σύµµοϱϕος Μετασχηµατισµός

4.1 Σύµµοϱϕος Μετασχηµατισµός

Επιλέγουµε τον σύµµοϱϕο µετασχηµατισµό της χωϱικής µετϱικής:

γij = ψ4γ̄ij (4.1.1)

ενώ η αντίστϱοϕη µετϱική ικανοποιεί:
γij = ψ−4γ̄ij (4.1.2)

Ο παϱάγοντας ψ ονοµάϹεται Σύµµοϱϕος Παϱάγοντας και η δύναµη στην οποία είναι υψωµένος
αποτελεί µια τυχαία επιλογή. Θέλουµε η σύµµοϱϕη µετϱική να έχει οϱίϹουσα ίση µε 1 και καϑώς
det(aA) = andetA για a ϐαϑµωτό και A n× n πίνακα:

γ = ψ12γ̄ ⇒ ψ12 = γ ⇒
ψ4 = γ1/3 (4.1.3)

οπότε µποϱούµε να γϱάψουµε:
γij = γ1/3γ̄ij (4.1.4)

Με ϐάση αυτά, επόµενο ϐήµα είναι η µελέτη της σύµοϱϕης µοϱϕής των συµϐόλων Christoffel αλλά και
του χωϱικού τανυστή Ricci και της Ricci χωϱικής καµπυλότητας. Αντικαϑιστώντας την χωϱική µετϱική
µε την σύµµοϱϕη στην έκϕϱαση των συµϐόλων Chrisoffel και µε κατάλληλες πϱάξεις καταλήγουµε
στον συσχετισµό τους µε την σύµµοϱϕη µοϱϕή τους:

Γi
jk =

1

2
γil(∂kγlj + ∂jγlk − ∂lγjk)

=
1

2
ψ−4γ̄il(∂k(ψ

4γ̄lj) + ∂j(ψ
4γ̄lk)− ∂l(ψ

4γ̄jk))

=
1

2
ψ−4ψ4γ̄il(∂kγ̄lj + ∂j γ̄lk − ∂lγ̄jk) +

1

2
ψ−4γ̄il(∂kψ

4γ̄lj + ∂jψ
4γ̄lk − ∂lψ

4γ̄jk) ⇒

Γi
jk = Γ̄i

jk + 2(δijD̄ lnψ + δikD̄j lnψ − γ̄ilγ̄jkD̄l lnψ) (4.1.5)

Με παϱόµοιο τϱόπο εξάγουµε αντίστοιχη σχέση για τον χωϱικό τανυστή Ricci:

Rij = R̄ij − 2
(
D̄iD̄j lnψ + γ̄ij γ̄

lmD̄lD̄m lnψ
)
+ 4

(
(D̄i lnψ)(D̄j lnψ)− γ̄ij γ̄

lm(D̄l lnψ)(D̄m lnψ)
)

(4.1.6)
Συστέλλοντας τώϱα τη σχέση αυτή µε την αντίστϱοϕη σύµµοϱϕη χωϱική µετϱική εξάγεται η σχέση που
συνδέει την χωϱική Ricci καµπυλότητα µε την σύµµοϱϕη µοϱϕή της:

γ̄ijRij = γ̄ijR̄ij − 2
(
γ̄ijD̄iD̄j lnψ + γ̄ij γ̄ij γ̄

lmD̄lD̄m lnψ
)

+ 4
(
γ̄ij(D̄i lnψ)(D̄j lnψ)− γ̄ij γ̄ij γ̄

lm(D̄l lnψ)(D̄m lnψ)
)
⇒

ψ4R = R̄− 8γ̄ijD̄iD̄j lnψ − 8γ̄ij(D̄i lnψ)(D̄j lnψ)

= R̄− 8

ψ
D̄iD̄jψ +

8

ψ2
(D̄iψ)(D̄jψ)−

8

ψ2
(D̄iψ)(D̄jψ) (4.1.7)

εποµένως η χωϱική Ricci καµπυλότητα συνδέεται µε την σύµµοϱϕη µοϱϕή της ως:
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Κεϕ. 4 Κατασκευή Αϱχικών ∆εδοµένων

Πϱόταση 4.1: Σύνδεση χωϱικής Ricci καµπυλότητα µε την σύµµοϱϕη µοϱϕή της

R = ψ−4R̄− 8ψ−5D̄2ψ

όπου D̄2 ο συναλλοίωτος τανυστής Laplace γ̄ijD̄iD̄j που συνδέεται µε την σύµµοϱϕη µετϱική. Σκοπός
της εξαγωγής της σχέσης αυτής είναι να γϱαϕεί η εξίσωση του χαµιλτονιανού πεϱιοϱισµού συναϱτήσει
του σύµµοϱϕου παϱάγοντα ψ. Αντικαϑιστώντας πϱοκύπτει πως:

Πϱόταση 4.2: Χαµιλτονιανός Πεϱιοϱισµός συναϱτήσει σύµµοϱϕου παϱάγοντα ψ

8D̄2ψ − ψR̄− ψ5K2 + ψ5KijKij = −16πρψ5

4.2 Αϱχικά ∆εδοµένα για Schwarzschild Μελανές Οπές

Στην παϱάγϱαϕο αυτό ϑα λύσουµε την εξίσωση χαµιλτονιανού πεϱιοϱισµού στην µοϱϕή που εξάγαµε
παϱαπάνω για χϱονικά συµµετϱικά αϱχικά δεδοµένα. ΄Οπως αναλύϑηκε πϱοηγουµένως, για χϱονικά
συµµετϱικές λύσεις είναι Kij = 0 και εποµένως και K = 0. Επιπλέον αναϹητούµε λύσεις στο κενό
οπότε ρ = 0. Μια σηµαντική υπόϑεση ακόµα που επιϐάλλεται είναι η µετϱική να είναι συµµοϱϕικά
επίπεδη, δηλαδή:

γ̄ij = ηij (4.2.1)

Υπό αυτή την συνϑήκη η καµπυλότητα Ricci που συσχετίϹεται µε την συµµοϱϕική µετϱική µηδενίϹεται.
Η εξίσωση που καλούµαστε να επιλύσουµε τελικά είναι η εξίσωση Laplce:

D̄2ψ = 0 (4.2.2)

Ο τελεστής Laplace εποµένως είναι ο τελεστής Laplace του τϱισδιάστατου επίπεδου χώϱου και καϑώς
αναϹητούµε λύσεις σϕαιϱικά συµµετϱικές ψ = ψ(r) αναπτύσσοντας τον τελεστή Laplace σε σϕαιϱικές
συντεταγµένες το πϱόϐληµα ϑα πάϱει την µοϱϕή:

1

r2
d

dr

(
r2
∂ψ

∂r

)
= 0 (4.2.3)

η λύση της οποίας έχει την µοϱϕή:

ψ = A+
B

r2
(4.2.4)

Ως συνοϱιακή συνϑήκη επιϐάλουµε η µετϱική να είναι ασυµπτωτικά επίπεδη, δηλαδή για r → +∞
ο συµµοϱϕικός παϱάγοντας ψ → 1. Η συνοϱιακή συνϑήκη αυτή δίνει πως η σταϑεϱά A = 1. Το
στοιχείο µήκους ϑα γϱαϕεί εποµένως:

dl2 =

(
1 +

B

r

)4

(dr2 + r2dΩ) (4.2.5)

Η µετϱική αυτή είναι η χωϱική µετϱική µιας Schwarschild µελανής οπής εκϕϱασµένη στις ισοτϱοπικές
συντεταγµένες. Η µάϹα της µελανής οπής εποµένως ταυτοποιείται ως M = 2B. ∆ηλαδή το στοιχείο
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4.2. Αϱχικά ∆εδοµένα για Schwarzschild Μελανές Οπές

µήκους που αντιστοιχεί στα αϱχικά δεδοµένα του πϱοϐλήµατος δίνεται τελικά ως:

dl2 =

(
1 +

M

2r

)4

(dr2 + r2dΩ) (4.2.6)

Η µετϱική παϱουσιάϹει ιδιοµοϱϕία για r = 0. Ωστόσο µποϱεί να δειχϑεί πως αυτή η ιδιοµοϱϕία δεν
αποτελεί µια ϕυσική ιδιοµοϱϕία αλλά οϕείλεται στο σύστηµα συντεταγµένων. ΜετασχηµατίϹουµε την
ισοτϱοπική ακτινική συντεταγµένη ως:

r =

(
M

2

)2
1

r̂
(4.2.7)

Είναι:

dr = −
(
M

2

)2
1

r̂
dr̂(

1 +
M

2r

)
=

(
1 +

2r̂

M

)
αντικαϑιστώντας αποδεικνύεται ότι υπό αυτό τον µετασχηµατισµό το στοιχείο µήκους παϱαµένει
αµετάβλητο:

dl2 =

(
1 +

2r̂

M

)4(
M

2r̂

)4

(dr̂2 + r̂2dΩ)

=

(
1 +

M

2r̂

)4

(dr̂2 + r̂2dΩ) (4.2.8)

∆ηλαδή η γεωµετϱία που λαµϐάνεται από την µετϱική για r = a είναι ίδια µε αυτή που λαµϐάνεται
από την µετϱική για r̂ = a, δηλαδή ο µετασχηµατισµός αυτός αποτελεί µια ισοµµετϱία του χώϱου της
µελέτης µας. Η αϱχή r = 0 είναι ισοµοϱϕική µε το χωϱικό άπειϱο, το οποίο είναι καλά οϱισµένο. Η
επιϕάνεια µιας σϕαίϱας σταϑεϱού r δίνεται ως:

A(r) = 4πr2
(
1 +

M

2r

)4

(4.2.9)

µε ακτίνα:

rs(r) ≡
√
A(r)

4π
= r

(
1 +

M

2r

)2

(4.2.10)

ΑναϹητούµε την τιµή του r όπου η επιϕάνεια γίνεται πιο στενή. Η λύση του drs
dr

= 0 δίνει r = M
2

και
αυτό πεϱιγϱάϕει τον λαιµό της µελανής οπής. Η ισοµετϱία που µελετούµε για r = M

2
παϱατηϱούµε

δίνει r̂ = M
2

. Επιπλέον είναι:

r̂ =

(
M

2

)2
1

r̂′
⇒ r̂′ =

(
M

2

)2
1

r̂
= r (4.2.11)

άϱα η ισοµετϱία µποϱεί να πεϱιγϱαϕεί ως κατϱοπτισµός ως πϱος τον λαιµό. Οι εξισώσεις πεϱιοϱισµού
εποµένως για την αϱχική χϱονικά συµµετϱική επιϕάνεια έδωσαν ως λύση τη γεωµετϱία Schwarzschild
για T = 0, όπου όπως αναλύϑηκε και στο πϱοηγούµενο κεϕάλαιο η υποπολλαπλότητα αυτή µποϱεί
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Κεϕ. 4 Κατασκευή Αϱχικών ∆εδοµένων

να απεικονιστεί ως δυο ασυµπτωτικά επίπεδα και πανοµοιότυπα σύµπαντα που ενώνονται από έναν
λαιµό που ονοµάσαµε Einstein-Rosen γέϕυϱα.
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5

Επιλογή Συνϑηκών Βαϑµίδας

Ο καθορισµός των αρχικών δεδοµένων δεν αποτελεί το µοναδικό προαπαιτούµενο πρωτού χρησι-
µοποιήσουµε τις εξισώσεις εξέλιξης για τις µεταβλητές του προβλήµατος {γij, Kij}. Πϱέπει ακόµα
να προσδιοριστούν και οι µεταβλητές ϐαθµίδας {α, βi}, η επιλογή των οποίων είναι ελεύθερη. Κάϑε
επιλογή οδηγεί και σε µια διαφορετική διαµέριση του χωροχρόνου. Ωστόσο αυτό δεν σηµαίνει πως
κάϑε επιλογή αποτελεί και µια καλή επιλογή. Η ελευθερία της επιλογής εγείϱει τη δυσκολία ότι αυτή
πϱέπει να γίνει έπειτα από προσεχτική µελέτη, καθώς µια όχι καλή επιλογή µποϱεί να οδηγήσει στην
κατάρρευση του κώδικα. Για αυτό µια απαίτηση είναι η επιλογή αυτή να µην οδηγεί σε ιδιοµορφίες
συντεταγµένων.

Αν αντικείµενο της µελέτης αποτελεί ένα αστϱοϕυσικό σύστηµα που πεϱιέχει µια µελανή οπή, πολύ
σηµαντικό χαϱακτηϱιστικό της διαµέϱισης είναι η αποϕυγή σύγκϱουσης µε την ϕυσική ιδιοµοϱϕία.
Αν κάτι τέτοιο συµϐεί, οι εξισώσεις και ο κώδικας ϑα καταϱϱεύσει. Επιπλέον, για να µποϱέσει η
πϱοσοµοίωση να καλύψει όλο τον χωϱόχϱονο πϱέπει οι επιϕάνειες να διαπεϱνούν τον οϱίϹοντα, αλλιώς
το εσωτεϱικό της µελανής οπής δεν ϑα µποϱέσει να µελετηϑεί αϱιϑµητικά. Πϱωτού παϱουσιαστούν
και εξεταστούν αναλυτικότεϱα µέϑοδοι που µποϱούν να δώσουν µια διαµέϱιση για µια Schwarzschild
µελανή οπή, είναι σκόπιµο να υπολογιστούν οι µεταϐλητές ϐαϑµίδας αυτοί που δίνουν διάϕοϱες
γνωστές µοϱϕές της µετϱικής που παϱουσιάστηκαν στο πϱοηγούµενο κεϕάλαιο.

Αϱχικά, επιλέγεται η τοµή χϱονικής συµµετϱίας για να οϱιστούν τα αϱχικά δεδοµένα, που αποτελεί
την επιϕάνεια v = 0 για 0 ≤ u ≤ ∞ για τις u, v συντεταγµένες ή ισοδύναµα στην επιϕάνεια t = 0 για
2M ≤ r ≤ ∞ για τις Schwarzschild συντεταγµένες. Οι συναϱτήσεις ϐαϑµίδας:

α(r) = (1− 2M/r)1/2 , βr(r) = 0, (5.0.1)

δίνουν την λύση του Schwarzschild χωϱόχϱονου σε Schwarzschild συντεταγµένες. Η διαµέριση αυτή
δεν ϑα συναντήσει ποτέ την µοναδικότητα καθώς δεν ϑα καταϕέϱει αρχικά να διαπεράσει τον ορίζοντα
καθώς εκεί η συνάϱτηση lapse µηδενίζεται. Η ίδια ακϱιϐώς διαµέριση λαµβάνεται αν γίνει µετασχηµα-
τισµός συντεταγµένων στις ισοτϱοπικές συντεταµένες οπότε συναρτήσει αυτών οι συναρτήσεις ϐαθµίδας
δίνονται ως:

α(r̃) =
1−M/2r̃

1 +M/2r̃
, β r̃(r̃) = 0, (5.0.2)

Μια διαϕοϱετική διαµέϱιση είναι αυτή που δίνει τη µετϱική στη µοϱϕή Kerr-Schild. Εδώ τα αϱχικά
δεδοµένα δεν οϱίϹονται στην επιϕάνεια χϱονικής συµµετϱίας που παϱουσιάστηκε στο πϱοηγούµενο
κεϕάλαιο, αλλά σε µια επιϕάνεια σταϑεϱού Eddigton-Finkelstein χϱόνου t̃ = const., η οποία δεν είναι
χϱονικά συµµετϱική όπως και καµιά τοµή σταϑεϱού Eddigton-Finkelstein χϱόνου, καϑώς τα διαγώνια
στοιχεία του Kij δεν µηδενίϹονται. Οι µεταϐλητές ϐαϑµίδας δίνονται εδώ ως:

α(r) =

(
r

r + 2M

)1/2

, βr(r) =
2M

r + 2M
. (5.0.3)

Αν κανείς απεικονίσει σε διάγϱαµµα Kruskal-Szekeres τις επιϕάνειες σταϑεϱού Eddigton-Finkelstein
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Κεϕ. 5 Επιλογή Συνϑηκών Βαϑµίδας

Σχήµα 5.0.1: Η Schwarzschield διαµέϱιση
Σχήµα 5.0.2: Η Kerr-Schield διαµέϱιση

Στην πϱώτη πεϱίπτωση, η διαµέϱιση σταµατά όταν οι επιϕάνειες σταϑεϱού Schwarzschild χϱόνου συναντήσουν
τον οϱίϹοντα r = 2M . Αντίϑετα, οι επιϕάνειες σταϑεϱού Eddigton-Finkelstein χϱόνου, διαπεϱνούν τον οϱίϹοντα
αλλά η σύγκϱουσή τους µε την ϕυσική ιδιοµοϱϕία στο r=0 είναι αναπόϕεκτη. [3]

χϱόνου, λαµϐάνει µια διαµέϱιση που έχει την ικανότητα να διαπεϱνά τον οϱίϹοντα αλλά δεν αποϕεύγει
τη σύγκϱουση µε την ιδιοµοϱϕία.

5.1 Γεωδαισιακή ∆ιαµέϱιση

Η πιο διαισϑητική επιλογή ϑα ήταν:
α = 1 βi = 0 (5.1.1)

και αυτό γιατί µε αυτή την επιλογή η ταχύτητα των κανονικών παϱατηϱητών ταυτίϹεται µε αυτή των
συντεταγµένων παϱατηϱητών και ο ιδιόχϱονος που µετϱούν οι κανονικοί παϱατηϱητές ισούται µε τον
συντεταγµένο χϱόνο. Η επιτάχυνση των κανονικών παϱατηϱητών για αυτή την επιλογή της lapse
συνάϱτησης είναι:

αβ = Dβ lnα = 0 (5.1.2)

άϱα αϕού η επιτάχυνση µηδενίϹεται, οι κανονικοί παϱατηϱητές ακολουϑούν τις γεωδαισικές τϱοχιές.
Για αυτό αυτή η διαµέϱιση αυτή αποκαλείται Γεωδαισιακή. Η διαµέϱιση αυτή µελετήϑηκε αναλυτικά
από τους Hahn και Lindquist [14]. Μποϱεί να ϕαίνεται ως µια ϕυσική επιλογή ωστόσο εύκολα µποϱεί
να αποδειχϑεί πως εµϕανίϹει σηµαντικά πϱοϐλήµατα. Για αυτή την επιλογή ϐαϑµίδας το ίχνος της
εξωγενούς καµπυλότητας εξελίσσεται ως:

∂tK = KijK
ij + 4π(ρ+ S) ≥ 0 (5.1.3)

Η ποσότητα αυτή είναι µη αϱνητική καϑώς η ποσότητα KijKij είναι µη αϱνητική όπως και η ποσότητα
ρ + S για συνϑήκη ισχυϱής ενέϱγειας. Αυτό συνεπάγεται πως το ίχνος K αυξάνεται χωϱίς σύνοϱο.
Θεωϱούµε τώϱα τον στοιχειώδη τϱισδιάστατο κανονικό όγκο:

∆V (t) =
√
γ(t,x)dx1dx2dx3 (5.1.4)
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5.1. Γεωδαισιακή ∆ιαµέϱιση

Σχήµα 5.1.1: Οι τοµές κατά την γεωδαισιακή διαµέϱιση ϑα χτυπήσουν πάνω στην ιδιοµοϱϕία rs = 0 µετά από
συντεταγµένο χϱόνο t = πM . Η τελευταία αυτή τοµή πλησιάϹει ασυµπτωτικά tsch = πM εποµένως καλύπτεται
µόνο ένα µικϱό κοµµάτι της εξωτεϱικής λύσης επιλέγοντας αυτή τη διαµέϱιση. [19]

για τον οποίο o κλασµατικός ϱυϑµός µεταϐολής είναι:

1

∆V

d

dt
[∆V ] = ∂t(ln

√
γ) (5.1.5)

όπου για την Γωεδαισιακή ∆ιαµέϱιση ισούται:

∂t(ln
√
γ) = −K (5.1.6)

Το K αυξάνεται απεϱιόϱιστα και εποµένως ο τϱιασδιάστατος κανονικός όγκος ϑα καταϱϱεύσει στο
µηδέν οδηγώντας σε ιδιοµοϱϕία των συντεταγµένων.

Στο πλαίσιο της παϱούσας µελέτης, η οποία αϕοϱά τις µελανές οπές Schwarzschild, µποϱεί να
δειχθεί ότι η γεωδαισιακή διαµέριση οδηγεί όχι µόνο σε ιδιοµορφία συντεταγµένων, αλλά και σε
σύγκϱουση µε τη ϕυσική ιδιοµορφία του χωροχρόνου εντός πεπερασµένου ιδιοχρόνου. ΄Ενας κανον-
ικός παϱατηϱητής, ο οποίος ξεκινά από την ηϱεµία στην υπερεπιφάνεια v = 0 και στο σηµείο u = 0,
ϕτάνει στην ιδιοµορφία στο r = 0 εντός ιδιοχρόνου τ = πM .Εϕόσον επιλέξουµε lapse α = 1, οι
υπερεπιφάνειες σταθερού χρόνου t ταυτίζονται µε υπερεπιφάνειες σταθερού ιδιοχρόνου. ΄Ετσι, η υπ-
ερεπιφάνεια t = πM χτυπά αναπόϕευκτα την ιδιοµορφία, προκαλώντας κατάρρευση της διαµέρισης
και καθιστώντας τις εξισώσεις εξέλιξης µη ορισµένες πέϱα από αυτό το σηµείο.Συνεπώς, µόνο µια
µικϱή περιοχή του χωροχρόνου µποϱεί να καλυϕϑεί από κανονικές γεωδαισιακές τοµές, γεγονός που
συνεπάγεται ότι ο αριθµητικός µας κώδικας ϑα σταµατήσει να εξελίσσεται σε σύντοµο χϱόνο, έχοντας
προσοµοιώσει µόνο περιορισµένη περιοχή του εξωτερικού χωροχρόνου.
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Κεϕ. 5 Επιλογή Συνϑηκών Βαϑµίδας

5.2 Maximal ∆ιαµέϱιση

Πϱοϕανώς, πϱέπει να αναζητηθεί µια άλλη διαµέριση. Η γεωδαισιακή διαµέριση οδηγούσε σε ιδιοµορ-
ϕίες συντεταγµένων καθώς οι γεωδαισιακές συγκλίνουν εξαιτίας της ελκτικής ϕύσης της ϐαρύτητας,
γεγονός που καταδεικνύεται από το µηδενισµό του στοιχείου όγκου που σχετίζεται µε τους κανονικούς
παϱατηϱητές όταν το K αυξάνεται χωϱίς όϱιο. Για αυτό µια ιδέα είναι να είναι να επιβληθεί το στοιχείο
όγκου αυτό να παϱαµένει σταθερός, δηλαδή:

Ln∆V

∆V
= −K (5.2.1)

όπου κατ’ επέκταση για να παϱαµένει ο ϱυϑµός αυτός µεταϐολής σταϑεϱός, επιϐάλλουµε το ίχνος της
εξωγενούς καµπυλότητας να είναι µηδενικό:

K = 0 (5.2.2)

αλλά και να παϱαµένει σταϑεϱό καϑόλη την εξέλιξη:

∂tK = 0 (5.2.3)

Για αυτή την επιλογή διαµέϱισης, από την εξίσωση της εξέλιξης του ίχνους K δίνεται:

D2α = α[KijKij + 4π(ρ+ S)] (5.2.4)

Εποµένως για αυτή τη διαµέριση, η επιλογή της lapse συνάϱτησης πϱοκύπτει από την λύση αυτή
της ελλειπτικής εξίσωσης, ανεξάϱτητα από τα shift διανύσµατα βi. Η διαµέριση αυτή καλείται
Maximal ∆ιαµέϱιση. Αποδεικνύεται πως όταν K = 0, ο όγκος των χωϱικών υπερεπιφανειών είναι
µέγιστος ως πϱος µικϱές διαταραχές στην υπερεπιφάνεια. Πράγµατι, έστω µια τοµή Σ η οποία είναι
απειϱοστά παραµορφωµένη στην κατεύϑυνση dα = cnα + bα, όπου c απειϱοστά µικϱό και bαnα = 0.
S είναι περιοχή της τοµής στο σύνοϱο της οποίας ισχύει bα = 0, c = 0. Ο όγκος της περιοχής αυτής
µεγιστοποιείται για K = 0 καθώς:

Πϱόταση 5.1: Μεγιστοποίηση ΄Ογκου πεϱιοχής S της τοµής Σ για K = 0

δvol(S) = −
∫
S
d3x

√
γ cK

Πϱοχωϱούµε σε αναλυτική απόδειξη. Ως γνωστό, είναι vol(S) =
∫
S
d3x

√
γ. Η µεταϐολή του όγκου

αυτού λοιπόν γϱάϕεται ως:

δvol(S) =
∫
S

d3x δ
√
γ =

1

2

∫
S

d3x
√
γ γijδγij (5.2.5)

όπου η µεταϐολή της χωϱικής µετϱικής µποϱεί να γϱαϕεί ως:

δγij = Ldγij = Lcn+bγij = cLnγij + Lbγij

= −2Kij +∇ibj +∇jbi (5.2.6)
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5.2. Maximal ∆ιαµέϱιση

Αντικαϑιστώντας στο παϱαπάνω ολοκλήϱωµα και εϕαϱµόϹοντας το ϑεώϱηµα Gauss στο σύνοϱο της
πεϱιοχής S:

δvol(S) =
1

2

∫
S

d3x
√
γ γij(−2cKij +∇ibj +∇jbi)

= −
∫
S

d3x
√
γ cK +

∫
∂S

√
h sib

i

= −
∫
S

d3x
√
γ cK (5.2.7)

καϑώς το bα µηδενίϹεται στο σύνοϱο. Αποδείχτηκε το Ϲητούµενο, ότι η µεταϐολή του όγκου της
πεϱιοχής S µηδενίϹεται για K = 0 και εποµένως τότε ο όγκος αυτός µεγιστοποιείται.

Μια εξαιϱετικά σηµαντική ιδιότητα της Maximal διαµέϱισης είναι πως αποϕεύγεται η σύγκϱουση
µε την ϕυσική ιδιοµοϱϕία. ΕϕαϱµόϹοντας την εξίσωση Χαµιλτονιανού Πεϱιοϱισµού στην εξίσωση (6),
λαµϐάνουµε πως η lapse συνάϱητηση πϱέπει να ικανοποιεί την ελλειπτική εξίσωση:

D2α = αR (5.2.8)

Οι Smarr και York µελέτησαν αναλυτικά την κατάϱϱευση της συνάϱτησης lapse στο µηδέν στην ϕυσική
ιδιοµοϱϕία [19]. Θεώϱησαν τη µετϱική γij να είναι επίπεδη σε πολικές συντεταγµένες και ένα σϕαιϱικό
όγκο ακτίνας a στο εσωτεϱικό του οποίου η καµπυλότητα είναι R = Ro ενώ εξωτεϱικά είναι R = 0.
∆είξαν πως η συνάϱτηση lapse τείνει στο µηδέν στο κέντϱο εκϑετικά ως:

αmin ∼ e−a
√
Ro = e−xo (5.2.9)

όπου xo η παϱάµετϱος ισχύς. Αναϕέϱεται µάλιστα και παϱουσιάϹεται γϱαϕικά η αϱιϑµητική µελέτη
αυτής της συµπεϱιϕοϱάς για τη γεωµετϱία Schwarzschild όπως µελετήϑηκε από τους EWCDST (6) και
τελειοποιήϑηκε µετέπειτα από τους Smarr και Eppley. Στο διάγϱαµµα παϱουσιάϹεται η συνάϱτηση
lapse συναϱτήσει της αδιάστατης ισχύς της καµπυλότητας, η οποία εξαϱτάται από την γενίκεσυη σε
σϕαιϱικές συντεταγµένες της παϱαµέτϱου ισχύς, την οποία οι Smarr και York οϱίϹουν ως:

x0 =

∫ ∞

0

R1/2 γ1/2rr dr ≡ a [R(r = 0)]1/2 (5.2.10)

η οποία είναι πάντα πϱαγµατική και πεπεϱασµένη καϑώς R ≥ 0, R = O(r−4), γrr = 1 + O(r−1).
Στο διάγϱαµµα παϱουσιάϹονται maximal τοµές παϱαµετϱοποιηµένες από τον ιδιόχϱονο που µετϱάται
σε µακϱυνή απόσταση. Μελετήϑηκε πως καϑώς η lapse συνάϱτηση παϱουσιάϹει ελάχιστο που τείνει
στο µηδέν κοντά στην ϕυσική ιδιοµοϱϕία για µεγάλους χϱόνους. Συγκεκϱιµένα, υπολογίσαν πως για
µεγάλους χϱόνους:

αmin ∼ e−0.97xo . (5.2.11)

Με αυτό τον τϱόπο η εξέλιξη παύει όταν το xo αυξάνεται ϱαγδαία πρωτού οι εξισώσεις έρθουν αντιµέτω-
πες µε την ιδιοµορφία και εποµένως καταρρεύσουν. Λόγω του ελλειπτικού χαρακτήρα της εξίσωσης
(5.2.8), η τιµή αmin επηρεάζεται όχι µόνο από την τοπική συµπεριφορά της ισχύς της καµπυλότητας,
αλλά από την ολική συµπεριφορά της και εποµένως και την ϱαγδαία αύξησή της.

65



Κεϕ. 5 Επιλογή Συνϑηκών Βαϑµίδας

Σχήµα 5.2.1: Η συνάϱτηση lapse συναρτήσει της
αδιάστατης ακτίνας, x = (r̄/a)xo, όπου r̄ η απόσ-
ταση από τον λαιµό.

Σχήµα 5.2.2: Εικόνα 2: Το "πάγωµα" της
συνάϱτησης lapse κοντά στην ιδιοµορφία.

Στην εικόνα 5.2.1 παϱουσιάϹεται η συνάϱτηση lapse για µεγάλους χϱόνους, η συνάϱτηση lapse καταϱϱέει
γϱήγοϱα κοντά στον λαιµό. Σε κάϑε καµπύλη σηµειώνεται µε τελεία ο οϱίϹοντας γεγονότων revent_horizon = 2M .
Στην εικόνα 5.2.2 παϱουσιάϹεται το "πάγωµα" της συνάϱτησης lapse κοντά στην ιδιοµοϱϕία. Η εξέλιξη σταµατά
κοντά στην ίδιοµοϱϕία, αλλά πϱαγµατοποιείται κανονικά µακϱιά από αυτή.

5.3 Maximal ∆ιαµέϱιση µιας Schwarzschild µελανής οπής

Η µελέτη τώϱα ϑα επικεντϱωϑεί στην συµπεϱιϕοϱά της συνάϱτησης lapse κατά τη maximal διαµέϱιση
για µια Schwarzschild µελανή οπή. Η ανάλυση ϑα ϐασιστεί στη δουλειά των Beig και Murchadha
[5], [6]. Αϱχικά ϑεωϱούµε τη Schwarzschild µετϱική µιας Schwazschild µελανής οπής:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 (5.3.1)

Για την πεϱιοχή r < 2M όπως εξηγήϑηκε και παϱαπάνω, το t αποτελεί µια χϱονική συντεταγµένη
ενώ το r την χϱονική συντεταγµένη. Από αυτό µποϱεί εύκολα να υπολογιστεί πως ϑεωϱούσαµε τοµές
σταϑεϱού r, η συνάϱτηση lapse ϑα ήταν:

α =
1√

2M
r

− 1
(5.3.2)

ενώ η οϱίϹουσα της χωϱικής µετϱικής δίνεται:

γ = r4 sin2 θ

(
2M

r
− 1

)
(5.3.3)
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και από αυτά υπολογίϹουµε το ίχνος της εξωγενούς καµπυλότητας:

d

dr
ln γ = 2αK ⇒ K =

3M − 2r

r2
√
2M/r − 1

(5.3.4)

Μια τέτοια διαµέϱιση ϑα ήταν maximal µόνο για r = 3M/2, που όπως ϑα δειχϑεί στη συνέχεια
αποτελεί µια οϱιακή τοµή για την maximal ϕυλλοποίηση. Θα αναϹητήσουµε αϱχικά τέτοια διαµέϱιση
ώστε οι επιϕάνειες να χαϱακτηϱίϹονται από σταϑεϱό:

σ(t, r) = t− F (r) = constant ⇒ t = F (r) + σ (5.3.5)

Το µοναδιαίο κάϑετο διάνυσµα αυτής της υπεϱεπιϕάνειας είναι:

nµ = −N∇µσ = −N(1,−F ′) (5.3.6)

όπου N ένας παϱάγοντας κανονικοποίησης ώστε το διάνυσµα αυτό να είναι µοναδιαίο. Επίσης µε F ′

συµϐολίϹουµε την παϱαγώγιση F ′ = dF
dr

. Ως χϱονοειδές διάνυσµα πϱέπει να ικανοποιεί:

nµn
µ = N2

[
−
(
1− 2M

r

)−1

+

(
1− 2M

r

)
F ′2

]
= −1 ⇒ (5.3.7)

F ′2 =

(
1− 2M

r

)−2

−
(
1− 2M

r

)−1
1

N2
(5.3.8)

Ταυτόχϱονα επιϐάλουµε η τοµή να είναι maximal οπότε πϱέπει να ικανοποιείται η συνϑήκη:

K = −∇µn
µ = − 1√

|g|
∂µ

(√
|g|nµ

)
(5.3.9)

ή πιο συγκεκϱιµένα για τη Schwarzschild γεωµετϱία και για το nµ η εξίσωση αυτή δίνει:

0 =
1

r2
∂r

[
r2NF ′

(
1− 2M

r

)]
⇒ r2NF ′

(
1− 2M

r

)
= 0 (5.3.10)

όπου C µια σταϑεϱά. ΣυνδυάϹοντας τις (5.3.8) και (5.3.10) εξάγουµε τη σχέση για το N :

N =
1

r2
(
r4 − 2Mr3 + C2

)1/2 (5.3.11)

και εισάγοντας αυτό το αποτέλεσµα στην (5.3.8) λαµϐάνουµε:

F ′ = ± C

(1− 2M/r)
√
r4 − 2Mr3 + C2

(5.3.12)

∆εν πϱέπει να παϱαληϕϑεί πως το κάϑετο διάνυσµα n πϱέπει να δείχνει πϱος το µέλλον. Για r > 2M
χϱονική συντεταγµένη είναι ο χϱόνος Schwarzschild t, οπότε ανεξάϱτητα του πϱοσήµου του F ′, το
διάνυσµα είναι πϱοσανατολισµένο πϱος το µέλλον. Για r < 2M ωστόσο η χϱονική συντεταγµένη είναι
το r άϱα πϱέπει nr = NF ′ > 0. Πϱοϕανώς για r < 2M η έκϕϱαση F ′ είναι ϑετική για το αϱνητικό
πϱόσηµο.

ΥπενϑυµίϹεται πως για να µελετηϑεί σωστα ο χωϱόχϱονος Schwarzschild πϱέπει η διαµέϱιση και
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να αποϕεύγει την ιδιοµοϱϕία. Για να µην υπάϱχει σύγκϱουση µε την ιδιοµοϱϕία, οι τοµές πϱέπει
να έϱχονται από το άπειϱο, να εµϕανίϹουν µια ελάχιστη τιµή του r µέσα στο λαιµό της γέϕυϱας
Einstein-Rosen και µετά να συνεχίϹουν πϱος το άπειϱο του ασυµπτωτικά πανοµοιότυπου σύµπαντος.
Στο σηµείο αυτό πϱέπει F ′ = dt

dr
να απειϱίϹεται καϑώς οι τοµές στο σηµείο αυτό γίνονται εϕαπτόµενες

στις επιϕάνειες σταϑεϱού r. Εποµένως επόµενο ϐήµα είναι η µελέτη των πόλων της F ′. Ο απειϱισµός
της F ′ στο r = 2M οϕείλεται στη ιδιοµοϱϕία που παϱουσιάϹουν οι συντεταγµένες Schwarzschild σε
αυτή την τιµή του r, άϱα για να µποϱούν οι maximal τοµές να παϱουσιάϹουν τη συµπεϱιϕοϱά που
αναϕέϱϑηκε παϱαπάνω, πϱέπει η F ′ να παϱουσιάϹει πόλους εκτός του r = 2M . Με άλλα λόγια,
πϱέπει να έχει λύσεις το πολυώνυµο:

P (r) = r4 − 2Mr3 + C2 (5.3.13)

Η ακϱαία τιµή του πολυωνύµου υπολογίϹεται από:

P ′(r∗) = 4r3∗ − 6Mr2∗ = 2r2∗(2r∗ − 3M) = 0 ⇒ r∗ = 3M/2 (5.3.14)

το οποίο σχετίϹεται µε την οϱιακή maximal τοµή. Το πολυώνυµο εµϕανίϹεται σε αυτή την τιµή ελάχιστο
καϑώς για r > 0 το P ′(r, C) είναι αϱνητικό για τιµές r < r∗ και ϑετικό για r > r∗. Εποµένως, για να
µποϱεί το πολυώνυµο να έχει δυο ϑετικές ϱίϹες πϱέπει να ικανοποιεί:

P (3M/2) < 0 ⇒ 81M4

16
− 54M4

8
+ C2 < 0

C2 <
27M4

16
(5.3.15)

ΟνοµάϹουµε την µεγαλύτεϱη ϱίϹα rC . Καϑώς:

0 < C2 <
27M4

16
(5.3.16)

Για την τιµή C2 = 0 ο πόλος rC = 2M ενώ για όταν C2 → 27M4

16
η ϱίϹα του πολυωνύµου πϱοσεγγίϹει

r → r∗ =
3M
2

. Ολοκληϱώνοντας:

F (r, C) = −
∫ r

rC

C(
1− 2M

x

)√
P (x)

dx (5.3.17)

όπου το ολοκλήϱωµα στον πόλο r = 2M λαµϐάνεται υπό το πϱίσµα της µεϑόδου του Cauchy. Υπάϱχει
και µια δεύτεϱη οικογένεια λύσεων, όπου τα όϱια του ολοκληϱώµατος κυµαίνονται από το r = 0 στη
µικϱότεϱη ϱίϹα του πολυωνύµου, η οποία ωστόσο δεν µελετάται καϑώς χτυπά τη ϕυσική ιδιοµοϱϕία.

Οι maximal τοµές είναι πϱάγµατι οµαλές τον οϱίϹοντα και αυτό γίνεται ξεκάϑαϱο αν µελετήσουµε
τη µετϱική στη µοϱϕή Kerr-Schild. ΟϱίϹουµε τη συνάϱτηση:

H(r, C) := F (r, C) + 2M ln (r − 2M) (5.3.18)

η οποίο πϱάγµατι συνδέεται µε τον χϱόνο Eddigton-Finkelstein ως:

H(r, C) = t− σ + 2M ln (2M − r) = t̃− σ (5.3.19)
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Η συνάϱτηση H(r, C) οϱίϹεται οµαλά στον οϱίϹοντα γεγονότων καϑώς:

dH

dr
=

Cr − 2M

(r − 2M)
√
P (r)

(5.3.20)

και άϱα καϑώς πϱοσεγγίϹει τον οϱίϹοντα:

lim
r→2M

dH

dr
=

8M4

C2
− 1 (5.3.21)

Θεωϱούµε, τώϱα, µια αϱχική επιϕάνεια σ = 0. Υπάϱχουν δυο τϱόπου να εξαχϑούν τώϱα οι maximal
επιϕάνειες. Αν ϑεωϱηϑείC = 0, τότε σ = t = const.. Αυτές οι επιϕάνειες χαϱακτηϱίϹονται από σταϑεϱό
Schwarzschild χϱόνο t, και είναι πϱάγµατι maximal καϑώς Kij = 0, αϕού για τη Schwarzschild
µετϱική ∂tγij = 0 καϑώς και βi=0. Ωστόσο, αυτή η διαµέϱιση δεν αποτελεί µια καϑολική ϕυλλοποίηση
του χωϱόχϱονου. Εδώ η αϱχική επιϕάνεια πϱοωϑείται κατά µήκος των καµπυλών που γεννά το
διανυσµατικό πεδίο ξµ = (∂t)

µ. Στο r = rC η συνάϱτηση σ δεν είναι διαϕοϱίσιµη στο rC και άϱα
αποτελεί µονάχα µια τοπική ϕυλλοποίηση αϕού δεν ικανοποιείται στο σηµείο αυτό ο οϱισµός (2.7).
Η συνάϱτηση N λειτουϱγεί ως µια συνάϱτηση πϱοώϑησης του ∂t ως πϱος τη σ = 0. Επίσης από το
διάγϱαµµα Kruskal-Szekeres (5.3.2.1) καϑίσταται σαϕές πως οι επιϕάνειες τέµνονται στο (T,R) =
(0, 0). Η διαµέϱιση αυτή καλείται πεϱιττή καϑώς η συνάϱτηση N έχει τιµή 1 στο ένα άπειϱο και -1 στο
άλλο.

Ο τϱόπος διαµέϱισης που ϑα επιλεχϑεί τελικά αποϱϱέει µεταϐάλλοντας την παϱάµετϱο C. Για
τιµές της παϱαµέτϱου στο διάστηµα 0 < C < 3

√
3M2

4
, το µελλοντικό ήµισυ από το Kruskal-Szekeres

διάγϱαµµα ϕυλλοποιείται µε maximal τϱόπο για r > 3M/2. Ωστόσο αντί να επιλεγεί η παϱάµετϱος
C ως αυτή που ϑα οϱίϹει τις υπεϱεπιϕάνειες, επιλέγουµε αυτές απλά να χαϱακτηϱίϹονται από την
παϱάµετϱο αυτή αλλά να οϱίϹονται από τον ιδιόχϱονο που µετϱάται στο άπειϱο:

τ(C) = t∞(C) = F (∞, C) = −
∫ ∞

rC

C

(1− 2M/x) [P (x)]1/2
dx (5.3.22)

µε το κάϑετο διάνυσµα να οϱίϹεται ως:
nµ = −α∇µτ (5.3.23)

όπου α η συνάϱτηση lapse. ΕκϕϱάϹοντας το διανυσµατικό πεδίο ξ ως:

ξµ = Nnµ +Xµ, Xµnµ = 0 (5.3.24)

και καϑώς:
N = −nµξ

µ (5.3.25)

και
ξµ∇µτ =

∂τ

∂t
(5.3.26)

οι συναϱτήσεις N και α σχετίϹονται ως:

N = α
∂τ

∂t
(5.3.27)

Πιο συγκϱιµένα καλούµαστε να υπολογίσουµε το:

α = N
∂t

∂τ
= N

∂F

∂r
= N

∂F

∂C

dC

dτ
(5.3.28)
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Ο υπολογισµός του ∂F
∂C

αποτελεί µια χϱονοϐόϱα διαδικασία όπου παρουσιάζεται πλήϱης στο Παϱάϱτηµα
Β του [5]. Αυτό τελικά δίνεται ως:

∂F (r, C)

∂C
=

r2

2
(
r − 3M

2

)
[P (r)]1/2

− 1

2

∫ r

rC

x(x− 3M)(
x− 3M

2

)2
[P (x)]1/2

dx (5.3.29)

οπότε η συνάϱτηση lapse, χϱησιµοποιώντας και την έκϕϱαση του N (5.3.11), δίνεται ως:

α =
1

2

dC

dτ

[
1

r − 3M
2

[P (r)]1/2

r2
−
∫ r

rC

x(x− 3M)(
x− 3M

2

)2
[P (x)]1/2

dx

]
(5.3.30)

Τόσο η συνάϱτηση N όσο και η α είναι σϕαιϱικές λύσεις της maximal εξίσωσης:

(D2 −KijK
ij) = 0 (5.3.31)

απλά ενώ το N είναι αντισυµµετϱικό ως πϱος τον λαιµό r = rC , η συνάϱτηση α είναι συµµετϱική και
άϱα έχει τιµή +1 και στα δύο άπειϱα και για αυτό καλείται άϱτια συνάϱτηση lapse.

5.3.1 Μελέτη της συνάϱτησης α στο rC για µεγάλους χϱόνους τ

Καϑώς το C πϱοσεγγίϹει την οϱιακή τιµή 3
√
3M2/4, το rC πϱοσεγγίϹει την τιµή 3M/2 και το τ(C) το

άπειϱο. ΄Οπως ϕαίνεται και από την έκϕϱαση (5.3.30), η α οϱίϹεται κανονικότητα στο rC και µάλιστα
ισούται µε:

α(rC) =
dC

dτ

(
1

2δ

)
(5.3.32)

Αϱχικά οϱίϹουµε τη διαϕοϱά µεταξύ του rC και της ακϱαίας τιµής r = 3M/2 ως:

δ := rC − 3M

2
(5.3.33)

ενώ µετέπειτα οϱίϹουµε και τα αδιάστατα µεγέϑη:

δ̃ =
δ

M
, τ̃ =

τ

M
, C̃ =

C

M
(5.3.34)

όπου πιο αναλυτικά:
τ̃(δ̃) = −C̃

∫ ∞

δ̃+3/2

y

(y − 2) (y4 − 2y3 + C̃2)1/2
dy (5.3.35)

C̃ =

(
δ̃ +

3

2

)3/2(
1

2
− δ̃

)1/2

(5.3.36)

Για δ̃ → 0 το πολυώνυµο P (y) = y4 − 2y3 + C̃2 παϱουσιάϹει διπλή ϱίϹα y = 3/2 στο ελάχιστο.
Παϱοµοίως, µε µακϱούς υπολογισµούς που παϱουσιάϹονται στο [5], η λύση δίνεται ως:

τ̃(δ̃) = −Ω ln δ̃ + A+O(δ̃) (5.3.37)

όπου:

Ω =
3
√
6

4
≃ 1.8371 (5.3.38)

70



5.3. Maximal ∆ιαµέϱιση µιας Schwarzschild µελανής οπής

A =
3
√
6

4
ln
[
18
(
3
√
2− 4

)]
− 2 ln

[
3
√
3− 5

9
√
6− 22

]
≃ −0.2181 (5.3.39)

εποµένως µε ϐάση αυτά υπολογίϹουµε:

dτ̃

dC̃
=
dτ

dC
=
dτ

dδ

dδ

dC
≃

(
−3

√
6

4
· M
δ

)(
− 1√

2
√
6δ

)
=

3

4
√
2
· M
δ3/2

(4.2.39)

και τελικά η συνάϱτηση lapse στο r = rC υπολογίϹεται από την έκϕϱαση:

α(rC) ≃
2
√
2

3
· δ
M

≃ 2
√
2

3
exp

(
A

Ω

)
exp

(
− τ

ΩM

)
(5.3.40)

Από την έκφραση αυτή διαφαίνεται πως η συνάϱτηση lapse καταρρέει εκθετικά µε τον (κανονικοποιη-
µένο) χϱόνο καθώς οι υπερεπιφάνειες µέσα στον λαιµό προσεγγίζουν την οριακή επιϕάνεια r = 3M/2,
µε τη χϱονική κλίµακα της κατάρρευσης αυτής να δίνεται ως από το Ω ≃ 1.8371. Οι Smarr και
York [19] αντίστοιχα χρησιµοποιώντας αριθµητικές µεθόδους και πϱοϐλήµατα-µοντέλα υπολόγισαν
τη χϱονική κλίµακα αυτή ως ∼ 1.82.

5.3.2 Μελέτη της συνάϱτησης α στο r = 2M για µεγάλους χϱόνους τ

Ενδιαϕέϱουσα είναι και η µελέτη της συµπεριφοράς της συνάϱτησης lapse για µεγάλους χρόνους στον
ορίζοντα. Η µελέτη αυτή πραγµατοποιήθηκε από τους Riemann και Bruegmann [18] και παρουσιάζε-
ται συνοπτικά παϱακάτω. Από την έκφραση (5.3.30) ορίζουµε την ποσότητα:

KC(r) :=

∫ r

rC

x(x− 3M)

(x− 3M/2)2P (x)1/2
dx (5.3.41)

ενώ το dτ/dC οϱίϹεται ως:
dτ

dC
=
∂F (∞, C)

∂C
(5.3.42)

το οποίο από την (5.3.29) δίνεται ως:

∂F (∞, C)

∂C
= lim

r→∞

r2

2r
(
1− 3M

2r

)
r2 [1− 2M/r + C2/r4]1/2

− 1

2
KC(∞) = −1

2
KC(∞) (5.3.43)

εποµένως η συνάϱτηση lapse στον οϱίϹοντα δίνεται ως:

αr=2M = − 1

KC(∞)

[
2

M
− C

4M2
KC(2M)

]
. (5.3.44)

Τώϱα σκοπός είναι να µελετηϑεί η έκϕϱαση αυτή για µεγάλους χϱόνους. Για µεγάλους χϱόνους το
KC(∞) εκτινάσσεται στο άπειϱο ενώ η έκϕϱαση KC(2M) µποϱεί να εκϕϱαστεί ως [18]:

KC(2M) ≃ KC(∞) + η + O(δ2) (5.3.45)
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Σχήµα 5.3.2.1: Πεϱιττή και ΄Αϱτια συνάϱτηση lapse:Για πεϱιττό lapse οι τοµές είναι οι επιϕάνειες σταϑεϱού
Schwarzschild χϱόνου. Για άϱτιο lapse ϕαίνεται πως οι επιϕάνειες πλησιάϹουν η µια την άλλη στον λαιµό
οδηγώντας τη συνάϱτηση lapse να καταϱϱεύσει ενώ επεκτείνονται κανονικά στα δυο άπειϱα, µε τη συνάϱτηση
lapse να είναι ίση µε 1 και στα δύο. Το σχήµα αυτό είναι από το ϐιϐλίο του [1] αλλά είναι αποτέλεσµα της
µελέτης των [18].

όπου η σταϑεϱά η στη µελέτη αυτή µποϱεί να αγνοηϑεί. Εν τέλει πϱοσεγγιστικά η συνάϱτηση lapse
στον οϱίϹοντα για µεγάλους χϱόνους είναι:

αr=2M =
Clim

4M2
=

3
√
3

16
≈ 0.3248 (5.3.46)

Συνολικά, το παϱακάτω διάγϱαµµα απεικονίϹονται οι maximal διαµεϱίσεις του χωϱοχϱόνου για
πεϱιττό και άϱτιο lapse.
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Με τη χϱήση του 3+1 ϕοϱµλισµού, οι εξισώσεις του ϐαϱυτικού πεδίου γϱάϕτηκαν ως ένα πϱόϐληµα
Cauchy. Πϱοέκυψαν 4 εξισώσεις Πεϱιοϱισµού:

R +K2 −KijK
ij = 16πρ

Dj(K
ij − γijK) = 8πji

και 6 δυναµικές εξισώσεις για την χωϱική µετϱική και τον τανυστή εξωγενούς καµπυλότητας {γij, Kij}:

∂tγij = −2αKij +Diβj +Djβi

∂tKij = −DiDjα + α(Rij − 2Kk
jKik +KKij)

− 8πα(Sij −
1

2
γij(S − ρ)) + βkDkKij +KikDjβ

k +KkjDiβ
k

όπου εµϕανίϹονται και 4 ϐαϑµοί ελευϑεϱίας που σχετίϹονται µε την επιλογή των συναϱτήσεων {α, βi}
και συνιστούν ουσιαστικά επιλογή συνϑηκών ϐαϑµίδας που σχετίϹονται µε τις συντεταγµένες. Το
στοιχείο µήκους δίνεται συναϱτήσει των στοιχείων της χωϱικής µετϱικής και αυτών των συναϱτήσεων
ως:

ds2 = (−α2 + βiβi)dt
2 + 2βidtdx

i + γijdx
idxj

Η επιλογή των συνθηκών ϐαθµίδος καθορίζουν την διαµέριση και είναι κϱίσηµη για την επιτυχία της
προσοµοίωσης. Η γεωµετϱία της µελανής οπής Schwarzschild αποτελεί ιδανική επιλογή για µελέτη
και έλεγχο των εξισώσεν και των µεϑόδων διαµέρισης, καθώς η αναλυτική λύση είναι γνωστή. Πράγ-
µατι, λύνοντας τις εξισώσεις περιορισµού για την αρχική υπερεπιφάνεια για το κενό, και επιβάλλοντας
χϱονική και σϕαιϱική συµµετρία, επανακτείται η χωϱική µετϱική γραµµένη στις ισοτϱοπικές συντε-
ταγµένες:

dl2 =

(
1 +

M

2r̂

)4

(dr̂2 + r̂2dΩ)

όπου αντιστοιχεί στην υποπολλαπολότητα T = 0, όπου τα δυο ασυµπτωτικά επίπεδα σύµπταντα
ενώνονται µέσω της γέϕυϱας Einstein-Rosen στο λαιµό r = 2M .

Στη συνέχεια, µελετήϑηκε η επιλογή κατάλληλης διαµέρισης ώστε να ϕυλλοποιηθεί επαϱκώς
η πολλαπλότητα της µελέτης µας. Για αυτό αναϹητήσαµε κατάλληλη διαµέριση ώστε οι τοµές να
εισχωϱούν µέσα στον ορίζοντα και να µην διακόπτεται η διαµέριση εκεί αλλά και να µην υπάρχει
σύγκϱουση µε την ϕυσική ιδιοµορφία r = 0. H Γεωδαισιακή ∆ιαµέριση:

α = 1 βi = 0

αποδείχτηκε µια όχι καλή επιλογή καϑώς οι καµπύλες που γεννούνται από το κάϑετο διάνυσµα είναι
γεωδαισιακές, γεγονός που οδηγεί στη γϱήγοϱη σύγκλισή τους παϱουσίας ϐαϱυτικών πηγών και άϱα
και στη δηµιουϱγία ιδιοµοϱϕιών συντεταγµένων. Ακόµα, καϑώς ο ένας παϱατηϱητής αϱχικά σε ηϱεµία

73
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στον οϱίϹοντα r = 2M χϱειάϹεται χϱόνο t = πM για να συγκϱουστεί µε την ϕυσική ιδιοµοϱϕία, τόσο
είναι και ο χϱόνος όπου ο κώδικας ϑα καταϱϱεύσει ϑεωϱώντας αϱχικά δεδοµένα στις ισοτϱοπικές
συντεταγµένες. Εν αντιϑέσει, η Maximal ∆ιαµέϱιση αποϕεύγει την σύγκϱουση µε την πολλαπλότητα
και ακόµα οι τοµές είναι οµαλές στον οϱίϹοντα. Ουσιαστικά, µε επιϐολή της maximal συνϑήκης
K = 0, η συνάϱτηση lapse δίνεται από την ελλειπτική εξίσωση:

D2α = α[KijKij + 4π(ρ+ S)]

Για την µετϱική Schwarzschild µποϱεί να παϱαχϑούν διαφορετικές οικογένειες maximal διαµερίσεων.
Στην ανάλυση αυτή µελετήϑηκαν δυο περιπτώσεις για διαφορετικές οριακές συνθήκες: οι λύσεις που
αντιστοιχούν σε πεϱιττή συνάϱτηση lapse όπου στο ένα άπειϱο λαµβάνει τιµή +1 ενώ στο άλλο -1 και
σε αυτές που αντιστοιχούν σε άρτια συνάϱτηση lapse όπου και στα δυο άπειϱα έχει την τιµή +1. Με
την πεϱιττή επιλογή λαβάνονται επιϕάνειες σταθερού Schwarzschild χρόνου, αλλά η διαµέριση αυτή
αποτελεί µια τοπική ϕυλλοποίηση και δεν προτιµάται. Η άρτια πεϱίπτωση ελέγχϑηκε αναλυτικά και
αποδείχϑηκε πως προσφέρει µια καλή διαµέριση καθώς η συνάϱτηση lapse στο λαιµό ϕϑίνει εκθετικά
καθώς προσεγγίζεται οριακή επιϕάνεια r = 3M/2:

α(rC) ≃
2
√
2

3
· δ
M

≃ 2
√
2

3
exp

(
A

Ω

)
exp

(
− τ

ΩM

)
. (6.0.1)

Η maximal διαµέριση προσφέρει πολλά πλεονεκτήµατα, µε κυϱιότεϱο περιορισµό της να αποτελεί
ο υπολογιστικός χϱόνος που απαιτείται για τη λύση µιας ελλειπτικής εξίσωσης [1]. Η µελέτη της
µετϱικής Schwarzschild µέσα από το πϱίσµα του 3+1 ϕορµαλισµού είναι ιδιαίτερα σηµαντική για την
κατανόηση της Αριθµητικής Σχετικότητας αλλά και για τον έλεγχο των κώδικων που χρησιµοποιούν-
ται.Η πεϱαιτέϱω ανάπτυξη αυτής της ερευνητικής ποϱείας οδηγεί ϕυσικά σε πιο πολύπλοκα αστρο-
ϕυσικά συστήµατα, όπως η συγχώνευση µελανών οπών και η παραγωγή ϐαρυτικών κυµάτων | ϕαινό-
µενα για τα οποία δεν είναι εϕικτή η αναλυτική επίλυση των εξισώσεων Einstein. Η Αριθµητική
Σχετικότητα ήταν αυτή που µάλιστα έδωσε τις προβλέψεις των κυµατοµορφών τις οποίες µετά πειρά-
µατα όπως τα LIGO και VIRGO παϱαϱατήσαν. Το γεγονός πως ακόµα και για ένα αστροφυσικό
σύστηµα η αναλυτική λύση του οποίου είναι γνωστή, η περιγραφή του µέσα από την Αριθµητική
Σχετικότητα δεν είναι καθόλου τετριµµένη καταδεικνύει πως αποτελεί ένα απαιτητικό κλάδο της έρε-
υνας όπου πέϱα την ϐαθειάς µαθηµατικής κατανόησης απαιτείται και ο έλεγχος της υπολογιστικής
ευστάθειας και ακϱίϐειας των εξισώσεων και των µεϑόδων που παράγονται. Χωϱίς καµία αµφιβολία, η
ερευνητική αυτή κατεύϑυνση διανοίγει προοπτικές για ϐαθύτερη κατανόηση των αστροφυσικών συστη-
µάτων και είναι το µέσο οι επιστήµονες να ϕθάσουν εκεί που το ανθρώπινο χέϱι και µολύϐι αδυνατεί
να ϕθάσει.
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