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1 Θεωρία βαθμωτού πεδίου

1.1 Φορμαλισvμός

1.1.1 Συμβολισvμός εσvωτερικού γινομένου πεδίων

Για κάθε πεδίο φ και ψ σvυμβολίζουμε το εσvωτερικό γινόμενο σvυνοπτικά ως

〈ψ|φ〉 ≡
ˆ
X

ddimXx〈ψ|x〉〈x|φ〉, (1.1.1)

όπου για κάθε πεδίο φ, η αναπαράσvτασvη θέσvης σvυμβολίζεται με φ(x) ≡ 〈x|φ〉. Ο σvυμβολισvμός αυτός σvέβεται τις ιδιότητες
του εσvωτερικού γινομένου πεδίων 〈·|·〉 με πιο χαρακτηρισvτική από όλες την 〈φ|x〉 ≡ φ†(x).

Για κάθε ερμητιανό τελεσvτή πεδίων A (A = A† ή 〈Aψ|φ〉 ≡ 〈ψ|A†φ〉 = 〈ψ|Aφ〉) έχει νόημα ο σvυμβολισvμός

〈ψ|A|φ〉 ≡
ˆ
X

ddimXx

ˆ
X

ddimXy〈ψ|y〉〈y|A|x〉〈x|φ〉. (1.1.2)

Παρ’ όλη την ομοιότητα με το φορμαλισvμό Dirac δε θα γράφουμε ποτέ μεμονωμένα bra ή ket σvύμβολα σvε ότι αφορά τα
πεδία καθεαυτά. Ο μετασvχηματισvμός Fourier εξακολουθεί και μπορεί να γράφεται

〈p|φ〉 =

ˆ
X

ddimXx〈p|x〉〈x|φ〉, (1.1.3)

όπου 〈x|p〉 ≡ exp(ıpαxα) είναι ο πυρήνας μετασvχηματισvμού Fourier.

Από ιδιότητες του μετασvχηματισvμού Fourier, για παράδειγμα αυτή της σvυνέλιξης

〈x|φψ〉 = 〈x|φ〉〈x|ψ〉 ενώ 〈p|φψ〉 = 〈p|φ〉 ∗ 〈p|ψ〉, (1.1.4)

αναδεικνύεται πως το νόημα που δίνεται σvτο περιεχόμενο του σvυμβολισvμού 〈·|·〉 εξαρτάται από την αναπαράσvτασvη σvτην
οποία αναγράφεται ή αναπτύσvσvεται όταν αυτή δεν περιλαμβάνεται.

Το σvύμβολο της σvυνάρτησvης δέλτα του Dirac προκύπτει με σvυνεπή τρόπο ως 〈x|y〉 ≡ δ(x− y), αφού σvτην ορολογία τη
σvυναρτησvιακής ανάλυσvης η δέλτα σvυνάρτησvη είναι όντως η αναπαράσvτασvη σvτη θέσvη της... θέσvης,

〈x|φ〉 ≡ φ(x) =

ˆ
X

ddimXyδ(x− y)φ(y) ≡
ˆ
X

ddimXx〈x|y〉〈y|φ〉, (1.1.5)

το οποίο είναι σvε απόλυτη σvυμφωνία με τον υιοθετημένο φορμαλισvμό.

Στην περίπτωσvη των πραγματικών πεδίων το εσvωτερικό γινόμενο είναι τετριμμένο, επομένως το σvύμβολο 〈·|·〉 μπορεί να
επεκταθεί σvε ένα γενικό σvύμβολο 〈· · · 〉 ολοκλήρωσvης ως προς την επιθυμητή αναπαράσvτασvη του (κατάλληλα ερμηνευό-
μενου) περιεχομένου. Στην αναπαράσvτασvη θέσvης που χρησvιμοποιείται αποκλεισvτικά σvε αυτήν την εργασvία, για κάθε O
σvυνάρτησvη πεδίων,

〈O(φ)〉 ≡
ˆ
X

ddimXxO(φ(x)) (1.1.6)

Γράφοντας 〈ψ|φ〉 = 〈ψ†φ〉 ο σvυμβολισvμός αυτός μπορεί να επεκταθεί σvε τυχούσvας άλγεβρας πεδία.
Εφίσvταται προσvοχή διότι, δεν είναι όλα τα σvύμβολα 〈· · · 〉 αναλλοίωτα αναπαράσvτασvης. Πιο σvυγκεκριμένα το αποτέλεσvμα
της ολοκλήρωσvης είναι αναλλοίωτο της αναπαράσvτασvης όταν αυτή τελείται κατά ζεύγη μεταβλητών, όπως σvε όλα τα
παραδείγματα που ακολουθούν για φ ∈ R.
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1 Θεωρία βαθμωτού πεδίου

continuum/thermodynamic limit notation lattice regularization

φ(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈x|φ〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . φx
φ†(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈φ|x〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . φ†x

A = A†ˆ
dNxψ†(x)φ(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ˆ
dNx = 〈ψ|x〉〈x|φ〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . `N

∑
x

ψ†xφx

A(x, y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈x|A|y〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . `−NAxyˆ
dNzA(x, z)B(z, y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ˆ
dNz〈x|A|z〉〈z|B|y〉 = 〈y|A|B|x〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . `−N

∑
z

AxzBzy

ˆ
dNx

ˆ
dNyψ†(x)A(x, y)φ(y) . . . . . . . . .

ˆ
dNx

ˆ
dNy〈ψ|x〉〈x|A|y〉〈y|φ〉 = 〈ψ|A|φ〉 . . . . . . . . . `N

∑
x

∑
y

ψ†xAxyφy

δ(x− y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈x|y〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . `−Nδxy
φ ∈ Rˆ

dNxf(φ(x)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(φ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . `N
∑
x

f(φx)

ˆ
dNxψ(x)φ(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈ψφ〉 = 〈ψ|φ〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . `N

∑
x

ψxφx

ˆ
dNx

ˆ
dNyψ(x)A(x, y)φ(y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈〈ψAφ〉〉 = 〈ψ|A|φ〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . `N

∑
x

∑
y

ψxAxyφy

ˆ
dNx

ˆ
dNyψ(x)A(y, y)φ(x) . . . . . . . . . . . . . . 〈A〉〈ψφ〉 = 〈〈A〉ψφ〉 = 〈ψ〈A〉φ〉 = 〈ψφ〈A〉〉 = 〈ψφ〉〈A〉 . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . 〈A〉〈ψ|φ〉 = 〈〈A〉ψ|φ〉 = 〈ψ〈A〉|φ〉 = 〈ψ|〈A〉φ〉 = 〈ψ|φ〈A〉〉 = 〈ψ|φ〉〈A〉 . . . . . . . . . . . . `N
∑
x

∑
y

ψxAyyφx

ˆ
dNxφ(x)A(x, x)ψ(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈φAψ〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑
x

ψxAxxφx

ˆ
dNxA(x, y)φ(y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈A(x)φ〉 = 〈x|A|φ〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑
y

Axyφy

ˆ
dNxA(x, x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈A〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑
x

Axx

ˆ
dNx

ˆ
dNyA(x, y)B(y, x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈〈AB〉〉 = 〈A‖B〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑
x

∑
y

AxyByx

ˆ
dNx

ˆ
dNyA(x, x)B(y, y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈A〈B〉〉 = 〈A〉〈B〉 = 〈〈A〉B〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑
x

∑
y

AxxByy

ˆ
dNx

ˆ
dNyA(x, x)B(x, x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈AB〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . `−N

∑
x

AxxBxx

ˆ
dNzA(x, z)B(z, y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈A(x)B(y)〉 = 〈x|A|B|y〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . `−N

∑
z

AxzBzy

∂

∂τ
F [φ(τ)] =

∂

∂τ

〈
φ(τ)

δ

δφ(τ)

〉
F [φ(τ)]

ˆ
dNx

∂

∂τ
φ(x, τ)

δ

δφ(x, τ)
F [φ(τ)] . . . . . . . . . . . .

〈
∂

∂τ
φ(τ)

δ

δφ(τ)
F [φ(τ)]

〉
. . . . . . . . . . . . `N

∑
x

∂

∂τ
φx(τ)

δ

δφx(τ)
F [φ(τ)]
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1.2 Διαδότες (σvυναρτήσvεις Green)

1.2 Διαδότες (σvυναρτήσvεις Green)

Μια θεωρία (πραγματικού) βαθμωτού πεδίου φ μεταφρασvμένη σvτον ευκλείδειο χωροχρόνο ορίζεται αποκλεισvτικά από τις
σvυναρτήσvεις σvυσvχετισvμού n σvημείων (ή σvυναρτήσvεις Green) 〈φ†(y1) · · ·φ†(ym)(φ(x1) · · ·φ(xn)〉, οι οποίες υπολογίζονται
μέσvω του σvυναρτησvιακού της δράσvης〈∣∣∣∣∣

n∏
i=1

〈xi|φ〉
m∏
j=1

〈φ|yj〉
∣∣∣∣∣
〉
≡ 1

Z

ˆ
Dφ exp(−S[φ])

n∏
i=1

φ(xi)

m∏
j=1

φ†(yj), (1.2.1)

Z ≡
ˆ
Dφ exp(−S[φ]), (1.2.2)

είναι η σvυνάρτησvη επιμερισvμού (ορολογία δανεισvμένη από την αναλογία ευκλείδειας κβαντικής θεωρίας πεδίου με τη σv-
τατισvτική μηχανική).1 Η γραφή αυτή είναι καθαρά φορμαλισvτική, καθώς ούτε η σvυνάρτησvη επιμερισvμού, ούτε οποιοδήποτε
path integral γενικά δεν είναι καλά ορισvμένο (άπειρο), αλλά μόνο ο σvυνδυασvμός τους για την παραγωγή αναμενόμενων
τιμών για το τυχόν μέγεθος O είναι καλά ορισvμένος,

〈|O[φ]|〉 ≡ 1

Z

ˆ
DφO[φ] exp(−S[φ]). (1.2.3)

Για μια κλασvσvική πηγή ξ ορίζεται η γεννήτρια σvυνάρτησvη,

Z[ξ] ≡
〈∣∣∣∣ exp

(
1

2
(〈ξ|φ〉+ 〈φ|ξ〉)

)∣∣∣∣〉 =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

n∏
i=1

m∏
j=1

1

ij

ˆ
X

ddimXxi

ˆ
X

ddimXyj〈ξ|xi〉
〈∣∣∣∣∣

n∏
i=1

〈xi|φ〉
m∏
j=1

〈φ|yj〉
∣∣∣∣∣
〉
〈yj |ξ〉,

(1.2.4)
Εναλλακτικά οι σvυναρτήσvεις Green μπορούν να γραφούν ως σvυναρτησvιακές παράγωγοι της γεννήτριας κατανομής.〈∣∣∣∣∣

n∏
i=1

〈xi|φ〉
m∏
j=1

〈φ|yj〉
∣∣∣∣∣
〉

=
δn+m

m∏
j=1

δ〈yj |ξ〉
n∏
i=1

δ〈ξ|xi〉
Z[0] ≡

m∏
j=1

δ

δ〈yj |ξ〉
n∏
i=1

δ

δ〈ξ|xi〉
Z[0]. (1.2.5)

1.3 Θεωρία βαθμωτού πεδίου σvε πλέγμα (ομαλοποίησvη)

Η πλεγματοποίησvη του (Ευκλείδειου) χωροχρόνου αποτελεί ένα μηχανισvμό ομαλοποίησvης μιας (οποιαδήποτε γενικά)
κβαντικής θεωρίας πεδίου, προς πρότυπο μη διαταρακτικής επανακανονικοποίησvης της εν’ λόγω θεωρίας.

Δύο όρια του πλέγματος οδηγούν σvτην κλασvσvική θεωρία:

όριο σvυνεχούς ` −→ 0

Στο όριο του σvυνεχούς, η θεωρία ορισvμένη πάνω σvτο πλέγμα οφείλει να σvυγκλίνει σvτη θεωρία του σvυνεχούς που
μελετάται, διαφορετικά δε πρόκειται εξ’ ορισvμού για ομαλοποίησvη της εν’ λόγω θεωρίας.

Αξιοσvημείωτο είναι το γεγονός ότι η πλεγματική ομαλοποίησvη επιτρέπει το σvαφή ορισvμό του διαφορετικά φορμαλισvτικού

μέτρου ολοκλήρωσvης διαδρομών,

Dφ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∏
x

dφx

θερμοδυναμικό όριο Ω −→∞
Στο θερμοδυναμικό όριο, η θεωρία ορισvμένη πάνω σvτο πλέγμα απαλλάσvσvεται από τεχνητά φαινόμενα πεπερασvμένου
μεγέθους πλέγματος (finite size effects).
1
Η σvυνάρτησvη επιμερισvμού σvτη κβαντική θεωρία πεδίου είναι σvυνάρτησvη των παραμέτρων της δράσvης.
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1 Θεωρία βαθμωτού πεδίου

Το πεπερασvμένο των διασvτάσvεων του πλέγματος επιτρέπει τον αριθμητικό υπολογισvμό σvτοιχείων της θεωρίας (γεννή-
τρια σvυνάρτησvη) και υπολογισvτικό χειρισvμό της θεωρίας καθεαυτής μέσvω εξομοιώσvεων, με κόσvτος τα τεχνητά αυτά
φαινόμενα, τα οποία αντιμετωπίζονται με βάθμισvη σvτο πεπερασvμένο πλέγμα, προσvεγγίζοντας το θερμοδυναμικό όριο.
Τα φαινόμενα πεπερασvμένου μεγέθους πλέγματος ελαχισvτοποιούνται για δεδομένο μέγεθος πλέγματος με κατάλληλη

επιλογή σvυνοριακών σvυνθηκών.

1.3.1 Το πλέγμα LN(`), Λ

΄Ενα πεπερασvμένο πλέγμα Lτετραγωνικής διάταξης διακριτοποίησvης του ευκλείδειου χωροχρόνου X ορίζεται από μια
πλεγματική σvταθερά μήκους ` (διασvτάσvεων m−1) η οποία αντιπροσvωπεύει το μήκος των σvυνδέσvμων των σvημείων του
πλέγματος και το μέγεθός του, το οποίο εκφράζεται από φυσvικούς (Nµ)dimX

µ=1 , όπου dimX είναι η διάσvτασvη του χωρο-
χρόνου X. Δηλαδή ο σvυνολικός αριθμός των σvημείων του πλέγματος είναι

N =

dimX∏
µ=1

Nµ. (1.3.1)

Κατ’ επέκτασvη οι διασvτάσvεις μήκους του πλέγματος δίνονται από τα (Lµ)dimX
µ=1 με Lµ = `Nµ ∀µ ∈ NdimX .

Τότε ορίζεται ο (διασvτατικός) όγκος του πλέγματος

Ω =

dimX∏
µ=1

Lµ = `N (1.3.2)

Τυπικά το πλέγμα αποτελείται από τα σvημεία του σvαν σvύνολο

LΩ(`) ≡ {x|nµ = `−1xµ ∈ ZNµ ,∀µ ∈ NdimX}, (1.3.3)

και τους σvυνδέσvμους των ως τοπολογία του σvυνόλου,

Λ ≡ {〈xy〉} = {(xy)|‖x− y‖ ≤ `} ⊆ LΩ(`)× LΩ(`). (1.3.4)

Η αναπαράσvτασvη του τυχόντος πεδίου φ ως προς την πλεγματική θέσvη παραμένει 〈x|φ〉 ≡ φ(x) όπου τώρα x ∈ L.

1.3.1.1 εσvωτερικό γινόμενο 〈·|·〉 σvτο πλέγμα

Το εσvωτερικό γινόμενο πεδίων γίνεται σvτο πλέγμα

〈φ|ψ〉 =

ˆ
L
ddimXx〈φ|x〉〈x|ψ〉 −→

∑
n

`dimXφ†nψn =

ˆ
L
`dimXx〈φ|x〉〈x|ψ〉, (1.3.5)

όπου n = `−1x οι ακέραιες σvυντεταγμένες του πλέγματος.

Το άθροισvμα πάνω σvτις πλεγματικές θέσvεις σvτο εξής αναπαρίσvταται με ένα σvύμβολο ολοκληρώματος

ˆ
X

(ddimLx) −→
∑
n

`dimX ≡
ˆ
L
(`dimXx), (1.3.6)

το οποίο αναδεικνύει καλύτερα αυτό που αντιπροσvωπεύει σvτο σvυνεχές-θερμοδυναμικό όριο. Η σvταθερά όγκου `dimX

με την οποία κανονικά κάνουμε πράξεις σvτο διακριτό-πεπερασvμένο άθροισvμα της (1.3.6) αν ενσvωματωθεί σvτα κατάλληλα
σvύμβολα επιτρέπει την αυτοσvυνεπή χρήσvη του σvυμβόλου ολοκληρώματος, με τη σvταθερά όγκου να είναι παρούσvα, μαζί
όμως με την μεταβλητή ολοκλήρωσvης η οποία εν προκειμένω είναι η πλεγματική θέσvη x.

Συγκεκριμένη η σvυνάρτησvη δέλτα δεν μεταφέρεται αδιάσvτατη σvτο πλέγμα, αλλά 〈x|y〉 −→ `− dimXδxy,
έτσvι ώσvτε να διατηρηθούν όλες οι ιδιότητες της σvτα ολοκληρώματα πλέγματος όπως θα ονομάζονται σvτο εξής τα

αθροίσvματα πλέγματος.
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1.3 Θεωρία βαθμωτού πεδίου σvε πλέγμα (ομαλοποίησvη)

1.3.1.2 τελεσvτές παραγώγου σvτο πλέγμα

Παρατηρούμε πως η αναπαράσvτασvη 〈x|A|y〉 τελεσvτή πεδίων A αποκτάει μορφή πίνακα σvτο πλέγμα και επομένως ο
υπολογισvμός διαδοτών σvτο πλέγμα ανάγεται σvε αντισvτροφή πινάκων που αντιπροσvωπεύουν τους τελεσvτές που ανακύπτουν

σvτις εξισvώσvεις κίνησvης μιας θεωρίας πεδίου.

Παράγωγος πεδίου προς όλες τις κατευθύνσvεις (πρόσvθια . και οπίσvθια / παράγωγος):

〈x| .µ φ〉 ≡ `−1(〈x+ `∂µ|φ〉 − 〈x|φ〉) = 〈x|`−1(exp(+`∂µ)− 1)φ〉, (1.3.7)

〈x| /µ φ〉 ≡ `−1(〈x− `∂µ|φ〉 − 〈x|φ〉) = 〈x|`−1(exp(−`∂µ)− 1)φ〉, (1.3.8)

όπου ∂µ σvυνισvτά το μοναδιαίο διάνυσvμα κατά την κατεύθυνσvη που αντιπροσvωπεύει ο δείκτης µ.2

Αναπτύσvσvοντας σvτην αναπαράσvτασvη θέσvης και αντικαθισvτώντας από (1.3.7),

〈.µφ|ψ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈.µφ|x〉〈x|ψ〉 =

ˆ
L
`dimXx`−1〈φ|x+ `∂µ〉〈x|ψ〉+

ˆ
L
`dimXx`−1〈φ|x〉〈x|ψ〉. (1.3.9)

Θεωρώντας πως η ολοκλήρωσvη κινείται περιοδικά σvτο πλέγμα είναι δυνατή η αλλαγή μεταβλητής x→ x− `∂µ,ˆ
L
`dimXx`−1〈φ|x+ `∂µ〉〈x|ψ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈φ|x〉`−1〈x− `∂µ|ψ〉. (1.3.10)

Αντικαθισvτώντας,
ˆ
L
`dimXx〈φ|x〉`−1〈x− `∂µ|ψ〉 −

ˆ
L
`dimXx〈φ|x〉`−1〈x|ψ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈φ|x〉〈x| /µ ψ〉 = 〈φ| /µ ψ〉, (1.3.11)

δηλαδή 〈.µφ|ψ〉 = 〈φ| /µ ψ〉.
Ορίζεται ο πλεγματικός τελεσvτής d’ Alambert 2 ≡ δµν /µ .ν , από όπου άμεσvα προκύπτει πως 〈.µφ| .µ φ〉 = 〈φ|2|φ〉.
Η μορφή της δράσvης του τελεσvτή 2 σvτο φ είναι,

〈x|2φ〉 = 〈x|/µ .µφ〉 = `−1(〈x− `∂µ|.µψ〉−〈x|.µψ〉) = `−1(`−1(〈x|φ〉−〈x− `∂µ|φ〉)− `−1(〈x+ `∂µ|φ〉−〈x|φ〉)) =

= `−2
dimL∑
µ=1

(2〈x|φ〉 − 〈x+ `∂µ|φ〉 − 〈x− `∂ν |φ〉) = 2`−2
dimL∑
µ=1

〈x|(1− cosh(`∂µ))φ〉. (1.3.12)

1.3.2 Συνοριακές σvυνθήκες πεπερασvμένου πλέγματος

00 01 02 03 04

10 11 12 13 14

20 21 22 23 24

30 31 32 33 34

40 41 42 43 44

(a) σvυντεταγμένες

00 01 02 03 04

05 06 07 08 09

10 11 12 13 14

15 16 17 18 19

20 21 22 23 24

(b) θέσvεις μνήμης

Table 1.3.1: δεικτοδότησvη πλέγματος

Σε ότι ακολουθεί έχει γίνεται διάκρισvη μεταξύ δύο τρόπων δεικ-

τοδότησvης της πλεγματικής θέσvης (σvχήμα 1.3.1): κανονική κατά σvυν-
τεταγμένες (σvχήμα 1.3.1a) και σvειριακή κατά θέσvη αποθήκευσvης σvτη
μνήμη (σvχήμα 1.3.1b).

1.3.2.1 standard boundary conditions

Κάθε πλεγματική θέσvη σvυνδέεται με τη γειτονική της σvε κυβική διάταξη

εκτός κι αν αυτή βρίσvκεται σvτο σvύνορο οπότε και απουσvιάζει ο σvύνδεσv-

μος μη-παράλληλος σvτους σvυνδέσvμους που οδηγούν σvε γειτονικές σvυνο-
ριακές πλεγματικές θέσvεις. Είναι η πιο αθώα επιλογή καθώς εισvάγει
σvημαντικά σvφάλματα πεπερασvμένου πλέγματος.

Θα αναφερόμασvτε σvτον προαναφερθέντα σvύνδεσvμο του σvυνόρου ως τον

χαμένο σvύνδεσvμο, γιατί σvτις καθιερωμένες σvυνοριακές σvυνθήκες αυτός δεν υπάρχει εξ’ ορισvμού όμως σvε άλλες επιλογές
αυτός ανακτάται.
2
Εδώ ήδη χρησvιμοποιείται διαφορετικό σvύμβολο για την διακριτή παράγωγο, επομένως υπάρχει ελευθερία χρήσvης του σvυμβόλου ∂µ της
διαφορικής γεωμετρίας για το διανυσvματικό πεδίο των σvυντεταγμένων του πλέγματος σvτη προκειμένη περίπτωσvη.
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1 Θεωρία βαθμωτού πεδίου

1.3.2.2 periodic boundary conditions

Κάθε σvυνοριακή πλεγματική θέσvη σvυνδέεται μέσvω της τοπολογίας Λ με την πλεγματική θέσvη που βρίσvκεται ακριβώς
απέναντί της σvτο αντίθετο σvύνορο σvτην κατεύθυνσvη του χαμένου σvυνδέσvμου σvτις καθιερωμένες σvυνοριακές σvυνθήκες.
Η τοπολογία ενός τέτοιου πλέγματος είναι τοροειδής. ΄Οπως και φαίνεται σvτο σvχήμα 1.3.2, βολική είναι η δεικτοδότησvη
σvε σvυντεταγμένες xµ, όπου η σvυνοριακή σvυνθήκη γίνεται

L(x) = L(x+ nLµ∂µ), ∀n ∈ Z. (1.3.13)
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Table 1.3.2: περιοδικές σvυνοριακές σvυνθήκες

1.3.2.3 helicoid boundary conditions

Τροποποιούμε τις περιοδικές σvυνθήκες ώσvτε ο χαμένος σvύνδεσvμος να σvυνδέει κάθε σvυνοριακή πλεγματική θέσvη με αυτήν

η οποία βρίσvκεται απέναντί της, μόνο μετατοπισvμένη κατά ένα «πλεγματικό βήμα» προς μια από τις άλλες κατευθύνσvεις
κατά μήκος του αντίθετου σvυνόρου.

Η τοπολογία είναι και πάλι τοροειδής αλλά με μετατόπισvη σvτη μία κατεύθυνσvη, αλλάζοντας την από παραλληλόγραμμη
σvε ελικοειδή πάνω σvτον τόρο. (σvχήμα 1.3.3)

΄Οπως είναι κατανοητό, εδώ βολική είναι η δεικτοδότησvη σvε θέσvεις μνήμης, και η σvχετική σvυνοριακή σvυνθήκη γίνεται

L(χ) = L

(
χ+

∑
n

∂µn

µn∏
µ=1

Lµ

)
, ∀n ∈ N και ∀(µn)n∈N ∈ NN. (1.3.14)

Δεν αλλάζει κάτι ουσvιασvτικό σvε σvχέσvη με τις περιοδικές σvυνοριακές σvυνθήκες, εκτός του ότι είναι πιο αποδοτικές σvε
θέματα χρήσvης μνήμης, αφού η τοπολογία του πλέγματος τότε υπολογίζεται δυναμικά και σvυνεχώς αντί να αποθηκευτεί
μια φορά σvτη μνήμη. Αυτό σvημαίνει πως γλιτώνουμε μνήμη, σvε βάρος όμως υπολογισvτικού χρόνου, μια αντιμετώπισvη
ιδιαίτερα γρήγορη όταν πρόκειται για αρκετά μεγάλα πλέγματα τα οποία δε μπορούν να σvυγκρατηθούν σvτη μνήμη.
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1.3 Θεωρία βαθμωτού πεδίου σvε πλέγμα (ομαλοποίησvη)
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05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14

20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

(a) block διαμέρισvη κατά πλέγματα

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14

20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14

20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14

20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14

20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14

20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

(b) σvειριακή διαμέρισvη κατά θέσvεις μνήμης

Table 1.3.3: ελικοειδείς σvυνοριακές σvυνθήκες
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1 Θεωρία βαθμωτού πεδίου

1.4 Discrete Fourier Transform

∀|φ〉 ∈ FL
έχει νόημα η αναπαράσvτασvη Fourier του πεδίου

〈p|φ〉 ≡
ˆ
L
`dimXx〈p|x〉〈x|φ〉 και 〈x|φ〉 ≡

ˆ
L†
%dimXp〈x|p〉〈p|φ〉, (1.4.1)

με πυρήνα

〈x|p〉 :≡ exp(ı2πxλpλ), (1.4.2)

όπου xλ = `nλ και pλ = δλµν%µkν ∀nλ, kλ ∈ ZNλ ∀λ ∈ NdimL, οπότε και `%λ = N−1
λ ή %λ = L−1

λ , Fλ = δλµν%µNν .
Το μέτρο ολοκλήρωσvης γίνεται (`%)dimX = N−1 ⇐⇒ %dimX = Ω−1.

Ο αντίσvτροφος του διακριτού μετασvχηματισvμού Fourier είναι κι αυτός διακριτός σvε σvυνέπεια με το γεγονός ότι ο χώρος
Hilbert είναι πεπερασvμένης διάσvτασvης, πέρα από την πληρότητα και ύπαρξη ορθοκανονικής βάσvης σvτους χώρους Hilbert
γενικότερα.

Για κάθε ορθοκανονική βάσvη |φ〉 ∈ FL×L(ϕ)
σvτον χώρο FL

των βαθμωτών πεδίων με |φ(a)〉 ∈ FL(ϕ), ∀a ∈ L
πάνω σvτο πεπερασvμένο πλέγμα L, ορίζεται η αναπαράσvτασvη 〈φ|ψ〉 ∈ F του τυχόντος βαθμωτού πεδίου |ψ〉 ∈ FL,

|ψ〉 =

ˆ
L
`dimXa|φ(a)〉〈φ(a)|ψ〉 ≡

ˆ
L(ϕ)

ϕdimXφ|φ〉〈φ|ψ〉, (1.4.3)

όπου οι αντίσvτοιχες παράμετροι δομής του πλέγματος είναι

ϕµ(a) = `
∂

∂aµ
φ(a) με αντίσvτοιχο μέτρο ϕdimL(a) = `dimX

dimL∏
µ=1

ϕµ(a), (1.4.4)

όταν το πλέγμα απεικονισvτεί μέσvω της απεικόνισvης φ : L −→ FL : x 7−→ φ(x) των σvημείων του x ∈ L, σvτο L(ϕ).

Οι διαδότες 2 σvημείων διέπονται από σvυμμετρία μεταφοράς 〈|〈x|φ〉〈φ|y〉|〉 ≡ G(x− y), επομένως

〈p|G〉 =

ˆ
L
`dimX(x− y)〈p|x− y〉G(x− y) και G(x− y) =

ˆ
L†
%dimXp〈x− y|p〉〈p|G〉. (1.4.5)

Ο διακριτός μετασvχηματισvμός Fourier (όπως και κάθε μετασvχηματισvμός από μία αναπαράσvτασvη σvτην άλλη) αποτελεί
αυτομορφισvμό (bijection) του χώρου FL, έχει δηλαδή εκτός των άλλων, καλά (διπλά) ορισvμένο αντίσvτροφο, με σvυνέπεια
όλες οι ιδιότητες που ισvχύουν μετασvχηματίζοντας από την |x〉 σvτην |p〉 αναπαράσvτασvη να ισvχύουν σvυμμετρικά, με τις
κατάλληλες τροποποιήσvεις κάθε φορά, και για τον αντίσvτροφο μετασvχηματισvμό. Ως εκ’ τούτου όλες οι ιδιότητες του
μετασvχηματισvμού αποδεικνύονται σvε μία κατεύθυνσvη μόνο, χωρίς βλάβη της γενικότητας.

Επιπλέον, σvε όποιες ιδιότητες κρίνεται σvκόπιμο, θα αποδεικνύεται η γενική εκδοχή της ιδιότητας για κάθε αναπαράσvτασvη.

1.4.1 Βασvικές ιδιότητες διακριτού μετασvχηματισvμού Fourier σvε πλέγμα

1.4.1.1 linearity

∀α, β ∈ F και ∀|φ〉, |χ〉, |ψ〉 ∈ FL, ∃|ω〉 ∈ FL×L
αναπαράσvτασvη τέτοια, ώσvτε 〈ω(a)|χ〉 = α〈ω(a)|φ〉+ β〈ω(a)|ψ〉 ∀a ∈ L,

τότε 〈ω|χ〉 = α〈ω|φ〉+ β〈ω|ψ〉, ∀|ω〉 ∈ FL×L, σvε σvυνέπεια με το φορμαλισvμό Dirac.

Κάθε μετασvχηματισvμός από μία αναπαράσvτασvη σvε μια άλλη σvυνίσvταται από ένα άθροισvμα πάνω τα πεδία βάσvης της αρχικής

αναπαράσvτασvης, και σvυνισvτά με αυτόν τον τρόπο γραμμικό τελεσvτή. ΄Ετσvι, αν |x〉 είναι γραμμικός σvυνδυασvμός των |φ〉
και |ψ〉 σvε μία δεδομένη αναπαράσvτασvη, μέσvω γραμμικών μετασvχηματισvμών οι οποίοι σvέβονται τη γραμμικότητα, θα είναι
σvε κάθε αναπαράσvτασvη. ΄Εχει τότε νόημα η έκφρασvη

|χ〉 = α|φ〉+ β|ψ〉,

όπου η γραμμικότητα των μετασvχηματισvμών εκφράζεται σvυνοπτικά με αυτόν τον τρόπο σvτο φορμαλισvμό Dirac.
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1.4 Discrete Fourier Transform

Σε ότι ακολουθεί, L = L(ϕ) ∀|φ〉 ∈ FL×L(ϕ)
αναπαράσvτασvη, βάσvει του ισvομορφισvμού που ορίζει ο μετασvχηματισvμός

σvε και από αυτήν από και σvε οποιαδήποτε αναπαράσvτασvη. Εκεί που μάλισvτα είναι χρήσvιμο να γίνει η διάκρισvη (σvτις
ολοκληρώσvεις δηλαδή) το εκάσvτοτε lattice spacing φαίνεται σvτο μέτρο τις ολοκλήρωσvης, και το lattice spacing είναι το
μοναδικό χαρακτηρισvτικό που διαχωρίζει τα ισvόμορφα πλέγματα.

1.4.1.2 translation and modulation

∀a ∈ L, και ∀|φ〉, |χ〉 ∈ FL
με 〈x|χ〉 = 〈x− a|φ〉 ∀x ∈ L, 〈p|χ〉 = 〈p|a〉〈p|φ〉 και αντίσvτροφα.

〈p|χ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈p|x〉〈x|χ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈p|x〉〈x− a|φ〉 =

ˆ
(L−a) mod L'L

`dimXx〈p|x+ a〉〈x|φ〉 =

=

ˆ
L
`dimXx〈p|x〉〈p|a〉〈x|φ〉 = 〈p|a〉

ˆ
L
`dimXx〈p|x〉〈x|φ〉 = 〈p|a〉〈p|φ〉.

Η ιδιότητα αυτή δεν ισvχύει εγγενώς για κάθε διακριτό μετασvχηματισvμό Fourier. Η ιδιότητα είναι «δανεισvμένη» από
το σvυνεχή μετασvχηματισvμό Fourier σvε κατάλληλους χώρους, οι οποίοι εκτός των άλλων είναι άπειρη με την έννοια
της μετρικής (ή τοπολογίας τους) αλλά και με την πληθικότητά τους φυσvικά. Οπότε για ένα πεπερασvμένο πλέγμα,
η ολοκλήρωσvη πέφτει εκτός πλέγματος μέσvω της ιδιότητας αυτής, εκτός αν υπάρχουν σvυνοριακές σvυνθήκες που να
επιτρέπουν την ολοκλήρωσvη σvε χώρο ισvόμορφο προς τον αρχικό: το πιο προφανές παράδειγμα είναι οι περιοδικές σvυνθήκες
του πλέγματος (υποενότητα 1.3.2), όπως και χρησvιμοποιούνται σvτην ανωτέρω απόδειξη.

Σε ότι ακολουθεί, όλες οι αναπαρασvτάσvεις |π〉 ∈ FL×L
πάνω σvτο πλέγμα L δίνουν περιοδικές σvυναρτήσvεις.

∀π ∈ L($) και ∀|φ〉 ∈ FL, 〈π|φ〉 ≡ 〈(π$) mod N |φ〉 = 〈π + n$N |φ〉, ∀n ∈ Z.

Είναι εύκολο να εννοηθεί ∂µ ≡ ı2πpµ, όμως σvε αυτό το context p λειτουργεί απλά ως μια τετράδα βαθμωτών πεδίων
και όχι ως τελεσvτής πάνω σvτα πεδία εντός bra-ket σvυμβόλου. Παρόλα αυτά η σvυμπεριφορά του ταυτοποιείται φορμαλισvτικά
με αυτήν της μετατόπισvης σvτην αναπαράσvτασvη θέσvης, 〈x| exp(aµ∂µ)|φ〉 ←→ 〈p| exp(ı2πaµpµ)|φ〉.
Προσvοχή εφίσvταται σvτην διγραμμικότητα του εσvωτερικού γινομένου. Χάρη σvτο φορμαλισvμό Dirac, έχουμε απαλλαχτεί
από την αναγκαιότητα αυτής της ιδιότητας αφού γράφεται

〈αφ+ βχ|γψ + δω〉 6= (α〈φ|+ β〈χ|)(γ|ψ〉+ δ|ω〉) = αγ〈φ|ψ〉+ αδ〈φ|ω〉+ βγ〈χ|ψ〉+ βδ〈χ|ω〉, (1.4.6)

όπου η διγραμμικότητα ποια εκφυλίζεται σvτην επιμερισvτική ιδιότητα.3 Οποιεσvδήποτε πράξεις εντός των bra ή ket
αποτελούν πρωτίσvτως παραβίασvη του φορμαλισvμού, επομένως το περιεχόμενο του πρώτου μέλους της παράσvτασvης εξαρτά-
ται από την αναπαράσvτασvη σvτην οποία αναπτύσvσvεται. Χαρακτηρισvτικό παράδειγμα αποτελεί ο πυρήνας Fourier που
χρησvιμοποιήθηκε σvτην ανωτέρω απόδειξη,

∑
n

∑
m

〈xn|pm〉 6=
〈∑

n

xn

∣∣∣∣∣∑
m

pm

〉
=
∏
n

∏
m

〈xn|pm〉, (1.4.7)

όπου το αποτέλεσvμα εξαρτάται από το φύσvη των imlied σvυναρτήσvεων (εδώ εκθετική) και καμία σvχέσvη δεν έχει με τη
διγραμμικότητα του εσvωτερικού γινομένου, κάνουμε δηλαδή πράξεις με ορίσvματα των εν λόγω σvυναρτήσvεων εδώ.

1.4.1.3 scaling

∀A ∈ GLL(L) := {A|detA 6= 0} και ∀|φ〉, |χ〉 ∈ FL
με 〈x|χ〉 = 〈Ax|φ〉, 〈p|χ〉 = |detA|−1〈(A−1)†p|φ〉 και αντίσvτροφα.

3
ενσvωματώνουμε δηλαδή τη διγραμμικότητα σvτο φορμαλισvμό με αυτόν τον τρόπο
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1 Θεωρία βαθμωτού πεδίου

〈p|χ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈p|x〉〈x|χ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈p|x〉〈Ax|φ〉 =

ˆ
A(L)'L

|detA|−1`dimXx〈p|A−1x〉〈x|φ〉,

όπου

〈p|A−1x〉 = exp(−ı(pµ(A−1)µνxν) = exp(xµ((A−1)†)µνpν)) = 〈(A−1)†p|x〉,

οπότε

〈p|χ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈p|x〉〈x|χ〉 = |detA|−1

ˆ
A(L)'L

`dimXx〈(A−1)†p|x〉〈x|φ〉 = |detA|−1〈(A−1)†p|φ〉.

Στην περίπτωσvη που A = A†, 〈p|χ〉 = |detA|−1〈A−1p|φ〉 ενώ,
για A ∈ UN (L) ≡ {A|detA = exp ıϑ, ϑ ∈ R}, A−1 = A† και άρα 〈p|χ〉 = 〈Ap|φ〉,
το οποίο είναι αναμενόμενο αφού οι ορθομοναδιαίοι πίνακες σvέβονται κάθε είδους εσvωτερικό γινόμενο.

1.4.1.4 conjucation

Υποθέτουμε πως F είναι αλγεβρικά κλεισvτό σvώμα (με μεταθετικό γινόμενο: ∀φ, ψ ∈ F, φψ = ψφ) και πως
∀φ ∈ F, ∃φ† ∈ F (σvυζυγές) τέτοιο ώσvτε (φ†)† = φ και ∀ψ ∈ F, (φψ)† = φ†ψ† και (φ+ ψ)† = φ† + ψ†.
Τότε ορίζεται ποια και το σvυζυγές του |φ〉 ∈ FL

πεδίο 〈φ| ∈ FL,

ˆ
L
$dimXπ〈φ|π〉〈π| ≡ 〈φ| := |φ〉† ≡

ˆ
L
$dimXπ|π〉〈π|φ〉† (1.4.8)

∀|φ〉, |χ〉 ∈ FL
με 〈x|χ〉 = 〈φ|x〉 ∀x ∈ L, 〈p|χ〉 = 〈φ|%N − p〉 και αντίσvτροφα.

〈p|χ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈p|x〉〈x|χ〉 =

ˆ
L
`dimXx〈φ|x〉〈x|%N − p〉 = 〈φ|%N − p〉,

αφού

〈x|%N − p〉 ≡ exp(ı2πxλδλµν%µNν) exp(−ı2πxλpλ) = 〈p|x〉.

Ισvοδύναμα το θεώρημα λέει ότι η σvχέσvη σvυζυγίας μιγαδικών πεδίων δεν διατηρείται με το μετασvχηματισvμό σvε άλλη

αναπαράσvτασvη, η αντισvτοιχία δηλαδή απεικονίζεται εκ’ νέου.

Τέλος, σvε απόλυτη σvυνέπεια με το φορμαλισvμό Dirac, ισvχύει

〈x|χ〉 =

ˆ
L
%dimXp〈x|p〉〈p|χ〉 =

ˆ
L
%dimLp〈φ|%N − p〉〈%N − p|x〉 =

ˆ
L
%dimXp〈φ|p〉〈p|x〉 = 〈φ|x〉
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1.4 Discrete Fourier Transform

1.4.2 Θεωρήματα διακριτού μετασvχηματισvμού Fourier σvε πλέγμα

1.4.2.1 Plancherel-Parseval theorem

∀|φ〉, |ψ〉 ∈ FL, 〈φ|ψ〉 είναι αναλλοίωτο για κάθε αναπαράσvτασvη |π〉 ∈ FL×L (σvε σvυνέπεια και με το φορμαλισvμό Dirac).

Η απόδειξη ανακύπτει φυσvιολογικά από το φορμαλισvμό Dirac, ∀|φ〉, |ψ〉 ∈ FL
και |π〉 ∈ FL×L

〈φ|ψ〉 ≡
ˆ
L
$dimLπ〈φ|π〉〈π|ψ〉

1.4.2.2 circular convolusion theorem

∀|φ〉, |ψ〉 ∈ FL, η σvυνέλιξη ∗ δύο πεδίων ορίζεται για κάθε αναπαράσvτασvη ως

〈ρ|φ ∗ ψ〉 ≡
ˆ
L
$dimXπ〈ρ− π|φ〉〈π|ψ〉, 〈ρ− π|φ〉 = φ((ρ− π) mod ($N)) (1.4.9)

όπου εννοείται πως ρ− π ≡ ((ρ− π)$) mod N . Τότε ∀x ∈ L,

〈x|φψ〉 ≡ 〈x|φ〉〈x|ψ〉 =

ˆ
L
%dimXp〈x|p〉〈p|φ ∗ ψ〉 ≡

ˆ
L
%dimXp〈x|p〉

ˆ
L
%dimXq〈p− q|φ〉〈q|ψ〉 (1.4.10)

〈x|φψ〉 ≡ 〈x|φ〉〈x|ψ〉 =

ˆ
L
%dimXp〈x|p〉〈p|φ〉

ˆ
L
%dimXq〈x|q〉〈q|ψ〉 =

ˆ
L
%dimXp

ˆ
L
%dimXq〈p|φ〉〈x|p〉〈x|q〉 =

=

ˆ
L
%dimXp

ˆ
L
%dimXq〈p|φ〉〈x|p+ q〉〈q|ψ〉 =

ˆ
L
%dimXp〈x|p〉

ˆ
L
%dimXq〈p− q|φ〉〈q|ψ〉 =

ˆ
L
%dimXp〈x|p〉〈p|φ ∗ ψ〉

Εδώ γίνεται ελαφριά κατάχρησvη του φορμαλισvμού Dirac σvε αντικαταβολή με το γεγονός ότι οι πράξεις εντός του ket
σvυνισvτούν πράξεις εντός του ορίσvματός. Η χρήσvη της σvύμβασvης πάραυτα γίνεται ανεκτή από διασvτατική ασvυμβατότητα
του ορίσvματος. ΄Ετσvι για παράδειγμα 〈x|pq〉 ≡ 〈x|p〉〈x|q〉 ≡ 〈x|p+ q〉.

〈x|pq〉 ≡ 〈x|p〉〈x|q〉 =

ˆ
L
%dimXs〈x|s〉〈s|p ∗ q〉 =

ˆ
L
%dimXs〈x|s〉

ˆ
L
%dimXt〈s− t|p〉〈t|q〉 =

=

ˆ
L
%dimXs〈x|s〉

ˆ
L
%dimXt〈s|p+ t〉〈p+ t|p+ q〉 =

ˆ
L
%dimXs〈x|s〉〈s|p+ q〉 = 〈x|p+ q〉

Η σvύμβασvη είναι δηλαδή σvυνεπής με το φορμαλισvμό Dirac με μόνη θυσvία τη γνώσvη του τι σvημαίνει σvτην πραγματικότητα
ο πολλαπλασvιασvμός εντός του bra ή ket σvυμβόλου, εντός δηλαδή του ορίσvματος του εν’ λόγω πεδίου, θυσvία η οποία είναι
μικρή δεδομένου ότι για τυχόντα πεδία |φ〉, |ψ〉 ∈ FL

υπάρχει η ελευθερία να υποθέσvουμε τι σvημαίνει ο πολλαπλασvιασvμός

εντός του ορίσvματος, όπως και δείχθηκε παραπάνω για το πιο σvημαντικό παράδειγμα τέτοιας περίπτωσvης.

Είναι επίσvης αξιοσvημείωτο πως μπορεί να επεκταθεί ο σvυμβολισvμός ώσvτε να ισvχύει αφηρημένα για κάθε αναπαράσvτασvη.
΄Ετσvι ∀|φ〉, |ψ〉 ∈ FL, ορίζεται |φψ〉 ∈ FL

τέτοιο ώσvτε για κάθε αναπαράσvτασvη |π〉 ∈ FL×L, το γινόμενο αποκτά
σvυγκεκριμένο νόημα. ΄Ετσvι για παράδειγμα 〈x|φψ〉 ≡ 〈x|φ〉〈x|ψ〉 ενώ 〈p|φψ〉 ≡ 〈p|φ ∗ ψ〉.
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2 Το πρόβλημα της μιγαδικής δράσvης σvε
θεωρίες πεδίου

2.1 Το πρόβλημα της μιγαδικής δράσvης

΄Εσvτω S = S0 − Γ η μιγαδική δράσvη και O μια παρατηρήσvιμη ποσvότητα. Παρατηρούμε ότι σvτον εντροπικό παράγοντα
της σvυνάρτησvης επιμερισvμού της θεωρίας

ˆ
Dφ exp(−S[φ]) =

ˆ
Dφ| exp(−S[φ])| exp(Γ ),

όπου | exp(−S[φ])| = exp(−S0[φ]), υπάρχει ένας παράγοντας φάσvης για αυτό και η θεωρία της πραγματικής δράσvης S0

ονομάζεται phase-quenched, γιατί καταπίνει τη φάσvη του εντροπικού παράγοντα την οποία εισvάγει η φαντασvτική δράσvη,
και ασvχολείται μόνο με το μέτρο του. Λαμβάνοντας υπόψη το ολοκλήρωμα επιμερισvμού του phase-quenched μοντέλου,
αποκτάει νόημα η αναμενόμενη τιμή του φασvικού εντροπικού παράγοντα exp Γ σvτο phase-quenched μοντέλο

〈| exp Γ |〉0 =

ˆ
Dφ exp(−S0[φ]) exp(Γ )
ˆ
Dφ exp(−S0[φ])

.

΄Εσvτω 〈|O|〉0 η αναμενόμενη τιμή της ποσvότητας O σvτο phase-quenched μοντέλο,

〈|O|〉0 =

ˆ
DφO[φ] exp(−S0[φ])
ˆ
Dφ exp(−S0[φ])

.

Η αναμενόμενη τιμή 〈|O〉 του μεγέθους σvτο πλήρες μοντέλο μπορεί να προσvεγγισvτεί,

〈|O|〉 =

ˆ
DφO[φ] exp(−S[φ])
ˆ
Dφ exp(−S[φ])

=

ˆ
DφO[φ] exp(−S0[φ]) exp(Γ )
ˆ
Dφ exp(−S0[φ])

ˆ
Dφ exp(−S0[φ]) exp(Γ )
ˆ
Dφ exp(−S0[φ])

=
〈|O exp(Γ )|〉0
〈| exp(Γ )|〉0

. (2.1.1)

Η προσvέγγισvη αυτή παρουσvιάζει δύο θεμελιώδη προβλήματα:

overlap problem

Η καθιερωμένη τεχνική δειγματοληψίας σvε μια εξομοίωσvη Monte Carlo ενός σvυσvτήματος με δράσvη S[φ] γίνεται με πι-
θανότητα exp(−S[φ]) όταν η δράσvη είναι πραγματική, με σvκοπό να σvυλλέγονται μετρήσvεις με υψηλή σvυνεισvφορά σvτη
σvυνάρτησvη επιμερισvμού. ΄Ενα σvύνηθες πρόβλημα είναι ότι η περιοχή των configurations υψηλής σvυνεισvφοράς σvτο ολοκ-
λήρωμα επιμερισvμού Z δεν ταυτίζεται ή είναι κοντά απαραίτητα σvε σvτην περιοχή υψηλής σvυνεισvφοράς σvτο σvταθμισvμένο
ολοκλήρωμα Z〈|O|〉. ΄Ετσvι ακόμη και αν μπορούσvαμε να δειγματοληπτήσvουμε με βάρος O exp(−S[φ]) θα είχε πρόβλημα
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2 Το πρόβλημα της μιγαδικής δράσvης σvε θεωρίες πεδίου

το ολοκλήρωμα Z. ΄Οταν οι περιοχές μέγισvτης σvυνεισvφοράς σvτα ολοκληρώματα που εμπλέκονται σvτον αριθμητικό υπολο-
γισvμό της 〈|O|〉 έχουν μικρή επικάλυψη, τότε η σvτατισvτική των μετρήσvεων είναι χαμηλή και απαιτείται σvοβαρά πολλαπλάσvιος
χρόνος υπολογισvμού της αναμενόμενης τιμής 〈|O|〉 από ότι της σvυνάρτησvης επιμερισvμού.
Το πρόβλημα γίνεται εμφανές σvε θεωρίες με μιγαδική δράσvης τόσvο σvτον υπολογισvμό της 〈| exp(Γ )|〉0 όσvο και της
〈|O exp(Γ )|〉0.

sign problem

Ο υπολογισvμός της 〈| exp(Γ )|〉0 είναι πολύ αργός [6, 11] λόγω του διακυμαντικού χαρακτήρα της υπολογιζόμενης ποσvότη-
τας, η οποία σvυμπεριφέρεται περιοδικά εν γένει λόγω του μιγαδικού εκθετικού.1

Προσvεγγίζοντας το θερμοδυναμικό όριο (για επαρκώς μεγάλα μεγέθη πλέγματος),

〈| exp(Γ )|〉0 = 〈| exp(−Γ )|〉0 =
Z

Z0
' exp(−Ω∆f1),

όπου Z0 είναι η σvυνάρτησvη επιμερισvμού της phase-quenched θεωρίας

Z0 =

ˆ
Dφ exp(−S0[φ]),

και ∆f είναι εξ’ ορισvμού η διαφορά της πυκνότητας ελεύθερης ενέργειας μεταξύ πλήρους και phase-quenched θεωρίας.

Υπολογίζοντας το σvχετικό σvφάλμα από N μετρήσvεις σvτη κανονική σvυλλογή,

∆〈| exp(Γ )|〉0
〈| exp(Γ )|〉0

=

√
〈| exp(Γ ) exp(−Γ )|〉0 − 〈| exp(Γ )|〉0〈| exp(−Γ )|〉0√

N〈| exp(Γ )|〉0
' 1√

N
exp(Ω∆f1).

σvυμπεραίνεται ότι για ικανοποιητική ακρίβεια σvτον υπολογισvμό απαιτούνται περίπου τουλάχισvτον

N ∝ (expΩ)2

ασvυσvχέτισvτες μετρήσvεις, το οποίο είναι απαγορευτικό για βάθμισvη του πλέγματος σvε μια εξομοίωσvη υλοποιήσvιμου χρόνου
για το βασvικό πλέγμα.

΄Εχουν αναπτυχθεί διάφορες μέθοδοι αντιμετώπισvης του προβλήματος του προσvήμου σvτον σvτοχασvτικό υπολογισvμό μι-

γαδικών ολοκληρωμάτων, σvε διάφορα contexts. Το γεγονός ότι το sign problem σvτη γενικότητα του ανήκει σvτα NP-hard
problems σvημαίνει πως δεν έχει γενική επίλυσvη σvε πολυωνυμικό χρόνο, αυτό φυσvικά όμως δεν αποκλείει επίλυσvη ειδικών
προβλημάτων, και τελικά ένα σvύνολο θεωριών να επιλύονται από ένα σvύνολο αλληλο-επικαλυπτόμενων μεθόδων. Με
αλληλο-επικάληψη εννοούμε τουλάχισvτον δύο προσvεγγίσvεις να εφαρμόζονται σvε ένα δεδομένο πρόβλημα, και αυτό ισvχύει
σvτην προκειμένη για τις βαθμωτές θεωρίες με μιγαδική δράσvη και σvτην χρωμοδυναμική σvτο όριο μεγάλης βαρυονικής

πυκνότητας, το οποίο αποτελεί και μεγάλης προτεραιότητας πρόβλημα προς επίλυσvη.

2.2 Κβαντική Χρωμοδυναμική

΄Ενα από τα κυριότερα προβλήματα είναι ο προσvδιορισvμός του χώρου φάσvεων της χρωμοδυναμικής, σvυγκεκριμένα ως προς
τη θερμοκρασvία (T ή β) και βαρυονική πυκνότητα (χημικό δυναμικό µ). Στις περιοχές με πεπερασvμένη θερμοκρασvία και
πυκνότητα αναμένεται η φυσvική να είναι ανεξάρτητη του χημικού δυναμικού (το φαινόμενο αυτό ονομάζεται Silver-Blaze),
το οποίο δύναται να μελετηθεί με διάφορες μεθόδους. Από την άλλη, η περιοχή υψηλού χημικού δυναμικού παρουσvιάζει
1
Για κάθε μιγαδική τυχαία μεταβλητή x ∈ C με αναμενόμενη τιμή 〈x〉, η διακύμανσvη είναι

〈(x− 〈x〉)(x− 〈x〉)†〉 = 〈xx† − x〈x〉† − 〈x〉x† + 〈x〉〈x〉†〉 = 〈xx†〉 −���〈x〉〈x〉† − 〈x〉〈x†〉+���〈x〉〈x〉† = 〈xx†〉 − 〈x〉〈x†〉. (2.1.2)
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2.3 Σχετικισvτικό αέριο Bose (φαινόμενο Silver-Blaze)

ιδιαίτερο ενδιαφέρον και παράλληλα αρκετές δυσvκολίες, διότι το φαντασvτικό μέρος της δράσvης γίνεται ιδιαίτερα σvημαντικό
δυσvχεραίνοντας τις εξομοιώσvεις Monte Carlo σvτην περιοχή αυτήν.

Ακολουθεί μια βιβλιογραφική λίσvτα (όπως καταγράφεται σvτο [8]) με τις μεθόδους που έχουν αναπτυχθεί μέχρι σvήμερα
σvτην προσvπάθεια επίλυσvη του προβλήματος μιγαδικής δράσvης σvτις διάφορες περιοχές του χώρου φάσvεων, χωρίς η λίσvτα
να είναι εξαντλημένη, καθώς πρόκειται για ένα πολύ ενεργό πεδίο έρευνας.

χαμηλή βαρυονική πυκνότητα

[14] μέθοδοι reweighting

[15, 16] μέθοδος του αναπτύγματος Taylor

[17, 18] μέθοδος φαντασvτικού χημικού δυναμικού µ

υψηλή βαρυονική πυκνότητα:

[19, 20, 21] μέθοδος μιγαδικής δυναμικής Langevin (βλ. επίσvης [5, 6, 7] καθώς και το υπόλοιπο της παρούσvας εργασvίας
για λεπτομέρειες)

[22] μέθοδοι worm (βλ. επίσvης [12] καθώς και υποενότητα 2.3.3 για λεπτομέρειες και γενίκευσvη του αλγορίθμου worm
σvε εφαρμογή μεθόδων δυϊκής αναπαράσvτασvης της δράσvης)

[23, 24] ενεργές θεωρίες τριών διασvτάσvεων

[25] μέθοδος ισvτογράμματος

[26, 27, 28, 29] μέθοδος παραγοντοποίησvης (factorization) ή πυκνότητας κατασvτάσvεων

[30] μέθοδος γενικευμένου φαντασvτικού χημικού δυναμικού µ

[31] μέθοδος αναπτύγματος της fugacity

[32] μέθοδος διασvτατικής ελάττωσvης

[33, 34] όριο μεγάλου Nc (αριθμού χρωμάτων)

2.2.1 Υψηλή πυκνότητα μέσvου, χαμηλή θερμοκρασvία

2.3 Σχετικισvτικό αέριο Bose (φαινόμενο Silver-Blaze)

Η ιδέα κλειδί είναι η εισvαγωγή μιας νέας παραμέτρου τ η οποία εξυπηρετεί ως κάποιος χρόνος εξέλιξης του πεδίου φ
(έσvτω βαθμωτή θεωρία πεδίου), και η οποία εισvάγει μια δυναμική σvτο πεδίο ως γενίκευσvη της κλασvική εξίσvωσvης κίνησvης

δ

δφ
S[φ] = 0, (2.3.1)

θα έχει δηλαδή τη γενική μορφή

∂

∂τ
φ(τ) = F

(
δ

δφ
S[φ]

)
. (2.3.2)

Η αντίσvτοιχη κβαντική θεωρία πεδίου ορίζεται πλήρως από το βασvικό Feynman path integral ή σvυνάρτησvη επιμερισvμού

Z =

ˆ
Dφ exp(−S[φ]) (2.3.3)

όπου και κάθε κλασvική εξίσvωσvη μεταφράζεται σvε εξίσvωσvη αναμενόμενων τιμών. Η γνώσvη της σvυνάρτησvη επιμερισvμού
Z καθορίζει και την αναμενόμενη τιμή κάθε παρατηρήσvιμης ποσvότητας O,

〈|O|〉 =
1

Z

ˆ
Dφ exp(−S[φ])O[φ]. (2.3.4)
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2 Το πρόβλημα της μιγαδικής δράσvης σvε θεωρίες πεδίου

2.3.1 Μέθοδος μιγαδικής Langevin

Η παραπάνω σvυλλογισvτική αξιοποιείται από την μέθοδο της μιγαδικής δυναμικής Langevin σvτον υπολογισvμό του (2.3.3)
η οποία εισvήχθη από τους Parizi και Wu [3] και αναπτύχθηκε αργότερα από Gert Aarts et. al. [6] για την επίλυσvη του
sign problem σvτο μοντέλο του κβαντικού σvχετικισvτικού αερίου Bose [5].

Η δυναμική εξίσvωσvη (2.3.2) αποκτά την μορφή μιας εξίσvωσvης Langevin

∂

∂τ
φ(τ) = − δ

δφ
S[φ(τ)] + η(τ), (2.3.5)

όπου η είναι ένα πεδίο θορύβου, η μορφή του δηλαδή δεν είναι σvυγκεκριμένη αλλά τυχαία σvτον χώρο των πεδίων με
κατανομή που σvυγκεκριμένα επιλέγεται gaussιανή,

ρ[η] = ρ−1
0 exp

(
− 1

4

ˆ
dτ〈η(τ)|η(τ)〉

)
, ρ0 =

ˆ
Dη exp

(
− 1

4

ˆ
dτ〈η(τ)|η(τ)〉

)
, (2.3.6)

ή γενικότερα να ικανοποιεί τις πρώτες σvυναρτήσvεις σvυσvχετισvμού,

〈|η(τ)|〉 = 0 και 〈|η(τ)η(τ ′)|〉 = 2δ(τ − τ ′). (2.3.7)

Η τυχαιότητα του θορύβου μεταφέρεται μέσvω της σvτοχασvτικής πια εξίσvωσvης Langevin (2.3.5) σvε τυχαιότητα του πεδίου φ
το οποίο αποτελεί λύσvη της εξίσvωσvης Langevin. Γενικότερα, οποιαδήποτε παρατηρήσvιμη ποσvότητα O η οποία προκύπτει
ως σvυναρτησvιακό του πεδίου φ αποκτάει σvτοχασvτικό χαρακτήρα και έχει νόημα η αναμενόμενη της τιμή πάνω σvτο
ensemble του θορύβου

〈|O(τ)|〉 =

ˆ
Dηρ[η]O[φ(τ)], ρ[η] = exp

(
− 1

4
〈η|η〉

)
, (2.3.8)

το οποίο μοιάζει επίσvης με μία “σvυνταγή” κβάντωσvης του πεδίου φ, μόνο που υπάρχει η επιπλέον παράμετρος τ η οποία
τώρα ονομάζεται χρόνος Langevin. Λόγω του ασvυσvχετισvμού σvτο χρόνο του θορύβου, κάθε τ -slice της κατανομής έχει
ακριβώς την ίδια μορφή. Σύμφωνα με την εικασvία των Parizi καιWu, σvτο όριο τ →∞ το πεδίο φ∞ = limτ→∞ φ(τ) είναι
το πεδίο της εκάσvτοτε κβαντικής θεωρίας βαθμωτού πεδίου που μελετάται, δηλαδή για κάθε παρατηρήσvιμη ποσvότητα O,

lim
τ→∞

〈|O(τ)|〉 =

ˆ
Dφ exp(−S[φ])O[φ], (2.3.9)

ανακτάται δηλαδή το Feynman path integral ως όριο μιας σvτοχασvτική διαδικασvίας. Εφαρμοζόμενο σvτην επίλυσvη του
αριθμητικού sign problem, υπάρχει ελπίδα πως η εξίσvωσvη Langevin (2.3.5), όταν ο χρόνος Langevin διακριτοποιηθεί
τ = nε για βήμα χρόνου ε, παράγει με φυσvικό τρόπο μια markovιανή αλυσvίδα σvτον χώρο των φ, η οποία οδηγεί σvτη
σvημαντική περιοχή για τον υπολογισvμό του ολοκληρώματος της σvυνάρτησvης επιμερισvμού και (αν δεν υποφέρουν από
overlap problem) της αναμενόμενης τιμής της τυχούσvας παρατηρήσvιμης ποσvότητας O.
Μέχρι τώρα [5] φαίνεται πως σvτις εξομοιώσvεις επιτυγχάνεται θερμοποίησvη (σvτατική ισvορροπία η οποία αντισvτοιχεί σvτο
θεωρητικό όριο τ → ∞), για κατάλληλη επιλογή του βήματος Langevin, και οι παρατηρήσvιμες ποσvότητες φαίνεται να
αναδεικνύουν του φαινόμενο Silver Blaze που είναι γνωσvτό ότι παρουσvιάζει το σvχετικισvτικό αέριο Bose για κρίσvιμο
χημικό δυναμικό µc ' 1.15. Η μελέτη της μεθόδου σvτο σvχετικισvτικό αέριο Bose αποτελεί ενισvχυτική του [5] εργασvία με
σvκοπό τον επαναφορμαλισvμό του προβλήματος σvε πιο βολικούς όρους, και επαλήθευσvη βάσvη κώδικα γραμμένου από την
αρχή.

Για αυτοσvυνέπεια του μηχανισvμού Langevin σvτην περίπτωσvη μιγαδικών πεδίων, είναι αναγκαία η επέκτασvη των μιγαδικών
πεδίων φ ∈ C σvε διπλομιγαδικά φ ∈ C⊗ C (βλ. κεφάλαιο 3), το οποίο είναι ισvοδύναμο με την εισvαγωγή επιπλέον της ı
μιγαδικής μονάδας , τέτοιας ώσvτε ı = ı.2

2.3.2 Lefschetz thimbles

Η μέθοδος αυτή βασvίζεται έντονα σvτη θεωρία Morse και την επέκτασvη της σvτους μιγαδικούς από τους Picard και
Lefschetz, και σvυνοψίζεται από τον εναλλακτικό τίτλο “μέθοδος σvταθερής φάσvης”. Η βασvική ιδέα είναι να υπολογισvτεί
το ολοκλήρωμα σvε μια περιοχή του χώρου των φ τέτοια ώσvτε ο φασvικός όρος του εντροπικού όρου να είναι σvταθερός,
και άρα να βγαίνει εκτός της ολοκλήρωσvης.
2
Η δομή των quaternion παράγεται με παρόμοιο τρόπο, μόνο που αυτήν τη φορά ı + ı = 0, το οποίο σvυνεπάγεται πως το αντίσvτοιχο
γινόμενο (Hamilton) quaternion είναι μη-μεταθετικό σvε αντίθεσvη με το διπλομιγαδικό.
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2.3 Σχετικισvτικό αέριο Bose (φαινόμενο Silver-Blaze)

2.3.2.1 The thimble(s)

΄Εσvτω το μιγαδικό ολοκλήρωμα

I =

ˆ
R
dxg(x) exp f(x), (2.3.10)

όπου f και g είναι ολομορφικές σvυναρτήσvεις σvτους μιγαδικούς z ∈ C. ΄Ενα τέτοιο ολοκλήρωμα χαρακτηρίζεται από
έντονη διακύμανσvη της ολοκληρωτέας ποσvότητας η οποία οφείλεται σvτην παρουσvία του όρου exp(ı=f). Με βάσvη τη
θεωρία Picard-Lefschetz, το ολοκλήρωμα I υπολογίζεται ισvοδύναμα σvε κάθε καμπύλη γ ⊂ C η οποία διατηρεί την κλάσvη
ομολογίας του ολοκληρώματος,

I =

˛
γ⊂C

dzg(x) exp f(x), (2.3.11)

όταν το πραγματικό μέρος της δράσvης f είναι φραγμένο, supx∈C <f(x) <∞. Ειδικότερα αποδεικνύεται πως κατάλληλη
επιλογή της γ είναι η καμπύλη μέγισvτης κλίσvης της <f από κρίσvιμο σvημείο της, τέτοιο δηλαδή ώσvτε

∂

∂τ
xa = − ∂

∂xa
<f(x) = −εab

∂

∂xb
=f(x), (2.3.12)

με αρχική σvυνθήκη xa(0) = χa όπου χ είναι σvαγματικό σvημείο της f ,3

∂

∂xa
<f(χ) = εab

∂

∂xb
=f(x) = 0 ισvοδύναμα sup

x∈C
<f(x) = max

x∈C
<f(x) = <f(χ) και (2.3.13)

1

n!
ε(ai)ni=1

ε(bi)ni=1

n∏
i=1

∂

∂xai

∂

∂xbi
<f(χ) = − ∂

∂x0

∂

∂x1
fa(χ)

∂

∂x0

∂

∂x1
fa(χ) 6= 0. (2.3.14)

υποθέτοντας πως η <f έχει μοναδικό ακρότατο σvτο χ και αντικαθισvτώντας τη σvυνθήκη Cauchy-Riemann

#abc
∂

∂xb
fc = 0, (2.3.15)

όπου # είναι ο τανυσvτής γινομένου μιγαδικών, όταν αυτοί αναπαρίσvτανται σvτις σvυνισvτώσvες τους (βλ. υπουποενότητα
3.1.2.1).

Παρατηρούμε πως για τον μετασvχηματισvμό του πεδίου ολοκλήρωσvης, η κατά τα άλλα πραγματική μεταβλητή ολοκλήρωσvης
μιγαδοποιείται, x −→ x0 + ıx1. Πολλές φορές σvτο αρχικό ολοκλήρωμα η δράσvη f εξαρτάται αποκλεισvτικά από το x0,
είναι δηλαδή μια καμπύλη σvτο C, η ανάγκη για παραμόρφωσvη του πεδίου ολοκλήρωσvης σvτο C με ταυτόχρονη επέκτασvη
του x0 σvε x

Προκύπτει πως η =f είναι σvταθερή κατά μήκος της γ.

Πράγματι κατά μήκος της γ έχουμε μέγισvτη πτώσvη της <f , επομένως η εφαπτομένη δίνεται από ∇<f . Σε κάθε σvημείο
x ∈ γ, μία κατεύθυνσvη της ισvοσvταθμικής της <f(x) δίνεται από σvυνισvτώσvες

± εab
∂

∂xb
<f(x) = ∓ ∂

∂xa
=f(x), (2.3.16)

επομένως ισvοδύναμα από (2.3.12) παρατηρούμε πως η καμπύλη γ μέγισvτης κλίσvης της <f αποτελεί ταυτόχρονα ισvοσvτα-
θμική της =f .

Η θεωρία Picard-Lefschetz γενικεύεται και όταν τα ακρότατα της f είναι πολλαπλά. Η υπόθεσvη είναι η ίδια, πως δηλαδή
για κάθε ακρότατο χσ∈Σ, το πραγματικό μέρος της f είναι άνω-φραγμένο, <f(χσ) < ∞, ∀σ ∈ Σ. Το σvύνολο των
3
Η ορίζουσvα ενός πίνακα A με σvτοιχεία Aab είναι

detA =
1

n!
ε(ai)ni=1

ε(bi)ni=1

n∏
i=1

Aaibi .
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2 Το πρόβλημα της μιγαδικής δράσvης σvε θεωρίες πεδίου

καμπυλών (κύκλων της ομολογίας της f) γσ αποτελεί βάσvη του χώρου των κύκλων της ομολογίας της f πάνω σvτους
οποίους μπορούμε να ολοκληρώσvουμε.

Η θεωρία επίσvης γενικεύεται και για πολυδιάσvτατο πεδίο x, όπου οι καμπύλες ολοκλήρωσvης γ γίνονται ποια υπερεπιφάνειες
J (thimbles) πάνω σvτις οποίες =f είναι σvταθερή. Το ολοκλήρωμα που υπολογίζουμε είναι

I =

ˆ
RdimX

dimX∏
i=1

dxig(x) exp f(x). (2.3.17)

Στην περίπτωσvη πολλαπλών σvαγματικών σvημείων, η εν λόγω περιοχή ολοκλήρωσvης δίνεται από ακέραιο γραμμικό σvυνδ-
υασvμό των thimbles σvτα διάφορα σvαγματικά σvημεία,4

C =
∑
σ∈Σ

nσJσ, nσ ∈ Z, ∀σ ∈ Σ. (2.3.18)

2.3.2.2 Εφαρμογή σvτη θεωρία πεδίου

Καταλαβαίνοντας πως η μέθοδος προορίζεται για εξομοίωσvη Monte Carlo, έχοντας υπόψη ότι δουλεύουμε σvε πλέγμα, η
ανωτέρω γενίκευσvη σvτις πολλές διασvτάσvεις εφαρμόζεται κι εδώ, επιτρέποντας τον αφηρημένο σvυμβολισvμό

I =

ˆ
DφO[φ] exp(−S[φ]), (2.3.19)

όπου σvτην περίπτωσvή μας g[φ] ≡ O[φ] και f [φ] ≡ −S[φ] κατ’ αναλογία με τα προηγούμενα. ΄Ετσvι αποσvπώμασvτε από τα
μιγαδικά πεδία φ ∈ CX και τα επεκτείνουμε σvε διπλομιγαδικά φ ∈ (C ⊗ C)X (βλ. υπουποενότητα 3.1.2.1), μέσvα σvτον
οποίο χώρο βρίσvκεται το thimble C, το οποίο αποτελεί το νέο πεδίο ολοκλήρωσvης κατά της θεωρία Picard-Lefschetz.
Στη γενική περίπτωσvη όμως υπάρχουν κάποια προβλήματα που εμποδίζουν την απευθείας εξομοίωσvη:

• Δεν είναι δυνατόν να κατασvκευασvτεί markovιανή αλυσvίδα η οποία να κινείται σvτο C σvτην γενική περίπτωσvη.
Εικάζεται πως αρκεί να κινηθούμε σvτο βασvικό thimble J0 το οποίο ανήκει σvτο ολικό μέγισvτο ϕ0 της <S. [8]

• Η μέθοδος μέγισvτης κλίσvης περιλαμβάνει και τοπική γύρω από τα ακρότατα διαταρακτική ανάπτυξη της δράσvης, το
οποίο αναιρεί το σvκοπό της εξομοίωσvης Monte Carlo για μη-διαταρακτική θεωρία πεδίου και επομένως αγνοείται,
αυξάνοντας την πολυπλοκότητα του υπολογισvμού.

• Η απαλλαγή της εναλλασvσvόμενης φάσvης δεν γίνεται δίχως artifacts. Πάνω σvτο thimble το σvτοιχείο όγκου Dφ
λαμβάνει μια φάσvη το ίδιο, δηλαδή όπως και είναι φυσvικό αυτό που επιτυγχάνεται είναι μεταφορά του προβλήματος
από τη δράσvη σvτο μέτρο. Η παρουσvία της παραμένουσvας αυτής φάσvης δεν είναι τόσvο σvοβαρή όσvο η αρχική φάσvη
σvτον εντροπικό παράγοντα, πάραυτα η πολυπλοκότητα του υπολογισvμού είναι αρκετά μεγάλη ακόμη.

• Για τον υπολογισvμό του ολοκληρώματος της σvυνάρτησvης επιμερισvμού πάνω σvτο thimble J0 χρησvιμοποιείται (!)
δυναμική Langevin με τον θόρυβο σvε κάθε βήμα κατάλληλα επιλεγμένο/επεξεργασvμένο ώσvτε κατά την παραγωγή
αλυσvίδας configurations να παραμείνουμε πάνω σvτο thimble. Η διαδικασvία αυτή είναι αρκετά μη τετριμμένη, και η
θεωρητική της βάσvη είναι η παράλληλη μεταφορά κατά τη διαφορικο-γεωμετρική έννοια πάνω σvτη πολλαπλότητα
που ονομάζουμε thimble.

Επί του παρόντος έχουνε εξαχθεί αποτελέσvματα σvυναφή με τα αποτελέσvματα της μιγαδικής Langevin. [9] Οι δύο μέθοδοι
παρουσvιάζουν αρκετές ομοιότητες αλλά και ουσvιώδεις διαφορές. (περισvσvότερες λεπτομέρειες: [10])

2.3.3 Δυϊκές μέθοδοι

2.3.3.1 Αναπαράσvτασvη ροής

Σε ότι ακολουθεί υιοθετείται προσvωρινά φορμαλισvμός ·x αντί του 〈x|·〉 για την εξάρτησvη από τη (πλεγματική) θέσvη (βλ.
σvελ. 2). Συνεπώς εν προκειμένω η σvυνάρτησvη επιμερισvμού γράφεται

Z =
1

2π

∏
x

ˆ
C
dφxe

−S , (2.3.20)

4
Ακέραιος γραμμικός σvυνδυασvμός, διότι σvε βασvικούς τοπολογικούς χώρους εμφανίζεται η ακέραια ομάδα Z ως υποομάδα των ομάδων
ομολογίας των, για κάθε “κύκλο” του τοπολογικού χώρου.
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2.3 Σχετικισvτικό αέριο Bose (φαινόμενο Silver-Blaze)

όπου η δράσvη S δίνεται από το χωροχρονικό ολοκλήρωμα της lagrangianής πυκνότητας L,

S =
∑
x

Lx, (2.3.21)

οπότε και σvτην περίπτωσvη πεπερασvμένου πλέγματος ο εντροπικός παράγοντας γίνεται γίνεται

e−S = exp

(
−
∑
x

Lx
)

=
∏
x

exp(−Lx) =
∏
x

∑
nx

1

nx!
(−1)nx(Lx)nx =

∑
(n)

(−1)
∑
x nx

∏
x

1

nx!
(Lx)nx , (2.3.22)

όπου (n) = (nx)x∈L αντιπροσvωπεύει το τυχόν configuration των nx όπως φαίνεται και από την ισvότητα αθροισvμάτων∏
x

∑
nx

=
∑
(n)

∏
x

. (2.3.23)

Η (2.3.22) σvυνοψίζει γενικά την ιδέα της αναπαράσvτασvης ροής (n). Στη γενική μορφή δράσvης L δε φαίνεται κανένα φανερό
πλεονέκτημα, ο σvκοπός όμως για ειδικότερα προβλήματα είναι να εκφρασvτεί η σvυνάρτησvη επιμερισvμού ως ολοκλήρωμα
ποια όχι των configurations πεδίου φ, αλλά των configurations n όπου και η δράσvη είναι απαλλαγμένη από το μιγαδικό
μέρος.5 Η πιο απλή γενική μορφή δράσvης η οποία να περιλαμβάνει μιγαδικό μέρος είναι η διγραμμική σvτο πεδίο

S =
∑
x

∑
x̄

φ†xAxx̄φx̄ =
∑
x

∑
x̄

φ†xA(xx̄)φx̄ −
∑
x

∑
x̄

φ†xA[xx̄]φx̄, (2.3.24)

όπου το πραγματικό και μιγαδικό μέρος διακρίνονται από το ερμητιανό A(xx̄) και το αντιερμητιανό A[xx̄] κομμάτι του

Axx̄,

Axx̄ = A(xx̄) +A[xx̄] με A(xx̄) =
1

2
(Axx̄ +A†x̄x) και A[xx̄] =

1

2
(Axx̄ −A†x̄x). (2.3.25)

Οι ανάμεικτοι όροι δεν είναι σvπάνιοι σvτο πραγματικό μέρος της δράσvης επομένως το ερμητιανό κομμάτι λαμβάνεται

διαγώνιο-ταυτοτικό A(xx̄) = Aδxx̄, το οποίο θα γενικεύσvουμε σvε οποιαδήποτε εξάρτησvη f(φ†xφx), ώσvτε να σvυμπεριλ-
αμβάνονται αυτο-αλληλεπιδράσvεις του πεδίου φ ενώ επαναορίζουμε Axx̄ = A[xx̄] έτσvι ώσvτε η τελική δράσvη πυκνότητα

γράφεται

S = S0 + S1 =
∑
x

f(φ†xφx) +
∑
x

∑
x̄

φ†xAxx̄φx̄. (2.3.26)

Τότε ο εντροπικός παράγοντας αναπτύσvσvεται περαιτέρω, προσvθέτοντας βαθμούς ελευθερίας, αντίσvτοιχους ποια προς τα
πεδία φ και φ†. Συγκεκριμένα, το φαντασvτικό μέρος (το οποίο και προκαλεί το πρόβλημα) αναπτύσvσvεται ως

e−S1 = e−
∑
x

∑
x̄ Axx̄φ

†
xφx̄ =

∏
x

∏
x̄

e−Axx̄φ
†
xφx̄ =

=
∏
x

∏
x̄

∑
nxx̄

1

nxx̄!
(φ†x)nxx̄(−Axx̄)nxx̄(φx̄)nxx̄ =

∑
(n)

(∏
x

∏
x̄

1

nxx̄!
(−Axx̄)nxx̄

)∏
x

(
(φ†x)

∑
x̄ nxx̄(φx)

∑
x̄ nx̄x

)
, (2.3.27)

όπου σvτο τελευταίο βήμα έγινε εναλλαγή των βουβών δεικτών x και x̄, ενώ

e−S0 = e−
∑
x f(φ†xφx) =

∏
x

e−f(φ†xφx). (2.3.28)

Σε αυτήν την φάσvη οι τιμές του μιγαδικού πεδίου, αντί της καθιερωμένης ανάπτυξης σvε καρτεσvιανές σvυντεταγμένες
φ = φ0 + ıφ1, σvε πολικές σvυντεταγμένες φ = Φ exp(ıϕ). Τότε η σvυνάρτησvη επιμερισvμού γίνεται

Z =
∑
(n)

(∏
x

∏
x̄

1

nxx̄!
(−Axx̄)nxx̄

)∏
x

ˆ ∞
0

dΦxΦ
1+2

∑
x̄ n(xx̄)

x e−f(Φ2
x) 1

2π

ˆ π

−π
dϕe−ıφ2

∑
x̄ n[xx̄] . (2.3.29)

5
Είναι φανερό από τελευταίο σvκεπτικό γιατί μια τέτοια μέθοδος (και αναπαράσvτασvη) είναι δυνατή μόνο όταν βρισvκόμασvτε σvτο πεπερασvμένο
πλέγμα.
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Συμβολίζουμε με

ζ(n)(A) ≡
(∏

x

∏
x̄

1

nxx̄!
(−Axx̄)nxx̄

)
(2.3.30)

τον παράγοντα ο οποίος εξαρτάται αποκλεισvτικά από τη μορφή του φαντασvτικού μέρους της δράσvης, και

nx ≡ 2
∑
x̄

n(xx̄) και n̄x ≡ 2
∑
x̄

n[xx̄], (2.3.31)

έτσvι ώσvτε

Z =
∑
(n)

ζ(n)(A)
∏
x

ˆ ∞
0

dΦxΦ
1+nx
x e−f(Φ2

x)
∏
x

1

2π

ˆ π

−π
dϕxe

−ıφxn̄x . (2.3.32)

Τα ολοκληρώματα σvτα μέτρα μιγαδικών της μορφής

W (n) =

ˆ ∞
0

dΦΦ1+ne−f(Φ2) (2.3.33)

υπολογίζονται οικονομικά αριθμητικά, ενώ τα ολοκληρώματα σvτη φάσvη μιγαδικών δίνουν σvυναρτήσvεις δέλτα

δ(n̄) =
1

2π

ˆ π

−π
dϕe−ıφn̄ (2.3.34)

έτσvι ώσvτε η τελική μορφή της σvυνάρτησvης επιμερισvμού

Z =
∑
(n)

(∏
x

∏
x̄

1

nxx̄!
(−Axx̄)nxx̄

)∏
x

W

(
2
∑
x̄

n(xx̄)

)∏
x̄

δ

(
2
∑
x

n[xx̄]

)
(2.3.35)

να είναι απαλλαγμένη από την εξάρτησvη του πεδίου και παραπλεύρως από το πρόβλημα μιγαδικής δράσvης, αφού σvε αυτήν
την αναπαράσvτασvη δεν υφίσvταται παράγοντας φάσvης σvτο άθροισvμα (τώρα) της σvυνάρτησvης επιμερισvμού.

2.3.3.2 Αλγόριθμος worm

Η απαλλαγή από τον παράγοντα φάσvης δεν έγινε χωρίς κόσvτος: το πεδίο άθροισvης σvτη σvυνάρτησvη επιμερισvμού περιέχει
περιορισvμούς που επιβάλλονται από τις σvυναρτήσvεις δέλτα οι οποίες αντικατέσvτησvαν το φασvικό παράγοντα. Ως εκ’
τούτου κρίνεται σvκόπιμο [12] να χρησvιμοποιηθεί μια γενίκευσvη του αλγορίθμου worm των Прокофьев-Свистунов [13]
για το χειρισvμό των περιορισvμών του configuration space και παραγωγή κατάλληλης αλυσvίδας configurations για τον
υπολογισvμό της σvυνάρτησvης επιμερισvμού, όταν το φαντασvτικό μέρος έχει την ακόμη ειδικότερη μορφή (σvχετικισvτικό
αέριο Bose, βλ. κεφάλαιο 4)

S1 = −
∑
x

∑
ν

(eµδν,4φ†xφx+ν̂ + e−µδν,4φxφ
†
x+ν̂), (2.3.36)

όπου ν̂ ≡ ∂ν είναι link προς πλησvιέσvτερο γείτονα σvτην διεύθυνσvη ν με φορά που δηλώνεται από το πρόσvημο που το
σvυνοδεύει. Εν προκειμένω

Z =
∑
(n)

∑
n̄

(∏
x

∏
ν

1

(|kx,ν |+ lx,ν)!lx,ν !

)
×

×
∏
x

eµkx,4W

(∑
ν

(|kx,ν |+ |kx−ν̂,ν |+ 2(lx,ν + lx−ν̂,ν))

)∏
x

δ

(∑
ν

(kx,ν − kx−ν̂,ν)

)
(2.3.37)

όπου nx,ν − n̄x,ν = kx,ν και nx,ν + n̄x,ν = |kx,ν |+ 2lx,ν . Στους βαθμούς l εφαρμόζεται απλά ένα Metropolis sweep, ενώ
σvτους k βαθμούς, οι οποίοι δεσvμεύονται από τις σvυναρτήσvεις δέλτα, εφαρμόζονται πολλαπλά metropolis-like “flips” σvε
πρότυπο worm, ή “σvκουληκιού”. Το σvκουλήκι ξεκινάει από μια τυχαία θέσvη σvτο πλέγμα και διαγράφει μονοπάτι τυχαίου
περιπατητή. Παρατηρούμε πως ο περιορισvμός των k είναι περιορισvμός μεταξύ πλησvιέσvτερων γειτόνων, επομένως με κάθε
update το σvκουλήκι παραβιάζει τη σvυνθήκη της δέλτα σvτην αρχή και σvτο τέλος του. Το σvκουλήκι σvυνεχίζει μέχρι να
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σvυναντήσvει την αρχή με τέτοιο τρόπο ώσvτε η σvυνθήκη της δέλτα να ικανοποιείται κατά μήκος του κλεισvτού μονοπατιού

που διέγραψε.

Είναι αξιοσvημείωτο πως η αλλαγή μεταβλητών από n και n̄ σvε k και l έγινε για οικονομικούς λόγους περισvσvότερο, ώσvτε
η σvυνθήκη δέλτα να περιέχει όσvο το δυνατόν λιγότερα, και να απαιτείται λιγότερη χρήσvει worm υπολογισvμών, όμως
όπως γίνεται κατανοητό, η μέθοδος είναι υλοποιήσvιμη και σvτη γενικότερη περίπτωσvη διγραμμικού φαντασvτικού μέρους
της δράσvης, ενδεχομένως με μεγαλύτερο υπολογισvτικό κόσvτος.
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3 Δυναμική Langevin

3.1 Συνεχής δυναμική Langevin

3.1.1 φ ∈ RX
και S ∈ R

΄Εσvτω ότι διαπραγματευόμασvτε μια θεωρία ενός πραγματικού πεδίου φ πραγματικής δράσvης S[φ].

Οι ασvύζευκτες εξισvώσvεις Langevin σvτην αναπαράσvτασvη της θέσvης παίρνουν τη μορφή:

∂

∂τ
〈x|φ(τ)〉 = 〈x|K(φ(τ))〉+ 〈x|η(τ)〉, 〈x|K(φ)〉 ≡ − δ

δ〈φ|x〉S[φ], (3.1.1)

όπου K(φ) είναι ο όρος ολίσvθησvης (πεδίο, όχι σvυναρτησvιακό) και η όρος θορύβου o οποίος κανονικοποιείται ως

〈|〈x|η(τ)〉|〉 = 0 και 〈|〈x|η(τ)〉〈η(τ ′)|x′〉|〉 = 2〈x|x′〉δ(τ − τ ′). (3.1.2)

Η τυπική απόκλισvη της κατανομής πυκνότητας πιθανότητας του θορύβου είναι
√

2 από το θεώρημα fluctuation-dissipation
[3] για τις μονάδες που χρησvιμοποιούνται σvτη κβαντική θεωρία πεδίου (πλέγματος).

ρ[η] = ρ−1
0 exp

(
−
ˆ
dτA[η(τ)]

)
, ρ0 =

ˆ
Dη exp

(
− 1

4

ˆ
dτA[η(τ)]

)
, (3.1.3)

όπου

A[η] =
1

4
〈ηη〉 (3.1.4)

είναι η ελεύθερη (effective) «δράσvη» του θορύβου η έτσvι ώσvτε η τυπική κατανομή του να είναι gaussιανή.

Η εξίσvωσvη (3.1.1) βασvικά πρόκειται για πολλές εξισvώσvεις οι οποίες δεικτοδοτούνται από την εν λόγω αναπαράσvτασvη του
πεδίου, σvτην προκειμένη περίπτωσvη από τη θέσvη x. Είναι χρήσvιμη πολλές φορές η γενική μορφή της εξίσvωσvης Langevin
με τη εισvαγωγή ενός πυρήνα 〈x|K|x′〉 ο οποίος σvυζεύγει τις εξισvώσvεις ως προς τη θέσvη,

〈x|K(φ)〉 ≡ −
ˆ
X

ddimXx′〈x|K|x′〉 δ

δ〈φa|x′〉
S[φ], (3.1.5)

και ο οποίος είναι ερμητιανός και θετικά ορισvμένος. 〈x|x′〉 είναι ειδικά ο ταυτοτικός πυρήνας, ενώ αυτό που βλέπουμε
εδώ δε διαφέρει από την άλγεβρα πεπερασvμένων γραμμικών σvυσvτημάτων, όπου οι πυρήνες οι οποίοι αφορούν το ίδιο
σvύσvτημα είναι «όμοιοι» μεταξύ τους.

Στην περίπτωσvη αυτή, το θεώρημα fluctuation-dissipation μας λέει πάλι πως

〈|〈x|η(τ)〉|〉 = 0 και 〈|〈x|η(τ)〉〈η(τ ′)|x′〉|〉 = 2〈x|K|x′〉δ(τ − τ ′). (3.1.6)

Δεδομένης της δυναμικής Langevin για το πεδίο φ, πάμε να δούμε ποια είναι η δυναμική του πεδίου φ′ = α−1φ.
Ανακλικαμώνοντας με παρόμοιο τρόπο το θόρυβο η′ = α−1η σvτις (3.1.1),

∂

∂τ
〈x|φ′(τ)〉 = 〈x|K ′(φ′(τ))〉+ 〈x|η′(τ)〉, K ′[φ′] = α−1K(αφ′) = −α−2 δ

δφ′
S[αφ′]. (3.1.7)

Στην προκειμένη περίπτωσvη αναγνωρίζουμε τη παρουσvία του μη τετριμμένου πυρήνα 〈x|K|x′〉 = α−2〈x|x′〉, δηλαδή η
τυπική απόκλισvη του θορύβου είναι πια σ =

√
2α−1, σvε σvυνέπεια με την ανακλιμάκωσvη του θορύβου,

〈|〈x|η′(τ)〉〈η′(τ ′)|x′〉|〉 = 〈|〈x|α−1η(τ)〉〈α−1η(τ ′)|x′〉|〉 = 2α−2〈x|x′〉δ(τ − τ ′). (3.1.8)

Βλέπουμε ότι το ανακλιμακώμενο πεδίο υπακούει σvε υποτυπωδώς διαφορετική δυναμική, με αλλαγμένη ολίσvθησvη σvυγκεκριμένα
και θόρυβο ο οποίος ενώ διατηρεί τη μορφή του σvτις εξισvώσvεις, κρύβει μια διαφορετική τυπική απόκλισvη υπακούοντας το
θεώρημα fluctuation-dissipation. Αυτή η ανάλυσvη θα μας χρειασvτεί αμέσvως, όταν αναπτύξουμε το γενικό μη-πραγματικό
πεδίο φ σvε πραγματικές σvυνισvτώσvες φa.
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3 Δυναμική Langevin

3.1.2 φ ∈ FX και S ∈ R

3.1.2.1 ΄Αλγεβρα βαθμωτών φ ∈ F

΄Εσvτω ότι τα εν γένει μη-πραγματικά πεδία περιγράφονται από ένα σvώμα F ' Rf , δηλαδή ότι το τυχών πεδίο φ ∈ FX
μπορεί να αναπτυχθεί σvε dimR F = f + 1 ∈ N το πλήθος πραγματικές σvυνισvτώσvες ως

φ ≡ (φa)fa=0 ≡ LfM
f∑
a=0

faφa, (3.1.9)

όπου LfM είναι η κανονικοποίησvη της ανάπτυξης σvε σvυνισvτώσvες και (fa)fa=1 μια βάσvη σvτοιχείων βασvισvμένη σvτο γεγονός

ότι F ' Rf .1 Θεωρούμε κατά σvύμβασvη πως a ∈ N, δηλαδή η χαμηλότερη τιμή δείκτη είναι το 0.

γινόμενο ·· σvτο F

∀φ, ψ ∈ F το γινόμενο αυτών φψ ∈ F αναπαρισvτάνει σvτην αναπαράσvτασvη δεικτών με τη βοήθεια του τανυσvτή γινομένου
#, τέτοιο ώσvτε

(φψ)a ≡ LfM#abcφbψc. (3.1.10)

Ο τανυσvτής γινομένου μπορεί να επεκταθεί ώσvτε να σvυμπεριλάβει γινόμενα περισvσvοτέρων σvτοιχείων σvτο F,(
n∏
i=1

φi

)
a

≡ LfMn−1#a(ai)ni=1

n∏
i=1

(φi)ai , (3.1.11)

όπου χάρη σvτην προσvεταιρισvτική ιδιότητα του γινομένου, ο τανυσvτής γινομένου n σvτοιχείων του σvώματος αποσvυντίθεται
ως

#a(ai)ni=1
= δab0

n−1∏
i=1

#bi−1aibiδbn−1an . (3.1.12)

Στο εξής θα αναφερόμασvτε σvτου δείκτες (ai)
n
i=1 του # ως δείκτες εισvόδου και σvτον a ως δείκτη εξόδου για λόγο

ότι οι σvυσvτέλλονται με του δείκτες των σvτοιχειών που εισvάγονται σvτο γινόμενο (3.1.11) ενώ ο δε είναι ο δείκτης του
αποτελέσvματος του εν λόγω γινομένου.

Το γινόμενο σvτο F εν γένει δεν είναι μεταθετικό, όταν είναι όμως, ο τανυσvτής γινομένου είναι σvυμμετρικός σvτους δείκτες
εισvόδου του, δηλαδή #abc = #a(bc), ή και γενικότερα #aa1...an = #a(a1...an).

Επιπλέον κάθε σvυσvτολή του τυχόντος τανυσvτή γινομένου #aa1...an (και κατά σvυνέπεια κάθε γινομένου αυτών), ισvούται
με αντίσvτοιχο τανυσvτή γινομένου μικρότερης τάξης το οποίο επάγεται από την απλούσvτερη περίπτωσvη της μίας σvυσvτολής:
Για i ∈ Nn,

δaai#aa1...ai...an = #a1...ai−1ai+1...an . (3.1.13)

Ειδικές περιπτώσvεις αποτελούν η #ab = δab η οποία αντιπροσvωπεύει το γινόμενο ενός σvτοιχείου, και δίνει κατά σvυνέπεια
το ίδιο το σvτοιχείο, και η #a = 1af η οποία αντιπροσvωπεύει το γινόμενο κανενός σvτοιχείου, και δίνει κατά σvυνέπεια το
ουδέτερο σvτοιχείο του εν λόγω γινομένου. Το βαθμωτό # = f αντιπροσvωπεύει την κανονικοποίησvη του γινομένου. Αν
για παράδειγμα σvτον ορισvμό του γινομένου (3.1.10) η σvταθερά ανάπτυξης ενσvωματωθεί σvτον τανυσvτή γινομένου #abc,
τότε # = LfMf , θέτει δηλαδή τη βάσvη για όλους τους ανώτερούς του τανυσvτές γινομένου.

μέτρο | · | σvτο F

Το μέτρο ενός σvτοιχείου φ ∈ F είναι καλά ορισvμένο και σvυμβολίζεται με |φ| ∈ R,

|φ|2 ≡ LfM2δabφaφb. (3.1.14)

Το μέτρο σvέβεται το γινόμενο του F,
|φψ| = |φ||ψ|, (3.1.15)

1
Κλασvικό παράδειγμα είναι αυτό του C ' R2, όπου c0 ≡ 1 και c1 ≡ ı με LıM ≡ 1 τις περισvσvότερες φορές.
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3.1 Συνεχής δυναμική Langevin

αφού |φψ|2 = LfM2δabLfM#aceφcψeLfM#bdfφdψf = LfM2δcdφcφdLfM2δefψeψf = |φ|2|ψ|2, με την προϋπόθεσvη όμως ότι

δab#ace#bdf = δcdδef , (3.1.16)

η οποία καθισvτά το σvώμα F Clifford άλγεβρα.

σvυζυγία ·† σvτο F

Χάρη σvτη διγραμμικότητα του γινομένου σvτοιχείων σvτο F, υπάρχει μοναδικό σvυζυγές του φ σvτοιχείο φ† τέτοιο ώσvτε

|φ|2 = φ†φ = φφ†. (3.1.17)

Η σvυζυγία αναπαρίσvταται με τη βοήθεια του τανυσvτή σvυζυγίας ♦ τέτοιο ώσvτε

(φ†)a ≡ ♦abφb. (3.1.18)

Είναι άμεσvο από τον ορισvμό ότι (φ†)† = φ, δηλαδή ♦ab♦bc = δac. Είναι ενδιαφέρον πως ο τανυσvτής σvυζυγίας δεν είναι
απαραίτητα σvυμμετρικός σvτους δείκτες του.

Η σvυζυγία σvέβεται το μη-μεταθετικό εν γένει γινόμενο, αντισvτρέφοντας τη σvειρά του γινομένου,

(φψ)† = ψ†φ†, (3.1.19)

αφού (φψ)†φψ = ψ†φ†φψ = |φ|2ψ†ψ = |φ|2|ψ|2 = |φψ|2.
Ισvοδύναμα σvε γραφή τανυσvτών ♦ab#bcd = #afe♦fd♦ec και επαγωγικά από προσvεταιρισvτική ιδιότητα γινομένου (3.1.12),

♦ab#b(bi)ni=1
= #a(ai)1

i=n

1∏
i=n

♦aibi . (3.1.20)

εσvωτερικό γινόμενο ·†· σvτο F

Το «εσvωτερικό» γινόμενο σvτο F των φ και ψ ορίζεται ως το ψ†φ και αναπαρίσvταται με τη βοήθεια του τανυσvτή  τέτοιο
ώσvτε

(ψ†φ)a ≡ LfM abcφbψc = LfM#adc♦dbψbφc, (3.1.21)

Γράφοντας την (3.1.21) σvε μορφή αναλλοίωτη της επιλογής του LfM για ψ = φ,

LfM(φ†φ)a =  abcLfMφbLfMφc. (3.1.22)

Το |φ|2 ∈ R είναι αναλλοίωτο της επιλογής ενώ είναι πραγματικός, δηλαδή μόνο η σvυνισvτώσvα 0 του φ†φ επιβιώνει,

|φ|2 = (φ†φ)0 = LfM 0bcφbφc, (3.1.23)

από το οποίο προκύπτει ότι

 0ab ≡ #0db♦da = #0ad♦db = δab, (3.1.24)

αφού |φ|2 ≡ LfM2δbcφbφc και φ
†φ = φφ†. O ♦ είναι αντίσvτροφος του εαυτού του, οπότε η (3.1.24) σvυνεπάγεται ότι

♦ab = #0ab = #0(ab). (3.1.25)

Επειδή φ†φ = φφ† μπορούμε να σvυμπεράνουμε γενικά πως

 a(bc) = 1a 0bc = 1aδbc, (3.1.26)

το οποίο αντικατοπτρίζει το γεγονός πως φ†ψ + ψ†φ ∈ R. Το εσvωτερικό γινόμενο όμως είναι πλήρες, δηλαδή ∀χ ∈ F
∃φ, ψ ∈ F τέτοια ώσvτε χ = φ†ψ οπότε και χ+ χ† ∈ R ∀χ ∈ F, ήτοι

χa + ♦abχb = (δab + ♦ab)χb = 2aχ0. (3.1.27)
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3 Δυναμική Langevin

παράδειγμα: παράγωγος σvυναρτησvιακού

΄Εσvτω ένα σvυναρτησvιακό s : F −→ R, δηλαδή ∀φ ∈ F, s[φ] ∈ R. Η παράγωγος του σvυναρτησvιακού s με το φ είναι από
μόνο του σvτοιχείο του F, όπως και φαίνεται από την αυτοσvυνεπή γραφή της σvε σvυνισvτώσvες. Συγκεκριμένα έσvτω

k(φ) =
δ

δφ
s[φ], (3.1.28)

οι σvυνισvτώσvες του οποίου γράφονται σvε αναλλοίωτη μορφή ως προς τη σvταθερά ανάπτυξης (f) ως

LfMka(φ) =
δ

δ(LfMφa)
s[φ] ή kα(φ) = LfM−2 δ

δφa
s[φ]. (3.1.29)

Σε αυτό το παράδειγμα φαίνεται για ακόμη μία φορά πως η σvταθερά ανάπτυξης LfM ανακύπτει σvε μια σvχέσvη βαθμωτών
με μη τετριμμένο τρόπο (όπως και σvτο γινόμενο (3.1.10)).

3.1.2.2 Εξίσvωσvη Langevin

Η μορφή της εξίσvωσvης Langevin για πραγματικά βαθμωτά πεδία δε κληροδοτείται αυτούσvια σvτα μη-πραγματικά πεδία. Η
αποσvύζευξη των εξισvώσvεων φυσvικά διατηρείται, οπότε περιοριζόμασvτε σvτον ταυτοτικό πυρήνα 〈x|K|x′〉 = 〈x|x′〉. ΄Εσvτω
ότι τελική μορφή της σvυνολικής εξίσvωσvης είναι

∂

∂τ
〈x|φ(τ)〉 = ω〈x|K(φ(τ))〉+

√
ω〈x|η(τ)〉, K(φ) ≡ − δ

δφ
S[φ], (3.1.30)

〈|〈x|η(τ)〉|〉 = 0 και 〈|〈x|η(τ)〉〈η(τ ′)|x′〉|〉 = 2ω−1〈x|x′〉δ(τ − τ ′). (3.1.31)

όπου η σvταθερά ω μένει να προσvδιορισvτεί χάριν αυτοσvυνέπειας με το γεγονός ότι μια θεωρία μη-πραγματικού βαθμωτού
πεδίου φ είναι μια θεωρία πολλών ανεξάρτητων πραγματικών βαθμωτών πεδίων φa τα οποία αποτελούν τις σvυνισvτώσvες
του, όπως γίνεται κατανοητό από την υποενότητα 3.1.2.1.

Αναπτύσvσvοντας την εξίσvωσvη Langevin (3.1.30) σvε σvυνισvτώσvες,

∂

∂τ
〈x|φa(τ)〉 = ω〈x|Ka(φ(τ))〉+

√
ω〈x|ηa(τ)〉, Ka(φ) = −LfM−2 δ

δφa
S[φ], (3.1.32)

〈|〈x|ηa(τ)〉|〉 = 0 και 〈|〈x|ηa(τ)〉〈ηa′(τ ′)|x′)|〉 = 2LfM−2αaa′〈x|x′〉δ(τ − τ ′). (3.1.33)

όπου αaa′ είναι δέλτα του Kronecker βαθμού μικρότερου της διάσvτασvης του χώρου, δηλαδή
α2 ≡ αaa = αaa′αaa′ ≤ δaa = dimR F.2 Αναπτύσvσvουμε το θόρυβο σvε σvυνισvτώσvες

2ω−1〈x|x′〉δ(τ − τ ′) = 〈|〈x|η(τ)〉〈η(τ ′)|x′〉|〉 = LfM2αaa′〈|〈x|ηa(τ)〉〈ηa′(τ ′)|x′〉|〉. (3.1.34)

οι οποίες υπακούουν σvτο θεώρημα fluctuation-dissipation των επιμέρους σvυνισvτωσvών εξισvώσvεων Langevin, δηλαδή

〈|〈x|ηa(τ)〉〈ηa′(τ ′)|x′〉|〉 = 2LfM−2αaa′〈x|x′〉δ(τ − τ ′) ή 2ω−1〈x|x′〉δ(τ − τ ′) = 2αaa〈x|x′〉δ(τ − τ ′), (3.1.35)

σvυνεπάγεται ότι ω = α−2.

Στη γενική περίπτωσvη όπου ο θόρυβος είναι ισvοτροπικός, αaa′ = δaa′ και ω
−1 = dimR F. Υπάρχουν περιπτώσvεις όμως

που κάποιες σvυνισvτώσvες του θορύβου μπορεί να είναι μηδενικές, η κρυμμένη μορφή του θορύβου δηλαδή επί της ουσvίας
καθρεφτίζεται τελικά σvε επιπλέον παράγοντα σvτο σvυντελεσvτή ολίσvθησvης. Χωρίς τον σvυντελεσvτή ω, οδηγούμασvτε σvε
εκφυλισvμό της εξίσvωσvης σvε πραγματική Langevin επί της ουσvίας, αφού αaa = 1, δηλαδή μόνο μία από τις εξισvώσvεις
Langevin είναι σvτην πραγματικότητα σvτοχασvτική.

Εξισvώσvεις Langevin (σvυνισvτώσvες) για το πεδίο φ ∈ FX και πραγματική δράσvη S ∈ R:

∂

∂τ
〈x|φa(τ)〉 = α−2〈x|Ka(φ(τ))〉+ α−1〈x|ηa(τ)〉, Ka(φ) = −LfM−2 δ

δφa
S[φ], (3.1.36)

〈|〈x|ηa(τ)〉|〉 = 0 και 〈|〈x|ηa(τ)〉〈ηa′(τ ′)|x′〉|〉 = 2LfM−2αaa′〈x|x′〉δ(τ − τ ′), (3.1.37)

2
Κάθε σvώμα F έχει διάσvτασvη dimF F = 1 ως προς τον εαυτό του και dimG F = n ∈ N για σvώμα G τέτοιο ώσvτε F ' Gn.
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3.1 Συνεχής δυναμική Langevin

όπου α2 ≡ αaa ≤ δaa = dimR F. Οι εξισvώσvεις Langevin των σvυνισvτωσvών φa παίρνουν την απλούσvτερη μορφή με
κατάλληλη επιλογή σvταθεράς ανάπτυξης σvε σvυνισvτώσvες, LfM = α−1. Η δράσvη (3.1.4) του θορύβου η γίνεται

A[η] =
1

4
α−2〈η|η〉 =

1

4
LfM2α−2〈αaa′ηaηa′〉 =

1

4
〈αaa′ηaηa′〉 (3.1.38)

3.1.3 φ ∈ FX και S ∈ G

Η περίπτωσvη της μη-πραγματικής δράσvης είναι περίτεχνη για το λόγο πρωτίσvτως ότι κατασvτρέφει την αυτοσvυνέπεια
των εξισvώσvεων Langevin όπως γράφτηκαν μέχρι τώρα, αφού όλοι οι όροι ανήκουν σvτο σvώμα F, όλοι εκτός του όρου
ολίσvθησvης ο οποίος για S ∈ G,3

K(φ) := − δ

δφ
S[φ] ∈ (F⊗G)X ή Kab(φ) ∝  bcd

δ

δφac
Sd[φ]. (3.1.39)

΄Ενα σvώμα είναι πάντα και διανυσvματικός χώρος ως προς τον εαυτό του, αλλά και ως υπόσvωμά του H ≤ F μπορεί να
είναι, όπως σvτη παρούσvα δουλειά είναι το R. Μάλισvτα διαφέρει και η διάσvτασvη του επαγόμενου διανυσvματικού χώρου
κάθε φορά, σvυγκεκριμένα

dimH(F) =
dimR(F)

dimR(H)
,

όπου R ≤ F και R ≤ H είναι (ελάχισvτο) κοινό υπόσvωμά των F και H πάνω σvτο οποίο βασvίζονται και τα δύο.

F⊗G είναι ο τανυσvτικός χώρος που σvυνάγεται από τους επιμέρους διανυσvματικούς χώρους F και G, και διαφέρει ριζικά
από το καρτεσvιανό γινόμενο F×G, διαφορά η οποία εύκολα αναδεικνύεται από

dimR(F⊗G) = dimR F dimR G ενώ dimR(F×G) = dimR F + dimR G.

Η αυτοσvυνέπεια επαναφέρεται με φυσvικό τρόπο επεκτείνοντας το πεδίο από το F σvτο F×G, ή σvε φορμαλισvμό δεικτών,
από φa σvε φab. Η σvταθερά ανάπτυξης σvε σvυνισvτώσvες γράφεται σvυνολικά Lfg) ≡ LfMLgM. Η σvταθερά αναλογίας σvτην
(3.1.39) είναι πρωτίσvτως LfM−2

από την ανάπτυξη σvε δείκτες του F , επί LgM−2
και όχι LgM−1

αφού S ∈ G ≤ F ⊗ G
και επομένως αναδύεται ένας παράγοντας LgM κατά τη γραφή του γινομένου #cbd(. . .), ο οποίος όμως απορροφάται σvτην
αναλλοίωτη γραφή της δράσvης LgMS. Ο λόγος είναι ότι η κανονικοποίησvη της δράσvης αφορά τη φυσvική και πρέπει να
παραμείνει ή ίδια για το πραγματικό της μέρος μετά την επέκτασvη.

Εξισvώσvεις Langevin (σvυνισvτώσvες) για το επεκταμένο πεδίο φ ∈ (F⊗G)X και μη-πραγματική δράσvη S ∈ G:

∂

∂τ
〈x|φab(τ)〉 = γ−2〈x|Kab(φ(τ))〉+ γ−1〈x|ηab(τ)〉, Kab(φ) := −LfgM−2 bcd

δ

δφac
LgMSd[φ], (3.1.40)

〈|〈x|ηab(τ)〉|〉 = 0ab και 〈|〈x|ηab(τ)〉〈ηa′b′(τ ′)|x′〉|〉 = 2LfgM−2γaba′b′〈x|x′〉δ(τ − τ ′), (3.1.41)

όπου γaba′b′ ≡ αaa′βbb′ και κατά σvυνέπεια γ2 ≡ γabab = αaaβbb ≤ δaaδbb = dimR F dimR G ≡ dimR(F⊗G).

Για LfM = α−1
και LgM = β−1

ή LfgM = LfMLgM = α−1β−1 = γ−1 (αφού γ = αβ), 〈x|K|x′〉 = 〈x|x′〉, οι εξισvώσvεις
Langevin (3.1.40) αποκτούν δηλαδή την απλούσvτερη δυνατή μορφή.

Το G-κομμάτι του πεδίου φ σvτην εκάσvτοτε θεωρία δεν έχει φυσvικό νόημα και ως εκ τούτου μπορεί να χρησvιμοποιηθεί
με οποιοδήποτε σvυμβατό με το F-κομμάτι του πεδίου. Για παράδειγμα, το πιο σvύνηθες σvτη βιβλιογραφία [5, 6, 7] είναι ο
μηδενισvμός του G-θορύβου, δηλαδή οι σvυνισvτώσvες του θορύβου αναπαρίσvτανται ως ηab = ηa1b με

〈|〈x|ηa(τ)〉〈ηa′(τ ′)|x′〉|〉 = 2LfM−2αaa′〈x|x′〉δ(τ − τ ′) (3.1.42)
3
Στην περίπτωσvη πηλίκου πάνω σvτο σvώμα F έχουμε

φ

ψ
=
ψ†φ

|ψ|2
ή

(
φ

ψ

)
a

=  abc
ψbφc

ψdψd
=  abc

φc

ψb
όταν

ψb

ψd
= δbd.
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3 Δυναμική Langevin

όπου εννοείται πως LgM = 1 και άρα LfgM = LfM το οποίο σvυνάγεται από το απλό γεγονός ότι ο G-θόρυβος έχει μία
σvυνισvτώσvα, και η σvταθερά ανάπτυξης προεπιλέγεται με αυτήν την επιλογή. ΄Ετσvι γίνεται φανερό πως σvτην κατεύθυνσvη
G το πεδίο αναπτύσvσvεται σvτις σvυνισvτώσvες του χωρίς κανονικοποίησvη. Οι εν λόγω σvυνισvτώσvες φ_b αποτελούν φυσvικά

πεδία, μόνο το «πραγματικό» φ_0 εκ’ των οποίων αφορά τη θεωρία υπό εξέτασvη, ενώ τα υπόλοιπα είναι βοηθητικά.

Οι εξισvώσvεις Langevin γράφονται τότε

∂

∂τ
〈x|φab(τ)〉 = α−2〈x|Kab(φ(τ))〉+ α−1〈x|ηa(τ)〉1b, Kab(φ) := −LfM−2 bcd

δ

δφac
Sd[φ]. (3.1.43)

Δεδομένης της τυχαιότητας του θορύβου, οι εξισvώσvεις Langevin σvέβονται μια σvυμμετρία σvυζυγίας-parity [6]

φab −→ −♦ac♦bdφcd με Kab −→ −♦ac♦bdKcd, (3.1.44)

η οποία μηδενίζει όλες τι σvυναρτήσvεις Green δύο σvημείων 〈|〈φabφcd〉|〉 εκτός από αυτές των οποίων τα σvυμμετέχοντα
πεδία αλλάζουν ταυτόχρονα πρόσvημο με τον εν λόγω μετασvχηματισvμό σvυμμετρίας δίνοντας [6]

〈|〈φabφcd〉|〉 ∝ δacδbd + εacεbd. (3.1.45)

3.2 Εξίσvωσvη Fökker-Planck

Χωρίς βλάβη της γενικότητας ή της υποβόσvκουσvας αλγεβρικής δομής και όπου κρίνεται απαραίτητο, οι αλγεβρικοί δείκτες
θα παραλείπονται. Για το λόγο αυτό (και για λόγους re-usability) επανεισvάγεται ο πυρήνας K σvτην εξίσvωσvη Langevin,
ο οποίος είναι σvημαντικό να θυμηθούμε πως είναι αναγκαία ερμητιανός και θετικά ορισvμένος.

Εξίσvωσvη Langevin για πεδία φ ∈ (F⊗G)X και δράσvη S ∈ G με θόρυβο η ∈ FX και πυρήνα K ∈ (F⊗ F)X

∂

∂τ
〈x|φa(τ)〉 = 〈x|ηa(τ)〉+ 〈x|Ka(φ(τ))〉, 〈x|Ka(φ)〉 = −

ˆ
X

ddimXx′〈x|K|x′〉 δ

δ〈φa|x′〉
S[φ] (3.2.1)

〈|〈x|ηa(τ)〉|〉 = 0 και 〈|〈x|ηa(τ)〉〈ηa′(τ)|x′〉|〉 = 2αaa′〈x|K|x′〉δ(τ − τ ′) (3.2.2)

Η λύσvη της εξίσvωσvης δεν είναι μοναδική, ανήκει κατά βάσvη σvε μια κατανομή λύσvεων, με «πυκνότητα πιθανότητας»
〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉, κατανομή η οποία παράγεται χάρη σvτο σvτοχασvτικό μέρος της εξίσvωσvης: τον θόρυβο η. Κατά σvύμβασvη
όταν πεδίο και χρόνος Langevin γράφονται ως ένα, αποτελεί λύσvη της εξίσvωσvης Langevin, και ειδικότερα το σvτιγμιότυπο
φ(τ) της εν λόγω λύσvης, η οποία έχει επιπλέον μια κρυφή εξάρτησvη ίσvων χρόνων από τον θόρυβο η(τ). Αντιθέτως,
η πυκνότητα ℘ εξαρτάται από το χρόνο Langevin και τα πεδία explicitely, δίνοντας επιμέρους πυκνότητες πεδίων ίσvου
χρόνου (τ -slices).

Σε μία σvτοχασvτική εξίσvωσvη, το θέμα δεν είναι τόσvο αν ένα σvυγκεκριμένο πεδίο φ είναι λύσvη ή όχι αλλά ποια είναι η
πιθανότητα του να είναι λύσvη. Με λίγα λόγια όλος ο χώρος (F⊗G)X×R είναι ανοιχτός σvτην εξίσvωσvη Langevin:

∀φ ∈ (F⊗G)X×R, ∃η ∈ (F⊗G)X×R με κατανομή πιθανότητας που δίνεται από τη δράσvη

A[η(τ)] =
1

4
〈η(τ)|K−1|η(τ)〉 =

1

4
〈〈αaa′ηa(τ)K−1ηa′(τ)〉〉 (3.2.3)

τέτοιος ώσvτε φ είναι λύσvη της εξίσvωσvης Langevin με θόρυβο η, όπου K−1
είναι ο αντίσvτροφος του K,

〈x|K|K−1|x′〉 = 〈x|K−1|K|x′〉 = 〈x|x′〉 (3.2.4)

Η γεννήτρια σvυνάρτησvη γίνεται σvτην προκειμένη:

Z[ξ] ≡
〈∣∣∣∣ exp

(
1

2
(〈ξ|φ〉+ 〈φ|ξ〉

)∣∣∣∣〉 =
1

Z0

ˆ
Dφ exp

(
− 1

2
〈φ|K−1|φ〉+

1

2
(〈ξ|φ〉+ 〈φ|ξ〉)

)
= exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
,
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3.2 Εξίσvωσvη Fökker-Planck

Z0 =

ˆ
Dφ exp

(
− 1

2
〈φ|K−1|φ〉

)
,

έτσvι ώσvτε Z[0] = 1.

(〈ξ|K − 〈φ)|K−1|(φ〉 − K|ξ〉) = 〈φ|K−1|φ〉 − 〈ξ|K|K−1|φ〉 − 〈φ|K−1|K|ξ〉+ 〈ξ|K|K−1|K|ξ〉
= 〈φ|K−1|φ〉 − 〈ξ|φ〉 − 〈φ|ξ〉+ 〈ξ|K|ξ〉.

Με την αλλαγή μεταβλητής ψ = φ−Kξ, Dφ = Dψ, έχουμε

−1

2
〈φ|K−1|φ〉+

1

2
(〈ξ|φ〉+ 〈φ|ξ〉) = −1

2
〈ψ|K−1|ψ〉+

1

2
〈ξ|K|ξ〉.

Τελώντας την αντικατάσvτασvη σvτο ολοκλήρωμα της γεννήτριας σvυνάρτησvης

1

Z0

ˆ
Dφ exp

(
− 1

2
〈φ|K−1|φ〉+

1

2
(〈ξ|φ〉+ 〈φ|ξ〉)

)
=

1

Z0

ˆ
Dφ exp

(
− 1

2
〈ψ|K−1|ψ〉

)
exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
.

΄Ομως

Z0 ≡
ˆ
Dφ exp

(
− 1

2
〈ψ|K−1|ψ〉

)
,

επομένως

Z[ξ] = exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
.

Οι σvυναρτήσvεις Green ελεύθερων πεδίων γράφονται τότε ως σvυναρτησvιακές παράγωγοι της γεννήτριας σvυνάρτησvης
(1.2.4), 〈∣∣∣∣∣

n∏
i=1

〈xi|φ〉〈φ|x′i〉
∣∣∣∣∣
〉

=

n∏
i=1

δ

δ〈x′i|ξ〉
δ

δ〈ξ|xi〉
Z[0],

με σvυγκεκριμένη δράσvη

S[φ] = −1

2
〈φ|K−1|φ〉.

Η δράσvη A του θορύβου η είναι διαγώνια ως προς το χρόνο Langevin τ επομένως όλοι οι υπολογισvμοί μπορούν να
διαχωρισvτούν σvε ίσvους χρόνους, και ο χρόνος τ αγνοείται σvε ότι ακολουθεί.

Συνήθως αυτό που σvυμβαίνει είναι ο ελεύθερος όρος exp επιβιώνει πάντοτε σvτις διαφορίσvεις και γίνεται μονάδα όταν
ξ = 0.

〈ξ|K|ξ〉 =

ˆ
X

ddimXx

ˆ
X

ddimXx′〈ξ|x〉〈x|K|x′〉〈x′|ξ〉.

Ως ενδιάμεσvο βήμα υπολογισvμού δείχνουμε κάτι το οποίο είναι ήδη γνωσvτό,

〈|〈x|η〉|〉 =
δ

δ〈ξ|x〉Z[ξ] =
δ

δ〈ξ|x〉 exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
=

1

2

δ〈ξ|K|ξ〉
δ〈ξ|x〉 exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
.
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3 Δυναμική Langevin

Από τη σvτιγμή που K ερμητιανός,

1

2

δ〈ξ|K|ξ〉
δ〈ξ|x〉 =

ˆ
X

ddimXx′
ˆ
X

ddimXx′′
δ〈ξ|x′′〉
δ〈ξ|x〉 〈x

′′|K|x′〉〈x′|ξ〉

=

ˆ
X

ddimXx′
ˆ
X

ddimXx′′〈x|x′′〉〈x′′|K|x′〉〈x′|ξ〉

=

ˆ
X

ddimXx′〈x|K|x′〉〈x′|ξ〉

= 〈x|K|ξ〉,

επομένως

〈|〈x|η〉|〉 = 〈x|K|ξ〉 exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
= 0 για ξ = 0. (3.2.5)

Χρησvιμοποιούμε το προηγούμενο αποτέλεσvμα για τον υπολογισvμό σvτη σvυνέχεια της σvυνάρτησvης σvυσvχετισvμού του

θορύβου

〈|〈x|η〉〈η|x′〉|〉 =
δ

δ〈x′|ξ〉
δ

δ〈ξ|x〉Z[ξ] =
δ

δ〈x′|ξ〉

(
〈x|K|ξ〉 exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

))
=

=
δ〈x|K|ξ〉
δ〈x′|ξ〉 exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
+

1

2
〈x|K|ξ〉δ〈ξ|K|ξ〉

δ〈x′|ξ〉 exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
.

Παραγωγίζοντας κατά παράγοντες,

δ

δ〈x′|ξ〉

(
〈x|K|ξ〉 exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

))
=
δ〈x|K|ξ〉
δ〈x′|ξ〉 exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
+

1

2
〈x|K|ξ〉δ〈ξ|K|ξ〉

δ〈x′|ξ〉 exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
. (3.2.6)

Ομοίως,
1

2

δ〈ξ|K|ξ〉
δ〈x′|ξ〉 = 〈ξ|K|x′〉, (3.2.7)

ενώ

δ〈x|K|ξ〉
δ〈x′|ξ〉 =

ˆ
X

ddimXx′′〈x|K|x′′〉δ〈x
′′|ξ〉

δ〈x′|ξ〉 =

ˆ
X

ddimXx′′〈x|K|x′′〉〈x′′|x′〉 = 〈x|K|x′〉. (3.2.8)

Αντικαθισvτώντας,

〈|〈x|η〉〈η|x′〉|〉 = (〈x|K|x′〉+ 〈x|K|ξ〉〈ξ|K|x′〉) exp

(
1

2
〈ξ|K|ξ〉

)
= 〈x|K|x′〉 για ξ = 0. (3.2.9)

3.2.1 Το σvύμβολο Dirac της κατανομής

H 〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 μας λέει ποια είναι η πιθανότητα το πεδίο φ σvτη χρονική σvτιγμή τ να είναι σvτιγμιότυπο φ(τ) λύσvης της
εξίσvωσvης Langevin (3.1.1) δεδομένου ότι φ0 τη χρονική σvτιγμή τ0 είναι σvτιγμιότυπο λύσvης της εξίσvωσvης. Η εξάρτησvη
δηλαδή μιας λύσvης φ(τ) από την αρχική σvυνθήκη φ(τ0) = φ0 είναι πιθανοφανική και όχι ντετερμινισvτική λόγω της

σvτοχασvτικής φύσvης της εξίσvωσvης.

Επειδή η εξίσvωσvη Langevin είναι τοπική σvτο χρόνο τ , καθώς ο θόρυβος είναι ασvυσvχέτισvτος για τ = τ ′ από τη σvυνθήκη
(3.1.2), η ℘ είναι markovιανή, [2] δηλαδή

〈|φ|℘(τ, τ ′′)|φ′′|〉 =

ˆ
Dφ′〈|φ|℘(τ, τ ′)|φ′|〉〈|φ′|℘(τ ′, τ ′′)|φ′′|〉, (3.2.10)

ή ισvοδύναμα

℘(τ, τ ′′) = ℘(τ, τ ′)℘(τ ′, τ ′′) (3.2.11)
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το οποίο σvημαίνει πως η ℘ μπορεί να δομηθεί σvε μικρά βήματα χρόνου, το οποίο θυμίζει πολύ τον τρόπο με τον οποίο
κατασvκευάζουμε άτυπα τα path integrals. Από (3.2.10) γίνεται κατανοητό πως ο σvυμβολισvμός 〈· · ·〉 εδώ σvυμπίπτει με
αυτόν της αναμενόμενη τιμής, δηλαδή το path integral και όχι το ολοκλήρωμα ως προς το χωροχρόνο. Σε αυτό το
context για παράδειγμα,

〈|φ|φ′|〉 = δ[φ− φ′], (3.2.12)

όπου δ[φ− φ′] είναι η (φορμαλισvτικά) σvυναρτησvιακή σvυνάρτησvη δέλτα, δηλαδή ∀O,ˆ
Dφδ[φ− φ′]O[φ′] = O[φ]. (3.2.13)

΄Ετσvι τα σvύμβολα | · |〉 και 〈| · | είναι όντως kets και bras. [2]
Η (3.2.10) μαζί με τη σvυμμετρία μετατόπισvης σvτο χρόνο, ο τελεσvτής πια ℘(τ, τ0) μπορεί να γραφεί ως

℘(τ, τ0) = exp(−(τ − τ0)H), (3.2.14)

όπου ο τελεσvτής H ονομάζεται hamiltonιανή Fökker-Planck και η (3.2.14) ικανοποιεί την επονομαζόμενη εξίσvωσvη
Fökker-Planck με καθορισvμένη αρχική σvυνθήκη,

∂

∂τ
℘(τ, τ0) = −H℘(τ, τ0), ℘(τ0, τ0) = 1. (3.2.15)

Η εύρεσvη της hamiltonιανής Fökker-Planck σvυνάδει με την εύρεσvη της εξίσvωσvης Fökker-Planck η οποία μεταφράζεται
σvτο haniltonιανό φορμαλισvμό

∂

∂τ
〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 = −

ˆ
Dφ′〈|φ|H|φ′|〉〈|φ′|℘(τ, τ0)|φ0|〉, 〈|φ|℘(τ0, τ0)|φ0|〉 = 〈|φ|φ0|〉, (3.2.16)

και αποτελεί αντικείμενο της ανάλυσvης που ακολουθεί. Προσvοχή εφίσvταται σvτο γεγονός πως η hamiltonιανή H δεν είναι
ερμητιανή, διαφορετικά σvτο δεξί μέλος της εξίσvωσvης Fökker-Planck θα είχαμε τον μεταθέτη [H|℘].

3.2.2 Εξαγωγή της εξίσvωσvης Fökker-Planck

Λόγω σvτοχασvτικής φύσvης του πεδίου παύει να έχει νόημα ο υπολογισvμός οποιουδήποτε παρατηρήσvιμου μεγέθους O
σvυναρτήσvει του πεδίου φ (όπως γίνεται σvτο όριο της κβαντικής θεωρίας πεδίου), και αποκτά νόημα η μέσvη τιμή του εν
λόγω μεγέθους πάνω σvε όλα τα πιθανά φ. Η κατανομή αυτή, η οποία ταυτίζεται με τη ζητούμενη 〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 ορίζεται
τότε ∀O

〈|O(τ)|〉 ≡
ˆ
Dη%[η]O[φ(τ)] =

ˆ
DφO[φ]〈|φ0|℘(τ0, τ)|φ|〉, (3.2.17)

ή εναλλακτικά

〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 =

ˆ
Dη%[η]〈|φ|φ(τ)|〉, (3.2.18)

όπου ο θόρυβος ως ασvυσvχέτισvτος σvτον χρόνο Langevin λαμβάνεται σvτατικός σvτις αναμενόμενες τιμές,

%[η] = ρ−1
0 exp

(
− 1

4
〈〈αaa′ηaK−1ηa′〉〉

)
, %0 =

ˆ
Dη exp

(
− 1

4
〈〈αaa′ηaK−1ηa′〉〉

)
. (3.2.19)

Τότε η κατανομή πιθανότητας 〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 ικανοποιεί την εξίσvωσvη Fökker-Planck,
∂

∂τ
〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 =

〈〈
δ

δφa
K
(
αaa′

δ

δφa′
+ δaa′

δ

δφa′
S[φ]

)〉〉
〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉, (3.2.20)

ή ισvοδύναμα

〈|φ|H|φ′|〉 = −
〈〈

δ

δφa
K
(
αaa′

δ

δφa′
+ δaa′

δ

δφa′
S[φ]

)〉〉
〈|φ|φ′|〉. (3.2.21)

Παραγωγίζοντας 〈|O(τ)|〉 και εφαρμόζοντας κανόνα αλυσvίδας του Leibniz
∂

∂τ
〈|O[φ(τ)]|〉 =

〈∣∣∣∣〈 ∂

∂τ
φa(τ)

δ

δφa(τ)
O(τ)

〉∣∣∣∣〉 (3.2.22)

31



3 Δυναμική Langevin

Για κάθε χρονική σvτιγμή τ και χάρη σvτον ασvυσvχετισvμό 〈|η(τ)η(τ ′)|〉 ∝ δ(τ − τ ′), η επιμέρους κατανομή του θορύβου
η(τ) είναι ταυτόσvημη και της μορφής

%[η] ≡ %−1
0 exp

(
− 1

4
〈η|K−1|η〉

)
, %−1

0 ≡
ˆ
Dη exp

(
− 1

4
〈η|K−1|η〉

)
(3.2.23)

∂

∂τ
〈|O(τ)|〉 ≡ ∂

∂τ

ˆ
Dη%[η]O[φ(τ)] =

ˆ
Dη%[η]

∂

∂τ
O[φ(τ)] ≡

〈∣∣∣∣ ∂∂τO(τ)

∣∣∣∣〉 (3.2.24)

Αντικαθισvτώντας την εξίσvωσvη Langevin (3.1.1),

∂

∂τ
〈|O(τ)|〉 =

〈∣∣∣∣αaa′〈ηa(τ)
δ

δφa′(τ)

〉
O(τ)− δaa′

〈〈
δ

δφa(τ)
S[φ(τ)]K δ

δφa′(τ)

〉〉
O(τ)

∣∣∣∣〉. (3.2.25)

∀O : FX −→ FX : φ 7→ O(φ),

〈|αaa′〈ηa(τ)Oa′(φ(τ))〉|〉 = 2

〈∣∣∣∣αaa′〈〈 δ

δηa(τ)

〈
φa′′(τ)

δ

δφa′′(τ)

〉
KOa′(φ(τ))

〉〉∣∣∣∣〉. (3.2.26)

Χωρίς βλάβη της γενικότητας παραλείπεται ο χρόνος Langevin τ σvτη γενική ισvχύ της αποδεικτέας σvχέσvης.

Εισvάγοντας τον προβολικό τελεσvτή K−1|x〉〈x|K,

〈|αaa′〈ηaOa′(φ)〉|〉 = 〈|αaa′〈〈〈ηaK−1KOa′(φ)〉〉〉|〉 =

ˆ
Dη
ˆ
X

ddimXx%[η]〈ηa|K−1|x〉αaa′〈x|K|Oa′(φ)〉

αναδύεται ο όρος 〈ηa|K−1|x〉αaa′ ο οποίος μοιάζει με την σvυναρτησvιακή παράγωγο της «δράσvης» αaa′〈〈ηaK−1ηa′〉〉.
Πράγματι,

δ

δ〈x|ηa〉
%[η] = −1

4
αa′′a′

δ〈〈ηa′′K−1ηa′〉〉
δ〈x|ηa〉

%[η] = −1

2
%[η]〈ηa|K−1|x〉αaa′ .

Επομένως,

〈|αaa′〈ηaOa′(φ)〉|〉 = −2

ˆ
Dη
ˆ
X

ddimXx
δ

δ〈x|ηa〉
%[η]αaa′〈x|K|Oa′(φ)〉 =

= 2

ˆ
Dη%[η]αaa′

〈〈
δ

δηa
KOa′(φ)

〉〉
= 2

〈∣∣∣∣αaa′〈〈 δ

δηa

〈
φa′′

δ

δφa′′

〉
KOa′(φ)

〉〉∣∣∣∣〉.

Κάνοντας της αντικατάσvτασvη

Oa(φ) =
δ

δφa
O[φ] (3.2.27)

σvτην (3.2.26), έχουμε〈∣∣∣∣αaa′〈ηa(τ)
δ

δφa′(τ)

〉
O(τ)

∣∣∣∣〉 = 2

〈∣∣∣∣αaa′〈〈 δ

δηa(τ)

〈
φa′′(τ)

δ

δφa′′(τ)

〉
K δ

δφa′(τ)

〉〉
O[φ(τ)]

∣∣∣∣〉 ≡
≡ 2〈|αaa′〈〈Φaa′′(τ, τ)∆a′a′′(τ, τ)〉〉O(τ)|〉 (3.2.28)

όπου

〈x|Φaa′(τ, τ ′)|x′〉 ≡
δ

δ〈x′|ηa′(τ ′)〉
〈x|φa(τ)〉, (3.2.29)
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3.2 Εξίσvωσvη Fökker-Planck

〈x|∆aa′(τ, τ
′)|x′〉 ≡

ˆ
X

ddimXx′′
δ

δ〈x′|φa′(τ ′)〉
〈x|K|x′′〉 δ

δ〈φa(τ)|x′′〉 . (3.2.30)

Τελώντας την εξίσvωσvη Langevin (3.2.1) με σvυναρτησvιακή παράγωγο θορύβου η, η τυπική διαφορική εξίσvωσvη που
υπακούει η Φ είναι

∂

∂τ
〈x|Φaa′(τ, τ ′)|x′〉 = αaa′〈x|x′〉δ(τ − τ ′)−

ˆ
X

ddimXx′′〈x|∆aa′′(τ, τ
′)|x′′〉S[φ(τ)]〈x′′|Φa′′a′(τ, τ ′)|x′〉. (3.2.31)

Πράγματι, με εφαρμογή του κανόνα της αλυσvίδας ο όρος ολίσvθησvης γίνεται

δ

δ〈x′|ηa′〉
δ

δ〈φa|x〉
S[φ] =

ˆ
X

ddimXx′′
δ

δ〈x′′|φa′′〉
δ

δ〈φa|x〉
S[φ]

δ

δ〈x′|ηa′〉
〈x′′|φa′′〉.

Η γενική λύσvη της ομογενούς εξίσvωσvης που αντισvτοιχεί σvτην (3.2.31) είναι της μορφής

〈x|Φaa′(τ, τ ′)|x′〉 =

ˆ
X

ddimXx′′ exp

(
−
ˆ τ

τ0

dτ ′′〈x|∆aa′′(τ
′′, τ ′)|x′′〉S[φ(τ ′′)]

)
〈x′′|Φa′′a′(τ0, τ ′)|x′〉, (3.2.32)

με αρχική σvυνθήκη η οποία προκύπτει από την επιλογή αρχικής σvυνθήκης για την εξίσvωσvη Langevin,

〈x|Φaa′(τ0, τ ′)|x′〉 ≡
δ

δ〈x′|ηa′(τ ′)〉
〈x|φa(τ0)〉. (3.2.33)

Ξεχνώντας προς το παρόν την πλεγματική θέσvη και την άλγεβρα των πεδίων, δηλαδή δaa′〈x|x′〉 = 1, η (3.2.31) γράφεται

∂

∂τ
Φ(τ, τ ′) = δ(τ − τ ′)−∆(τ, τ ′)S[φ(τ)]Φ(τ, τ ′),

η γενική λύσvη σvτο ομογενές κομμάτι της οποίας γράφεται

Φ(τ, τ ′) = exp

(
−
ˆ τ

τ0

dτ ′′∆(τ ′′, τ ′)S[φ(τ ′′)]

)
Φ(τ0, τ

′),

με αρχική σvυνθήκη Φ(τ0, τ
′) η οποία καθορίζεται από την αρχική σvυνθήκη φ(τ0). Παραγωγίζοντας ως προς το χρόνο

Langevin

∂

∂τ
Φ(τ, τ ′) =

∂

∂τ
exp

(
−
ˆ τ

τ0

dτ ′′∆(τ ′′, τ ′)S[φ(τ ′′)]

)
Φ(τ0, τ

′) =

= ∆(τ, τ ′)S[φ(τ)] exp

(
−
ˆ τ

τ0

dτ ′′∆(τ ′′, τ ′)S[φ(τ ′′)]

)
.

Μια ειδική λύσvη της μη-ομογενούς ανεξάρτητη των αρχικών σvυνθηκών είναι για τ, τ ′ > τ0

Φ(τ, τ ′) = exp

(
−
ˆ τ

τ ′
dτ ′′∆(τ ′′, τ ′)S[φ(τ ′′)]

)
θ(τ − τ ′).

΄Εχοντας διατηρήσvει τη σvειρά γινομένων, με προσvεκτική επαναφορά της άλγεβρας των πεδίων και της πλεγματικής θέσvης,
προκύπτει η γενική λύσvη της μη-ομογενούς εξίσvωσvης, η οποία γράφεται

Φ(τ, τ ′) = exp

(
−
ˆ τ

τ0

dτ ′′∆(τ ′′, τ ′)S[φ(τ ′′)]

)
Φ(τ0, τ

′) + exp

(
−
ˆ τ

τ ′
dτ ′′∆(τ ′′, τ ′)S[φ(τ ′′)]

)
θ(τ − τ ′).

Για φ(τ0) = η(τ0), Φ(τ0, τ
′) = δ(τ0 − τ ′) ή για φ(τ0) = 0, Φ(τ0, τ

′) = 0 έχουμε την ειδική λύσvη μόνο.
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3 Δυναμική Langevin

Η επιλογή της αρχικής σvυνθήκης γίνεται με γνώμονα την επιλογή αρχικής σvυνθήκης για το πεδίο φ. Μια σvυνήθης
επιλογή (hot configuration) είναι

φ(τ0) = η(τ0) οπότε 〈x|Φaa′(τ0, τ ′)|x′〉 = αaa′〈x|x′〉δ(τ0 − τ ′). (3.2.34)

Με την επιλογή αυτή, η λύσvη της (3.2.31)είναι

〈x|Φaa′(τ, τ ′)|x′〉 =

ˆ
ddimXx′′ exp

(
−
ˆ τ

τ ′
dτ ′′〈x|∆aa′′(τ

′′, τ ′)|x′′〉S[φ(τ ′′)]

)
αa′′a′〈x′′|x′〉θ(τ − τ ′). (3.2.35)

Για τ = τ ′ > τ0, [2]

〈x|Φaa′(τ, τ)|x′〉 = αaa′〈x|x′〉θ(0) ≡ 1

2
αaa′〈x|x′〉. (3.2.36)

Η ίδια λύσvη προκύπτει και με την επιλογή (cold configuration)

φ(τ0) = 0 οπότε 〈x|Φaa′(τ0, τ ′)|x′〉 = 0. (3.2.37)

Επομένως, 〈∣∣∣∣αaa′〈ηa(τ)
δ

δφa′(τ)

〉
O(τ)

∣∣∣∣〉 =

〈∣∣∣∣αaa′〈〈 δ

δφa(τ)
K δ

δφa′(τ)

〉〉
O(τ)

∣∣∣∣〉, (3.2.38)

και έχουμε με αυτόν τον τρόπο σvυνάγει μια εξίσvωσvη χρονικής εξέλιξης του 〈|O(τ)|〉,
∂

∂τ
〈|O(τ)|〉 = −〈|H†O(τ)|〉, (3.2.39)

όπου ορίζουμε τη δυϊκή hamiltonιανή

〈|φ|H†|φ′|〉 ≡ −
〈〈(

δ

δφa
αaa′ −

δ

δφa
S[φ]δaa′

)
K δ

δφa′

〉〉
〈|φ|φ′|〉. (3.2.40)

Ορίζεται ο τελεσvτής ορμής

πa = −ı δ
δφb
ή

δ

δφa
= ıπb με

δ

δφa

δ

δφa
= −πaπa.

Η δυϊκή hamiltonιανή H† γράφεται τότε για πραγματικά πεδία φ με k ≡ −(δ/δφ)S[φ], όπου π† = −π,

〈|φ|H†|φ′|〉 = 〈〈(πaαaa′ − ıkaδaa′)Kπa′〉〉〈|φ|φ′|〉 = −〈πaαaa′ − ıkaδaa′ |K|πa′〉〈|φ|φ′|〉,

ως σvυζυγό-μορφη της hamiltonιανής H

〈|φ|H|φ′|〉 = 〈〈πaK(αaa′πa′ + ıδaa′ka′)〉〉〈|φ|φ′|〉 = −〈πa|K|αaa′πa′ + ıδaa′ka′〉〈|φ|φ′|〉,

το οποίο γίνεται ακριβές όταν α = 1 δεδομένου ότι k† = k,

〈πa|K|πa + ıka〉† = 〈πa − ıka|K|πa〉,

όπου έχει χρησvιμοποιηθεί καταχρησvτικά ο σvυμβολισvμός 〈·|·〉 ≡ 〈·†·〉 ειδικά μόνο για τα μιγαδικά πεδία που εμφανίζονται
ως σvυνισvτώσvες της ορμής εδώ, και για να φανεί η ιδιότητα της σvυζυγίας.

Αναπτύσvσvοντας την (3.2.39),
ˆ
Dφ ∂

∂τ
〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉O[φ] =

ˆ
Dφ〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉

〈〈(
δ

δφa
αaa′ −

δ

δφa
S[φ]δaa′

)
K δ

δφa′

〉〉
O[φ]. (3.2.41)

και ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες σvυνάγεται η εξίσvωσvη Fökker-Planck (3.2.20).
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Η ολοκληρωτέα ποσvότητα σvτο δεξί μέλος της (3.2.41) είναι της μορφής

℘
δ

δφ

δ

δφ
O − ℘ δ

δφ
S
δ

δφ
O

Ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες και αγνοώντας όρους που δίνουν ολικές παραγώγους σvτην τελική ολοκληρωτέα

ποσvότητα, μία φορά τον πρώτο όρο

℘
δ

δφ
S
δ

δφ
O =

δ

δφ

(
℘O δ

δφ
S

)
−O δ

δφ

(
δ

δφ
S℘

)
ˆ
Dφ
〈
δ

δφ

(
℘O δ

δφ
S

)〉
= 0,

και δύο φορές για το δεύτερο,

℘
δ

δφ

δ

δφ
O =

δ

δφ

(
℘
δ

δφ
O
)
− δ

δφ
℘
δ

δφ
O =

δ

δφ

(
℘
δ

δφ
O −O δ

δφ
℘

)
+O δ

δφ

δ

δφ
℘

ˆ
Dφ
〈
δ

δφ

(
℘
δ

δφ
O −O δ

δφ
℘

)〉
= 0,

σvυνεπάγεται ότι

ˆ
DφO ∂

∂τ
℘ =

ˆ
DφO

〈
δ

δφ

(
δ

δφ
+

δ

δφ
S

)〉
℘

∀O παρατηρήσvιμη ποσvότητα. Επαναφέροντας τη δομή των πεδίων φ καταλήγουμε σvτην εξίσvωσvη Fökker-Planck.

3.2.3 Η κατάσvτασvη ισvορροπίας για τ →∞ και το Feynman path integral

Η εξαγωγή της εξίσvωσvης Fökker-Planck είναι από μόνη της εξαντλητική, και δεν έχουμε προχωρήσvει ακόμη σvε ενδε-
χόμενες λύσvεις της. Ευτυχώς, το σvημείο που χρειάζεται προσvοχή είναι οι σvτατικές λύσvεις της εξίσvωσvης Fökker-Planck,
οι οποίες σvτατικές κατανομές 〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 θα δούμε πως ταυτίζονται με το Feynman path integral.

3.2.3.1 Ενδείξεις από εξίσvωσvη Langevin

Αν λάβουμε αναμενόμενες τιμές της (απλής) εξίσvωσvης Langevin, κατάσvτασvη ισvορροπίας σvημαίνει〈∣∣∣∣ ∂∂τ x|φa(τ)

∣∣∣∣〉 =

〈∣∣∣∣x|ηa(τ)−
ˆ
ddimXx′〈x|K|x′〉 δ

δ〈φa(τ)|x′〉S[φ(τ)]

∣∣∣∣〉 = 0, (3.2.42)

δηλαδή για ταυτοτικό πυρήνα 〈x|K|x′〉 = 〈x|x′〉,〈∣∣∣∣ δ

δ〈φa(τ)|x〉S[φ(τ)]

∣∣∣∣〉 = 0. (3.2.43)

Παρεμπιπτόντως

δ

δ〈φa|x〉
S[φ] = 0 (3.2.44)

ισvοδυναμεί με τις εξισvώσvεις κίνησvης της κλασvικής θεωρίας πεδίου δράσvης S[φ], το οποίο αποτελεί μια ποιοτική ένδειξη
του λόγου για τον οποίο προσvεγγίζουμε την κβαντική θεωρία πεδίου (κατά ολοκλήρωμα Feynman) με την κατάσvτασvη
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3 Δυναμική Langevin

ισvορροπίας της εξέλιξης Langevin. Αυτό που επιθυμούμε χρησvιμοποιώντας τη μέθοδο Langevin είναι να υπάρχει το όριο

〈|〈x|ψa〉|〉 = lim
τ→∞

〈|〈x|φa(τ)〉|〉 (3.2.45)

σvτο οποίο το πεδίο ψ είναι σvτατικά πιθανοφανικό ως προς τον πλασvματικό χρόνο Langevin τ .

3.2.3.2 Στατική κατανομή Fökker-Planck

Στο εξής θα παραλείπεται o χρόνος τ0 της αρχικής σvυνθήκης από το σvύμβολο της Fökker-Planck 〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉, λόγω
σvυμμετρίας μεταφοράς χρόνου της εξίσvωσvης Langevin η οποία επιτρέπει ορισvμό των αρχικών σvυνθηκών για τ0 = 0 και
ανεξαρτησvίας των ορίων τ →∞ ως προς το χρόνο αυτό, δηλαδή το σvύμβολο ανάγεται σvε 〈|φ|℘(τ)|φ0|〉.
Υποθέτοντας ότι το όριο

℘∞ = lim
τ→∞

℘(τ) (3.2.46)

υπάρχει, αποτελεί όπως είναι φυσvικό σvτατική λύσvη της εξίσvωσvης Fökker-Planck, ή χρησvιμοποιώντας τη hamiltonιανή
μορφή (3.2.16) της εξίσvωσvης,

0 =
∂

∂τ
℘∞|φ0|〉 = H℘∞|φ0|〉, (3.2.47)

γίνεται κατανοητό πως η |0|〉 ≡ ℘∞|φ0|〉 είναι δεξιά ιδιοκατάσvτασvη του τελεσvτή της hamiltonιανής H με ιδιοτιμή 0, αφού
η (3.2.47) είναι ανεπηρέασvτη από την επιλογή αρχικών σvυνθηκών, γιατί βρισvκόμασvτε μακριά σvτο χρόνο Langevin σvε
ισvορροπία και η διαδικασvία είναι Markovιανή,

H|0|〉 = 0. (3.2.48)

Η αναπαράσvτασvη τη σvτατικής κατανομής είναι

〈|φ|0|〉 = 〈|φ|℘∞|φ0|〉 ≡ ℘∞[φ]. (3.2.49)

Η αναζήτησvη αρισvτερής ιδιοκατάσvτασvης της hamiltonιανής H δίνεται από τη σvυζυγή εξίσvωσvη Fökker-Planck

∂

∂τ
℘† = −℘†H† = −(H℘)†, (3.2.50)

τη δράσvη δηλαδή του τελεσvτή H℘ σvτα αρισvτερά σvτο σvύμβολο

〈|φ|H℘|φ0|〉 = 〈|φ|℘
〈〈

δ

δφ
K
(
δ

δφ
+

δ

δφ
S[φ]

)〉〉
|φ0|〉 = 0. (3.2.51)

Βλέπουμε τότε πως 〈0| = 〈|φ|℘∞ έτσvι ώσvτε
〈|0|H = 0. (3.2.52)

Το αντίσvτοιχο πλάτος

〈|0|φ|〉 = 〈|φ|℘∞|φ|〉 = 1, (3.2.53)

ερμηνεύεται ως πιθανότητα 1 το φ να είναι λύσvη ισvορροπίας, όταν η αρχική σvυνθήκη δίνεται σvτην ισvορροπία και είναι
ακριβώς φ, δηλαδή με τον τρόπο που ορίζεται η πιθανότητα 〈|φ|℘∞|φ′|〉 όπου το bra σvυνισvτά τη ζητούμενη σvυνθήκη ενώ
το ket τη δεδομένη, όταν αυτές σvυμπίπτουν εξ’ ορισvμού η πιθανότητα είναι 1.

Από αρχή διατήρησvης της πιθανότητας

ˆ
Dφ ∂

∂τ
〈|φ|℘(τ)|φ0|〉 =

ˆ
Dφ
ˆ
Dφ′〈|φ|H|φ′|〉〈|φ′|℘(τ)|φ0|〉 = 0, ∀℘

προκύπτει ότι υπάρχει σvταθερή αρισvτερή ιδιοκατάσvτασvη 〈0| ιδιοτιμής 0 όντως υπάρχει αφού,
ˆ
Dφ〈|φ|H|φ′|〉 ≡

ˆ
Dφ〈|0|φ|〉〈|φ|H|φ′|〉 = 〈|0|H|φ′|〉 = 0, ∀φ′ (3.2.54)
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με την προϋπόθεσvη ότι

〈|0|0|〉 ≡
ˆ
Dφ〈|0|φ|〉〈|φ|0|〉 =

ˆ
Dφ℘∞[φ] <∞

το οποίο ισvοδυναμεί με τον καλό ορισvμό της σvτατικής κατανομή ή διαφορετικά την ύπαρξή της για τη δεδομένη σvτοχασvτική

εξέλιξη Langevin.

΄Εσvτω |y〉 η γενική (δεξιά) ιδιοκατάσvτασvη της hamiltonιανής H με ιδιοτιμή E,

H|y|〉 = y|y|〉.

Τότε από διατήρησvη πιθανότητας (3.2.54)

〈|0|H|y|〉 = y〈0|y|〉 = 0,

είτε y = 0 για το οποίο |y|〉 = |0|〉, είτε 〈|0|y|〉 = 0, το οποίο δεν έρχεται σvε αντίθεσvη με το αποτέλεσvμα 〈|0|φ|〉 = 1 το οποίο
αφορά μόνο τα πεδία φ ενώ ο χώρος των κατασvτάσvεων είναι ποια αυτών των κατανομών πάνω σvτα πεδία φ, τα οποία και
αποτελούν βάσvη του νέου αυτού χώρου κατασvτάσvεων.

Δεδομένου ότι 〈|y|y|〉 ≥ 0 και 〈|y|H|y|〉 ∈ F εν γένει, από τη σvχέσvη

y〈|y|y|〉 = 〈|y|H|y|〉,

προκύπτει ότι το πραγματικό μέρος y0 του φάσvματος της hamiltonιανής H είναι μη-αρνητικό, y0 ≥ 0 αν και μόνο αν το
πραγματικό μέρος της hamiltonιανής είναι θετικά ορισvμένο, δηλαδή 〈|y0|H0|y0|〉 ≥ 0.

΄Οπως προαναφέρθηκε η ύπαρξη της σvτατικής κατανομής ισvοδυναμεί με την ύπαρξη της ιδιοτιμής y = 0 σvτο φάσvμα της
hamiltonιανής H. Διαφορετικά, η αντίσvτοιχη σvτοχασvτική εξίσvωσvη οδηγεί σvε ασvυμπτωτικά αποκλίνουσvα εξέλιξη πεδίου.

Μεγάλη προσvοχή εφίσvταται τη (κατά)χρήσvη του σvυμβόλου 〈|y|H|y|〉, διότι ο τελεσvτής H δεν είναι εν γένει ερμητιανός
(σvυμμετρικός), επομένως σvτο σvύμβολο αυτό σvτα αρισvτερά δρα ο H†.

Το πραγματικό μέρος του φάσvματος της hamiltonιανής Fökker-Planck είναι μη-αρνητικό, αφού

〈|y0|H0|y0|〉 = 〈|y0|〈〈αaa′πaKπa′〉〉|y0|〉 = 〈〈αaa′$aK$a′〉〉〈|y0|y0|〉 ≥ 0, (3.2.55)

όπου πa|y|〉 = $a|y|〉, μιας και ο τελεσvτής σvυναρτησvιακής παραγώγου μετατίθεται με το πραγματικό μέρος της hamil-
tonιανής (κινητικός όρος), έχει δηλαδή το ίδιο φάσvμα, με $a ∈ R αφού κατά μετασvχηματισvμό Fourier,

〈|$|πa|y|〉 =

ˆ
Dφ〈|$|φ|〉〈|φ|πa|y0|〉, (3.2.56)

όπου 〈|$|φ|〉 = exp(−ı$aφa) ο πυρήνας μετασvχηματισvμού Fourier όπου $a ∈ R και

〈|φ|πa|y0|〉 = −ı δ

δφa
〈|φ|y0|〉 (3.2.57)

η αναπαράσvτασvη του τελεσvτή πa ως προς φ, οπότε με παραγοντική ολοκλήρωσvη

− ı
ˆ
Dφ exp(−ı$aφa)

δ

δφa
〈|φ|y0|〉 = ı

ˆ
Dφ δ

δφa
exp(−ı$aφa)〈|φ|y0|〉 = $a

ˆ
Dφ exp(−ı$aφa)〈|φ|y0|〉, (3.2.58)

και σvυνεπώς

〈|$|πa|y0|〉 = $a

ˆ
Dφ〈|$|φ|〉〈|φ|y0|〉 = $a〈|$|y|〉, (3.2.59)

όπως και ήταν αναμενόμενο, πέραν αυτού όμως διαφαίνεται και το γεγονός ότι το φάσvμα του τελεσvτή της ορμής είναι
όντως πραγματικό.
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3 Δυναμική Langevin

Με βάσvη την ανάλυσvη που προηγήθηκε, η εξίσvωσvη Fökker-Planck έχει σvτατική λύσvη ισvορροπίας για τ → ∞ αν η
τιμή 0 περιλαμβάνεται σvτο φάσvμα τη hamiltonιανής Fökker-Planck.4Συγκεκριμένα για πλήρη θόρυβο (αaa′ = δaa′),
παρατηρείται πως σvτατική λύσvη υπάρχει και είναι της μορφής

℘∞[φ] =
exp(−S[φ])ˆ
Dφ exp(−S[φ])

. (3.2.60)

Πράγματι,

δ

δφ
℘∞(φ) = − δ

δφ
S[φ]℘∞(φ),

και

δ

δφ

δ

δφ
℘∞(φ) = − δ

δφ

(
δ

δφ
S[φ]℘∞(φ)

)
,

οπότε και

δ

δφ
K
(
δ

δφ
+

δ

δφ
S[φ]

)
℘∞(φ) = 0.

Παρατηρούμε πως η παρουσvία του πυρήνα K δεν επηρεάζει την σvτατική λύσvη

Η σvτατική λύσvη (όταν υπάρχει) ℘∞ κανονικοποιείται (φορμαλισvτικά)5 ως

〈|0|0|〉 ≡
ˆ
Dφ℘∞[φ] = 1. (3.2.61)

Οπότε βάσvη του ορισvμού (3.2.17) η μέτρησvη της μέσvης τιμής μιας παρατηρήσvιμης ποσvότητας O με ανεξάρτητες μετρήσvεις
σvε ισvορροπία σvτο σvτατισvτικό σvύνολο που παράγει ο θόρυβος σvτον χώρο των πεδίων φ μέσvω της εξίσvωσvης Langevin
(3.2.1) ισvούται με την αναμενόμενη τιμή της ποσvότητας σvτο φορμαλισvμό ολοκληρωμάτων Feynman.

3.2.3.3 Θεωρία βαθμωτού πεδίου φ ∈ (F⊗G)X , θορύβου η ∈ FX και δράσvης S[φ] ∈ G

Ενδιαφέρον έχει η περίπτωσvη της επεκταμένης δράσvης, ειδικά όταν ο θόρυβος επιλεχτεί «πραγματικός». Σε ότι ακολουθεί,
θα σvυμβολίσvουμε τις «πραγματικές σvυνισvτώσvες» ·a0 = ·a.
Εξίσvωσvη Langevin:

∂

∂τ
〈x|φab(τ)〉 = 〈x|Kab(φ)〉+ 〈x|ηa(τ)〉1b, 〈x|Kab(φ)〉 = −

ˆ
X

ddimXx′〈x|K|x′〉 bcd
δ

δ〈φac|x′〉
Sd[φ], (3.2.62)

〈|〈x|ηab(τ)〉〈ηa′b′(τ)|x′〉|〉 = 2γaba′b′〈x|K|x′〉δ(τ − τ ′). (3.2.63)

Στην περίπτωσvη λήψης πραγματικού θορύβου, γaba′b′ = δaa′1b1b′ .

Εξίσvωσvη Fökker-Planck:

∂

∂τ
〈φ|℘(τ)|φ0〉 =

〈〈
δ

δφa
K δ

δφa
+ bcd

δ

δφab
K δ

δφac
Sd[φ]

〉〉
〈φ|℘(τ)|φ0〉 (3.2.64)

4
Μάλισvτα, αν η αντίσvτοιχη ιδιοκατάσvτασvη είναι εκφυλισvμένη, τότε υπάρχουνε πολλαπλές διαφορετικές σvτατικές λύσvεις, όπως σvυμβαίνει
με την περίπτωσvη πολλών εξισvώσvεων Langevin (για παράδειγμα σvτην μιγαδική δυναμική Langevin) όταν κάποιες σvυνισvτώσvες θορύβου
παραλείπονται, δηλαδή αaa < δaa.

5
Φορμαλισvτικής, γιατί ο παρανομασvτής δεν είναι καλά ορισvμένος παρά μόνο όταν όλο αυτό το μη-καλά ορισvμένο μέτρο ℘ εισvαχθεί σvτο
ολοκλήρωμα Feynman.
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3.2 Εξίσvωσvη Fökker-Planck

minimal working example: φ ∈ F and S ∈ R with αaa ≤ δaa
Η εξίσvωσvη Langevin γίνεται

∂

∂τ
〈x|φa(τ)〉 = 〈x|Ka(φ)〉+ 〈x|ηa(τ)〉, 〈x|Ka(φ)〉 = −

ˆ
X

ddimXx′〈x|K|x′〉 δ

δ〈φa|x′〉
S[φ], (3.2.65)

〈|〈x|ηa(τ)〉〈ηa′(τ)|x′〉|〉 = 2αaa′〈x|K|x′〉δ(τ − τ ′). (3.2.66)

όπου κάποιες σvυνισvτώσvες θορύβου είναι 0. Η αντίσvτοιχη εξίσvωσvη Fökker-Planck γίνεται

∂

∂τ
〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 =

〈〈
αaa′

δ

δφa
K
(

δ

δφa′
+

δ

δφa′
S[φ]

)
+ (1− α)aa′

δ

δφa
K δ

δφa′
S[φ]

〉〉
〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 (3.2.67)

όπου (1 − α)aa′ = δaa′ − αaa′ η σvυμπληρωματική αυτής του θορύβου δέλτα σvυνάρτησvη. Στην παρούσvα μορφή είναι
εύκολο να δούμε πως η σvτατική λύσvη θα αποτελείται από δύο τμήματα,

℘∞[φ] ∝ exp(−α⊥S[φ]) exp(−(1− α)⊥T [φ]), (3.2.68)

όπου το σvύμβολο α⊥· ορίζει ως προς ποια δέλτα τελείται η σvυσvτολή δεικτών, για παράδειγμα α⊥〈φaφa〉 = 〈αaa′φaφa′〉.
Είναι φανερό από τη μορφή της εξίσvωσvης (3.2.67) πως μόνο το α⊥-κομμάτι της δράσvης εμφανίζεται σvτο καθιερωμένο
εκθετικό του path integral, αφού ικανοποιεί τη σvτατική εξίσvωσvη〈〈

αaa′
δ

δφa
K
(

δ

δφa′
+

δ

δφa′
S[φ]

)〉〉
exp(−S[φ]) = 0, (3.2.69)

ενώ το υπόλοιπο αποτελεί λύσvη της〈〈
(1− α)aa′

δ

δφa
K δ

δφa′
S[φ]

〉〉
exp(−T [φ]) = 0, (3.2.70)

η οποία οδηγεί σvτην 〈〈
(1− α)aa′K

(
δ

δφa

δ

δφa′
S[φ]− δ

δφa
T [φ]

δ

δφa′
S[φ]

)〉〉
= 0 (3.2.71)

θα ολοκληρώσvει την πλήρη σvτατική λύσvη της αντίσvτοιχης εξίσvωσvης Fökker-Planck η οποία εν γένει διαφέρει από το
χαρακτηρισvτικό εκθετικό exp(−S[φ]) του καθιερωμένου path integral, γεγονός το οποίο μας υποδεικνύει πως για κάθε
βαθμό ελευθερίας της θεωρίας που εξετάζουμε χρειάζεται να αντισvτοιχίσvουμε και ένα θόρυβο ώσvτε να ανακτήσvουμε τη

θεωρία σvτο όριο άπειρου χρόνου της εξέλιξης Langevin.

minimal working example: φ ∈ R and S ∈ G (forcing φ ∈ G with βaa ≤ δaa)
Το γεγονός ότι η δράσvη είναι μη-πραγματική επιβάλει με βάσvη την υποενότητα 3.1.3 την επέκτασvη του πεδίου σvε φ ∈ G
με σvυνισvτώσvες φa. Η εξίσvωσvη Langevin γίνεται τότε

∂

∂τ
〈x|φa(τ)〉 = 〈x|Ka(φ)〉+ 〈x|ηa(τ)〉, 〈x|Ka(φ)〉 = −

ˆ
X

ddimXx′〈x|K|x′〉 abc
δ

δ〈φb|x′〉
Sc[φ], (3.2.72)

〈|〈x|ηa(τ)〉〈ηa′(τ)|x′〉|〉 = 2βaa′〈x|K|x′〉δ(τ − τ ′), (3.2.73)

όπου κάποιες σvυνισvτώσvες θορύβου λαμβάνονται 0 με τη χρήσvη του σvυμβόλου β αντί του α σvε σvυμφωνία με την υποενότητα
3.1.3, έτσvι ώσvτε να φαίνεται πως οι βαθμοί ελευθερίας τους οποίου αντιπροσvωπεύει ο δείκτης a είναι πλασvματικοί (εκτός
του 0) σvτην προκειμένη περίπτωσvη. Η αντίσvτοιχη εξίσvωσvη Fökker-Planck γίνεται

∂

∂τ
〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉 =

〈〈
βaa′

δ

δφa
K
(

δ

δφa′
+ a′bc

δ

δφb
Sc[φ]

)
+ (1− β)aa′

δ

δφa
K a′bc

δ

δφb
Sc[φ]

〉〉
〈|φ|℘(τ, τ0)|φ0|〉.

(3.2.74)
Η λύσvη του πρώτου τμήματος της σvτατικής εξίσvωσvης γίνεται μη-τετριμμένη τώρα, είναι αυτή όμως η οποία αποτελεί την
κατανομή πιθανότητας.
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3 Δυναμική Langevin

Είναι γεγονός πως (χρησvιμοποιώντας τον ορισvμό (3.1.9)) η εκθετική απεικόνισvη έχει νόημα σvτου μιγαδικούς ως

expφ ≡ exp
∑
a

gaφa =
∏
a

exp(gaφa), (3.2.75)

η οποία όμως δεν επιδέχεται ερμηνεία πιθανότητας, παρόλο που εξυπηρετεί σvτην κβάντωσvη της εν λόγω βαθμωτής
θεωρίας. Οι αρχικές σvυνισvτώσvες Sc της S είναι αναλλοίωτα σvυναρτησvιακά του φ ∈ R, επαναπροσvδιορίζονται με επιπλέον
εξαρτήσvεις από τις υπόλοιπες σvυνισvτώσvες φa του φ ∈ G, όταν αυτό επεκταθεί. Υπό το πρίσvμα αυτό και υποθέτοντας ότι
το G-γινόμενο είναι σvυμμετρικό βλέπουμε πως η exp(−S[φ]) είναι επίσvης λύσvης της εξίσvωσvης Fökker-Planck, αφού

δ

δφ
exp(−S[φ]) ≡ δ

δφ
exp

(
−
∑
c

gcSc[φ]

)
≡ δ

δφ

∏
c

exp(−gcSc[φ]) =

=
∑
c

δ

δφ
exp(−gcSc[φ])

∏
b6=c

exp(gbSb[φ]) = −
∑
c

gc
δ

δφ
Sc[φ]

∏
b

exp(−gbSb[φ]) = − δ

δφ
S[φ] exp(−S[φ]), (3.2.76)

το οποίο μας λέει πως η exp(−S[φ]) είναι σvτατική λύσvη της μιγαδικής εξίσvωσvης Fökker-Planck πριν την επέκτασvη του
πεδίου φ, 〈〈

δ

δφ
K
(
δ

δφ
+

δ

δφ
S[φ]

)〉〉
exp(−S[φ]) = 0, (3.2.77)

η οποία όπως και είναι επόμενο έχει τη μορφή της πραγματικής εξίσvωσvης Fökker-Planck εκτός του γεγονότος πως
S ∈ G.

3.3 Διακριτή δυναμική Langevin

Διακριτοποιώντας το χωροχρόνο σvε πλέγμα σvταθεράς ` καθισvτά όλα τα πεδία ως διανύσvματα, με σvύνθετο δείκτη θέσvης
και άλγεβρας. Διακριτοποιώντας επιπλέον και το χρόνο Langevin τ = nε σvταθερού βήματος ε, καθισvτά όλο το μηχανισvμό
μια Markovιανή αλυσvίδα, διαχειρίσvιμη σvε μια εξομοίωσvη Monte Carlo. ΄Εχουμε τις εξής αντισvτοιχίες:

τ = nε

〈x|φa(τ)〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 〈x|φa〉n
∂N

∂τN
〈x|φa(τ)〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑
m

(
n

m

)
(−1)mεn〈x|φa〉n+m

ˆ
dτ〈φa(τ)|φa(τ)〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∑
n

ε〈φa|φa〉n

δ(τ − τ ′) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ε−1δnn′

∀f σvυνάρτησvη του χρόνου Langevin τ = nε, ορίζεται

fn =
1

ε

ˆ τ+ε

τ

dτf(τ). (3.3.1)

Συγκεκριμένα, επανορίζοντας τον θόρυβο ως η̄ =
√
εη,

〈|〈x|η̄a〉n〈η̄a′ |x′〉n′ |〉 = 2αaa′〈x|K|x′〉δnn′ . (3.3.2)

Ο επανορισvμός του θορύβου γίνεται ώσvτε να μην περιλαμβάνεται η σvταθερά χρόνου Langevin ε σvτον ορισvμό του θορύβου.
Ο εκθέτης σvτην κατανομή του θορύβου γίνεται

ˆ ∞
τ0

dτ〈〈αaa′ηa(τ)K−1ηa′(τ)〉〉 =

∞∑
n=n0

ε〈〈αaa′ηaK−1ηa′〉〉n =

∞∑
n=n0

〈〈αaa′ η̄aK−1η̄a′〉〉n (3.3.3)
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3.3 Διακριτή δυναμική Langevin

Συνεπώς η διακριτή εξίσvωσvη Langevin γίνεται

〈x|φa〉n+1 = 〈x|φa〉n + ε〈x|K|Ka(φn)〉+
√
ε〈x|η̄a〉n, Ka(φ) = −∇S(φ), (3.3.4)

όπου η σvυναρτησvιακή παράγωγος σvτον όρο ολίσvθησvης μετατράπηκε σvε απλή βαθμίδα λόγω το ότι το πεδίο (σvυνάρτησvη)
μετατράπηκε σvε διάνυσvμα σvτο πλέγμα. Το σvύμβολο σvυσvτολής 〈·|·〉 εξαρτάται όπως είναι κατανοητό από τη πλεγματική
σvταθερά `, και πιο σvυγκεκριμένα από το σvτοιχείο όγκου του πλέγματος `dimX , και είναι φυσvικά απλά ένα άθροισvμα πάνω
σvτην πλεγματική θέσvη.

3.3.1 Μεταβλητό βήμα χρόνου Langevin εn

΄Οπως αναγράφεται και σvε πρόσvφατη σvχετικά βιβλιογραφία [6], πολλές φορές η μέθοδος Langevin αποτυγχάνει να
σvυγκλίνει για αρκετά μεγάλο χρονικό βήμα ε. Πολλές φορές το αναγκαίο μέγισvτο βήμα είναι τόσvο μικρό που καθισvτά
αδύνατο το σvύσvτημα να ξεκολλήσvει από το thermalization stage, καθώς χρειάζονται πάρα πολλά iterations τέτοιου
μικρού χρονικού βήματος για να χτισvτεί μια χρονική διαφορά. Μια μερική προσvέγγισvη προτείνεται [6] με τη χρήσvη
προσvαρμοσvτικού βήματος, ανάλογα με το πότε οι σvυντελεσvτές ολίσvθησvης (οι οποίοι επηρεάζουν ως επί το πλείσvτον
το βήμα Langevin) έχουν την τάσvη να ξεφύγουν αποκλίνοντας. ΄Ετσvι, φροντίζοντας το γινόμενο εK να κρατηθεί σvε
λογικά όρια, ρυθμίζοντας κατάλληλα το ε, λύνεται το πρόβλημα της σvύγκλισvης, αλλά όχι της ευσvτάθειας, δηλαδή της
εγκυρότητας του ορίου των observables μέσvω των εξισvώσvεων Langevin με τις αληθινές expectation values.

Διακριτή μορφή των εξισvώσvεων Langevin για διακριτό χρόνο Langevin n, μεταβλητού βήματος εn:

〈x|φa〉n+1 = 〈x|φa〉n + εn〈x|K|Ka(φn)〉+
√
ε〈x|ηa〉n, Ka(φ) = −∇S(φ), (3.3.5)

όπου το σvχήμα διακριτοποίησvης του χρόνου Langevin γίνεται

τ = Nε =

N∑
n=1

εn, (3.3.6)

όπου το βήμα χρόνου εn ρυθμίζεται σvε κάθε βήμα Langevin έτσvι ώσvτε να αντισvταθμίσvει μεγάλες τιμές σvτους όρους
ολίσvθησvης,

εnKn =Mn, Kn = ‖Ω−1|K(φn)|2‖p. (3.3.7)

p ∈ N είναι η τάξη της νόρμας που λαμβάνεται ειδικά για το K και διαφέρει από την καθιερωμένη νόρμα του εσvωτερικού
γινομένου ‖ · ‖ ≡

√
〈·|·〉 ≡ ‖ · ‖1 (p = 1), και

‖ · ‖pp ≡
ˆ
L
`dimXx| · (x)|2p. (3.3.8)

ε−1M αντιπροσvωπεύει την αναμενόμενη τιμή του K, όπως αυτή εκτιμάται με την εκτιμήτρια που αποτελεί η εξομοίωσvη
Langevin. Συνήθως τίθεται αυθαίρετα και σvυνολικά ως μια σvταθερά, αφού ούτε η μέσvη τιμή του χρονικού βήματος ούτε
και η αναμενόμενη τιμή της ολίσvθησvης είναι γνωσvτά εκ’ των προτέρων, η ρύθμισvη της οποίας εφισvτά μέγισvτη προσvοχή,
με σvημαντικό ενδεχόμενο αποτυχίας κατά μη-κατάλληλη επιλογή.

Υπάρχει όμως εναλλακτική προσvαρμογής του βήματος. Ξεκινά η εξομοίωσvη από ένα αρχικό βήμα ε0, με το οποίο τρέχει
το πρώτο βήμα, σvυνεπώς ο πήχης τίθεται σvτην αρχή της εξομοίωσvης. Η προσvέγγισvη αυτή είναι λίγο αδέξια για τον βασvικό
λόγο ότι η σvύγκλισvη της μεθόδου Langevin εξαρτάται πάρα πολύ από τις αρχικές σvυνθήκες, επομένως ο καθορισvμός της
σvταθεράςM βρίσvκεται σvτο έλεος της σvυμπεριφορά της εξομοίωσvης σvε αυτό το πρώτο βήμα.

3.3.1.1 η μέσvη ολίσvθησvη ε−1M

Το παραπάνω σvκεπτικό όμως μπορεί να επεκταθεί περαιτέρω. Πρωτίσvτως είναι γνωσvτό ότι για αρκετά μικρό ε, η μέθοδος
σvυγκλίνει, έτσvι ξεκινώντας με ένα αρχικά πολύ μικρό ε σvχετικό με τις παραμέτρους της εξομοίωσvης, είναι δυνατόν να
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3 Δυναμική Langevin

τεθεί ένας καλό πήχης για το μεταβλητό βήμα. Ακόμη καλύτερα όμως, ο πήχης μπορεί να τεθεί σvτατισvτικά από το μέσvο
όρο πολλών βημάτων ενός αρχικού και αρκετά μικρού (ή όχι απαραίτητα αυτήν τη φορά) ε0, 6

〈|K|〉N ≡
N∑
n=1

fnKn, fn = τ−1εn. (3.3.9)

Η μορφή (3.3.9)είναι προσvαρμοσvμένη σvτο μεταβλητό βήμα χρόνου αποδίδοντας τα κατάλληλα βάρη (σvυχνότητες) σvτην
εκτίμησvη της μέσvης τιμής ολίσvθησvης.7

Ας δούμε προσvεκτικά πως σvυμπεριφέρεται η δυναμικά εκτιμώμενη αναμενόμενη τιμή της ολίσvθησvης: ΄Εσvτω ότι ξεκινάμε
από μια αρχική εκτίμησvη K0 = 〈|K|〉0 = 1, με ένα σvεβασvτό ε0. Εξετάζουμε τι γίνεται σvτην περίπτωσvη που η εξομοίωσvη
πάει να διαφύγει τελείως, έσvτω δηλαδή ότι από το πρώτο βήμα κιόλας K1 = 1010. Αυτομάτως με βάσvη όσvα έχουμε πει,
〈|K|〉1 = 5 · 109, η αναμενόμενη τιμή δηλαδή έχει πάει σvτη μέσvη. Βλέπουμε πως αυτό αυξάνει πολύ σvημαντικά τον πήχη,
ρισvκάροντας σvτο επόμενο βήμα να μην πάρουμε αρκετά μικρό ε1 ώσvτε να αντιμετωπισvτεί η διαφυγή σvτο άπειρο.

Υπάρχει όμως η δυνατότητα, αν ξεχάσvουμε για λίγο την προέλευσvη της αναμενόμενης τιμής 〈| · |〉 από τη σvυνεχή θεωρία
πεδίου, να επιλέξουμε να πάρουμε την αρμονική αναμενόμενη τιμή 〈‖ · ‖〉 της ολίσvθησvης,8

〈‖K‖〉N ≡
N∏
n=1

Kfn
n , fn = τ−1εn. (3.3.10)

Από την τελευταία έκφρασvη φαίνεται ότι πρακτικά η αρμονική μέσvη τιμή είναι κανονική μέσvη τιμή σvτην τάξη μεγέθους. Στο
παράδειγμα που προηγήθηκε, θα έχουμε 〈‖K‖〉1 = 105, σvτο μέσvο των τάξεων μεγέθους δηλαδή. ΄Οπως είναι κατανοητό,
αυτό το κριτήριο αντιμετωπίζει πολύ πιο δρασvτικά τη διαφυγή της ολίσvθησvης με ρίσvκο αυτή τη φορά να κολλήσvει ίσvως

σvτην αρχή η εξομοίωσvη με απίσvτευτα μικρά βήματα ε, όμως η σvύγκλισvη ποια είναι σvχεδόν εγγυημένη.

Επίσvης η χρήσvη 〈‖K‖〉0 = 1 ως αρχική εκτίμησvη είναι πιο διαισvθητική: πέραν το γεγονότος ότι το πρώτο ε που χρησvι-
μοποιείται είναι το μέσvο ε, όπως και είναι επιθυμητό, η τιμή 1 βρίσvκεται σvτο «μέσvο» του R+ με τον ίδιο τρόπο που το 0
βρίσvκεται σvτο μέσvο του R όπως αυτό μεταφέρεται από την εκθετική απεικόνισvη. Με αυτόν τον τρόπο, γίνεται κατανοητό
πως σvτη μορφή εK του κριτηρίου, ο αρμονικός μέσvος είναι πιο κατάλληλος από τον απλό μέσvο.

6∀N ∈ N, ∀(0 ≤ fn ≤ 1)Nn=1 σvυχνότητες απάντησvης για ∀(xn)Nn=1 ∈ RN δείγμα,

〈x〉N =
N∑
n=1

fnxn = fNxN +

N−1∑
n=1

fnxn = fNxN + 〈x〉N−1(1− fN ).

7
Παρατηρούμε πως ενώ ο χρόνος Langevin (μπορεί ενδεχομένως να) έχει διασvτάσvεις, οι σvυχνότητες παραμένουν αδιάσvτατες, διασvφαλίζοντας
την αυτοσvυνέπεια του αποτελέσvματος.

8∀N ∈ N, ∀(0 ≤ fn ≤ 1)Nn=1 σvυχνότητες απάντησvης για ∀(xn)Nn=1 ∈ RN δείγμα,

〈〈x〉〉N =

N∏
n=1

xfnn = x
fN
N

N−1∏
n=1

xfnn = x
fN
N 〈〈x〉〉

1−fN
N−1 .

Η καταλληλότητα της επιλογής αυτής φαίνεται σvε πολλά επίπεδα. Η κανονική μέσvη τιμή είναι φτιαγμένη για τιμές σvτο R αφού το ουδέτερο
σvτοιχείο της πρόσvθεσvης είναι το 0, ενώ σvτον πολλαπλασvιασvμό είναι το 1. ΄Ομως α0 = 1 για κάθε α ∈ R, και για την ακρίβεια η απεικόνισvη
exp μας μεταφέρει από τη γνωσvτή μέσvη τιμή σvτην αρμονική,

exp〈x〉N = exp
N∑
n=1

fnxn =
N∏
n=1

(expxn)
fn = 〈〈expx〉〉N ή log〈〈x〉〉N = log

N∏
n=1

xfnn =

N∑
n=1

fn log xn = 〈log x〉N .
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4 Σχετικισvτικό αέριο Bose

4.1 Δυναμική Langevin σvτο σvχετικισvτικό αέριο Bose

4.1.1 Δράσvη S σvτο πλέγμα L←− X

Η δράσvη του σvχετικισvτικού αερίου Bose σvτο πλέγμα,

S[φ] = 〈φ|2|φ〉+ (m2 − µ2)〈φ|φ〉+ λ〈φφ|φφ〉+ µ(〈φ| .dimL φ〉 − 〈.dimLφ|φ〉), (4.1.1)

ανεπτυγμένη σvε σvυνισvτώσvες είναι

S[φ] = LıM2〈φa2φa〉+ (m2 − µ2)LıM2〈φaφa〉+ λLıM4〈φbφcφbφc〉+ 2µLıM2εbc〈φb .dimL φc〉. (4.1.2)

Ο τετραγωνικός όρος που εμφανίζεται σvτη δράσvη είναι εξ’ ορισvμού

〈φaφa〉 =

ˆ
L
`dimXx

∑
a

(φa(x))2.

Ο κινητικός όρος είναι,

〈φa2φa〉 = 〈.αφa .α φa〉 =

ˆ
L
`dimXx

dimX∑
α=1

`−2
∑
a

(φa(x+ `∂α)− φa(x))2

=

ˆ
L
`dimXx

dimX∑
α=1

`−2
∑
a

((φa(x+ `∂α))2 + (φa(x))2 − 2φa(x)φa(x+ `∂α))

= 2

ˆ
L
`dimXx

dimX∑
α=1

`−2
∑
a

((φa(x))2 − φa(x) exp(`∂α)φa(x))

= 2`−2

ˆ
L
`dimXx

∑
a

(
(φa(x))2 dimX −

dimX∑
α=1

φa(x) exp(`∂α)φa(x)

)

= 2`−2

(
〈φaφa〉dimX −

dimL∑
α=1

〈φa exp(`∂α)φa〉
)
.

Ο όρος αλληλεπίδρασvης είναι,

〈φbφbφcφc〉 =

ˆ
L
`dimXx

∑
b

(φb(x))2
∑
c

(φc(x))2 =

ˆ
L
`dimXx

∑
b

∑
c

(φb(x)φc(x))(φb(x)φc(x)) = 〈φbφcφbφc〉.

Τέλος ο όρος χημικού δυναμικού γίνεται,

εbc〈φb .dimL φc〉 =
∑
b

∑
c

εbc

ˆ
L
`dimXxφb(x)

dimX∑
α=1

δα dimX .α φc(x)

=
∑
b

∑
c

εbc

ˆ
L
`dimXxφb(x)

dimX∑
α=1

`−1(exp(`∂α)φc(x)− φc(x))

= `−1εbc

(
dimX∑
α=1

δa dimX〈φb exp(`∂α)φc〉 − 〈φbφc〉
)
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4 Σχετικισvτικό αέριο Bose

Συνδυάζοντας τους όμοιους όρους σvτη δράσvη, και επεκτείνοντας όρο προς όρο, έχουμε του όρους

−2`−2(δbc − `µεbcδα dimX)〈φb exp(`∂α)φc〉

−2`−2

(
1

2
(`µ)2δbc + `µεbc

)
〈φbφc〉

Οι γραμμικοί παράγοντες των ανωτέρων όρων, αντικαθίσvτανται από αντίσvτοιχους παράγοντες βαθμίδας,

`−1(δbc cosh(`µδα dimX)− ıεbc sinh(`µδα dimX)) =

= δbc

∞∑
n=0

(`µδα dimX)2n

(2n)!
− εbc

∞∑
n=0

(`µδα dimX)2n+1

(2n+ 1)!
' `−1δbc − ıεbcµδα dimX ,

εbc sinh(`µ) + δbc cosh(`µ)− δbc = εbc

∞∑
n=0

(`µ)2n+1

(2n+ 1)!
+ δbc

∞∑
n=0

(`µ)2n

(2n)!
− δbc '

1

2
(`µ)2δbc + ı`µεbc

Αγνοώντας την σvταθερά ανάπτυξης (), η δράσvη του σvχετικισvτικού αερίου Bose σvτο lattice είναι:

S[φ] ≡ S0[φ] + S1[φ] = (2`−2 dimX +m2)〈φaφa〉+ λ〈φbφcφbφc〉 −

− 2`−2
dimX∑
α=1

((δbc cosh(`µδα dimX)− εbc sinh(`µδα dimX))〈φb exp(`∂α)φc〉+

+ (εbc sinh(`µ) + δbc cosh(`µ)− δbc)〈φbφc〉) (4.1.3)

Στην πραγματικότητα όμως, χρησvιμοποιείται μια ισvοδύναμη σvτο σvυνεχές και θερμοδυναμικό όριο δράσvη του σvχετικισvτικού
αερίου Bose με κdimX = 2`−2 dimX +m2,

S[φ] = κdimXLıM2〈φaφa〉+ λLıM4〈φbφcφbφc〉

− 2`−2
dimX−1∑
α=1

LıM2〈φa exp(`∂α)φa〉 − 2`−2
dimX∑
α=1

(cosh(`µδα dimX)δbc −  sinh(`µδα dimX)εbc)LıM2〈φb exp(`∂α)φc〉.

(4.1.4)

Ο πολλαπλασvιασvμός της μονάδας  με τυχόν μιγαδικό φ ∈ C γράφεται σvε φορμαλισvμό δεικτών (φ)a = LMεabφb.

Με την αντικατάσvτασvη/ανάπτυξη φa −→ φab και

〈φa1
φa1

. . . φanφan〉 −→ 〈φa1
φa1

. . . φanφan〉a = LM2n−1#ab1...bnc1...cn〈φa1b1φa1c1 . . . φanbnφancn〉 (4.1.5)

σvυνάγεται η μορφή της δράσvης S ∈ G σvτο επεκταμένο πεδίο φ ∈ (C⊗ C)X ,

LMSb[φ] = κdimXLıM2#bcd〈φecφed〉+ λLıM4#bij#icd#jef 〈φgcφhdφgeφhf 〉

− 2`−2LıM2
dimX∑
α=1

((cosh(`µδα dimX) + 1− δα dimX)δbcδfg + sinh(`µδα dimX)εbcεfg)#cde〈φfd exp(`∂α)φge〉. (4.1.6)

4.1.2 Εξισvώσvεις Langevin του σvχετικισvτικού αερίου Bose

Γίνεται η επιλογή LıM = α−1
και LM = β−1

προς απλούσvτευσvη των εξισvώσvεων Langevin (σvυνισvτώσvες). Λαμβάνοντας
«πραγματικό» (μη-επεκταμένο) θόρυβο, από (3.1.43) ήδη β = 1, ενώ α =

√
2.
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4.1 Δυναμική Langevin σvτο σvχετικισvτικό αέριο Bose

4.1.2.1 Συντελεσvτές ολίσvθησvης Kab

Η πλεγματική δράσvη γράφεται

Sd[φ] =
1

2
κdimX#def 〈φgeφgf 〉+

1

4
λ#defgh〈φieφjfφigφjh〉 −

−
dimX∑
α=1

(cosh(`µδα dimX)δde#efgδhi + sinh(`µδα dimX)εde#efgεhi)〈φhf exp(`∂α)φig〉. (4.1.7)

Από τη γενική μορφή (3.1.43) των εξισvώσvεων Langevin για διπλομιγαδικό βαθμωτό πεδίο, σvυνάγονται οι σvυντελεσvτές
ολίσvθησvης

Kab(φ(x)) ≡ − bcd
δ

δφac(x)
Sd[φ] = − κdimXφab(x)− λ#bcdeφac(x)φfd(x)φfe(x) +

+ `−2
dimX∑
α=1

(cosh(µδα dimX) cosh(`∂α)δacδbdφcd(x) + sinh(µδα dimX) sinh(`∂α)εacεbdφcd(x)), (4.1.8)

όπου 2 cosh(`∂µ)φ(x) = exp(+`∂µ)φ(x) + exp(−`∂µ)φ(x) = φ(x+ `∂µ) + φ(x− `∂µ),
και 2 sinh(`∂µ)φ(x) = exp(+`∂µ)φ(x)− exp(−`∂µ)φ(x) = φ(x+ `∂µ)− φ(x− `∂µ).

Kab(φ(x)) = − bcd
δ

δφac(x)
Sd[φ],  bcd = #cdb

Γενικά για το τυχόν σvυναρτησvιακό της μορφής 〈φa1
· · ·φan〉,

δ

δφa(x)

〈
n∏
i=1

φai

〉
=

δ

δφa(x)

ˆ
X

ddimXy

n∏
i=1

φai(y) =

ˆ
X

ddimXy
δ

δφa(x)

n∏
i=1

φai(y) =

=

ˆ
X

ddimXy

n∑
i=1

δ

δφa(x)
φai(y)

∏
j 6=i

φaj (y) =

ˆ
X

ddimXy

n∑
i=1

δaaiδ(x− y)
∏
j 6=i

φaj (y) =

n∑
i=1

δaai
∏
j 6=i

φaj (x).

 bcd#def
δ

δφac(x)
〈φgeφgf 〉 = 2φab(x),

= #cbd#def (δagδceφgf (x) + δagδcfφge(x))

= #cbd#def (δceφaf (x) + δcfφae(x))

= #cbd#dcfφaf (x) +#cbd#decφae(x)

= δbfφaf (x) + δbeφae(x).

 bcd#defgh
δ

δφac(x)
〈φieφjfφigφjh〉 = 4#bcdeφac(x)φfd(x)φfe(x),

= #cbd#defgh(δaiδceφjf (x)φig(x)φjh(x) + δajδcfφie(x)φig(x)φjh(x)

+ δaiδcgφie(x)φjf (x)φjh(x) + δajδchφie(x)φjf (x)φig(x))

= #cbd#defgh(δceφjf (x)φig(x)φjh(x) + δcfφie(x)φig(x)φah(x)

+ δcgφae(x)φjf (x)φjh(x) + δchφie(x)φaf (x)φig(x))

= #cbd#dcfghφjf (x)φag(x)φjh(x) +#cbd#decghφie(x)φig(x)φah(x)

+#cbd#defchφae(x)φjf (x)φjh(x) +#cbd#defgcφie(x)φaf (x)φig(x)

= #bfghφjf (x)φag(x)φjh(x) +#beghφie(x)φig(x)φah(x)

+#befhφae(x)φjf (x)φjh(x) +#befgφie(x)φaf (x)φig(x).
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4 Σχετικισvτικό αέριο Bose

Ειδικότερα για μετατοπισvμένους όρους της μορφής 〈φb exp(`∂α)φc〉,

δ

δφa(x)
〈φb exp(`∂α)φc〉 =

ˆ
X

ddimXy

(
δ

δφa(x)
φb(y)φc(y + `∂α) + φb(y)

δ

δφa(x)
φc(y + `∂α)

)
=

=

ˆ
X

ddimXy

(
δabδ(x− y)φc(y + `∂α) + φb(y)δacδ(x− `∂α − y)

)
= δabφc(x+ `∂α) + δacφb(x− `∂α).

 bcdδde#efgδhi
δ

δφac(x)
〈φhf exp(`∂α)φig〉 = 2 cosh(`∂µ)δacδbdφcd(x),

= #cbdδde#efgδhi(δahδcfφig(x+ `∂µ) + δaiδcgφhf (x− `∂µ))

= #cbdδde#efg(δaiδcfφig(x+ `∂µ) + δahδcgφhf (x− `∂µ))

= #cbdδde#ecgδaiφig(x+ `∂µ) +#cbdδde#efcδahφhf (x− `∂µ)

= δaiδbgφig(x+ `∂µ) + δahδbfφhf (x− `∂µ).

 bcdεde#efgεhi
δ

δ〈x|φac〉
〈φhf exp(`∂α)φig〉 = 2 sinh(`∂µ)εacεbdφcd(x),

= #cbdεde#efg(εhi(δahδcfφig(x+ `∂µ) + δaiδcgφhf (x− `∂µ))

= #cbdεde#efg(εaiδcfφig(x+ `∂µ)− εahδcgφhf (x− `∂µ))

= #cbdεde#ecgεaiφig(x+ `∂µ)−#cbdεde#efcεahφhf (x− `∂µ)

= εaiεbgφig(x+ `∂µ)− εahεbfφhf (x− `∂µ).

όπου #cadεde#ecb = (#cad#dce = δae)εeb = εab αφού ο εν λόγω τανυσvτής αντιπροσvωπεύει
τριπλό γινόμενο με την παρεμβολή μιγαδικής μονάδας σvτο ενδιάμεσvο, ήτοι ∀φ, χ, ψ ∈ C, ψ(ı(χφ)) = ψ((χφ))ı.

4.1.2.2 Παρατηρήσvιμα μεγέθη (na, ρa)

Για κάθε εξωτερική παράμετρο α ∈ R της σvυνάρτησvης επιμερισvμού Z,

∂

∂α
loge Z ≡

1

Z

∂

∂α
Z =

〈∣∣∣∣− ∂

∂α
S

∣∣∣∣〉 ≡ − ∂

∂α
〈|S|〉. (4.1.9)

Πυκνότητα σvωματιδίων:

〈|na|〉 ≡
1

Ω

∂

∂(`µ)
loge Z, Ωna := − ∂

∂(`µ)
Sa =

=

dimX∑
α=1

sinh(`µδα dimX)δab#bcdδef 〈φec exp(`∂α)φfd〉+

dimX∑
α=1

cosh(`µδα dimX)εab#bcdεef 〈φec exp(`∂α)φfd〉 (4.1.10)

Πλάτος πεδίου:

〈|ρa|〉 ≡
1

Ω

∂

∂((`m)2)
loge Z, Ωρa :=

∂

∂((`m)2)
Sa =

1

2
#abc〈φdbφdc〉 (4.1.11)

Η σvχέσvη(3.1.45) ταυτοποιεί τις μη-μηδενικές σvυναρτήσvεις σvυσvχετισvμού, αυτό όμως δε σvημαίνει πως αυτές είναι και
ίσvες, όπως και ξεγελάει η παρουσvία των δ και ε. Προς αποφυγή σvύγχυσvης, οι μη μηδενικές σvυνισvτώσvες των εν λόγω
τανυσvτών θεωρούνται μη ίσvες, ειδικά εν προκειμένω, ώσvτε να φαίνεται ποιοι όροι διαχωρίζονται και επιβιώνουν και ποιοι
μηδενίζονται.
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4.2 Εξομοίωσvη δυναμικής Langevin σvχετικισvτικού αερίου Bose

Για το πλάτος πεδίου τα πράγματα είναι εύκολα,

#abc〈|〈φdbφdc〉|〉 ∝ #abcδddδbc +#abcεddεbc ∝ r00δ00#a00 + r11δ11#a11 = 1a(r00 − r11) (4.1.12)

όπου rbc είναι οι επιμέρους σvταθερές αναλογίας των 〈|〈φdbφdc〉|〉 από (3.1.45). Συνεπώς 〈|ρ1|〉 = 0.

Στη σvχέσvη (3.1.45) δε φαίνεται, όμως οι σvυναρτήσvεις σvυσvχετισvμού δεν έχουνε κάποια ειδική εξάρτησvη από κάποια
αναπαράσvτασvη, επομένως ότι είναι μη-μηδενικό, είναι και για μετατοπισvμένα πεδία το ίδιο, όπως για παράδειγμα σvτον όρο
που εμφανίζεται σvτη πυκνότητα,

δab#bcdδef 〈|〈φec exp(`∂α)φfd〉|〉
∝ δab#bcdδefδefδcd + δab#bcdδefεefεcd ∝ +δab(n00δ00#b00 + n11δ11#b11) = 1a(n00 − n11) (4.1.13)

εab#bcdεef 〈|〈φec exp(`∂α)φfd〉|〉
∝ εab#bcdεefδefδcd + εab#bcdεefεefεcd ∝ −εab(n′01ε01#b01 + n′10ε10#b10) = a(n′01 − n′10) (4.1.14)

όπου n′01 = n′10 αφού 〈|〈φa0φa1〉|〉 = 〈|〈φa1φa0〉|〉 και άρα 〈|n1|〉 = 0.

Το σvυμπέρασvμα [6] είναι πως παρ’ όλη την επέκτασvη των πεδίων σvε διπλομιγαδικά με παράλληλη επέκτασvη των παρατηρήσvιμων
μεγεθών σvε μιγαδικά, οι αναμενόμενες τιμές των τελευταίων εξακολουθούν να είναι πραγματικές, σvε σvυνέπεια με το
φυσvικό αποτέλεσvμα που περιμέναμε (μετρησvιμότητα φυσvικού μεγέθους), γεγονός που καθισvτά τη δυναμική Langevin
φαινομενολογικά αυτοσvυνεπή υποθάλπτοντα μηχανισvμό κβάντωσvης.

4.2 Εξομοίωσvη δυναμικής Langevin σvχετικισvτικού αερίου Bose

Ο αλγόριθμος εξομοίωσvης της δυναμικής Langevin του σvχετικισvτικού αερίου Bose χωρίζεται σvε τρία βασvικά σvτάδια:

Initialization Σε αυτό το σvτάδιο χτίζεται το πλέγμα εξομοίωσvης και τα απαραίτητα πεδία και βοηθητικές παράμετροι
αρχικοποιούνται.

Langevin evolution Στο κύριο σvώμα του προγράμματος, το σvύσvτημα ανανεώνεται κατά το διακριτό πρότυπο δυναμικής
Langevin ενώ παράλληλα και κατ’ επιλογή υπολογίζονται διάφορες παρατηρήσvιμες ποσvότητες για μετέπειτα επεξ-
εργασvία.

Finalization ΄Οταν ολοκληρωθεί η εξομοίωσvη, αποθηκεύουμε την κατάσvτασvη του σvυσvτήματος για μετέπειτα εξομοίωσvη,
ενώ γίνονται τελικοί υπολογισvμοί πάνω σvτα δεδομένα παρατηρήσvιμων μεγεθών.

Στην περιγραφή του αλγορίθμου που ακολουθεί, παραλείπονται τεχνικές λεπτομέρειες που αφορούν την ομαλή λειτουργία
του προγράμματος, καθώς και οποιαδήποτε βοηθητική διαδικασvία, αν αυτή κρίνεται εκτός εμβέλειας της φυσvικής περι-
γραφής. Πέρα από τις μονάδες κβαντικής θεωρίας πεδίου όπου c = ~ = 1, υποτίθεται επιπλέον πως η πλεγματική σvταθερά
` = 1.

4.2.1 Initialization

Με το διακόπτη status επιλέγεται αν θα ξεκινήσvει νέα εξομοίωσvη ή θα σvυνεχισvτεί μια παλαιότερη από το σvημείο που η
τελευταία τερμάτισvε.

νέα εξομοίωσvη

Η εξομοίωσvη ξεκινά διαβάζοντας τις παραμέτρους του προβλήματος πρωτίσvτως, δηλαδή

• τη μάζα m του πεδίου που περιγράφει το αέριο,
• τη σvύζευξη αυτό-αλληλεπίδρασvης του πεδίου και
• το χημικό δυναμικό µ
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4 Σχετικισvτικό αέριο Bose

Ακολούθως όπως είναι επόμενο για πεπερασvμένα υπολογισvτικά σvυσvτήματα, διαβάζεται η προτιμητέα διάρκεια της εξο-
μοίωσvης σvε βήματα

1 N και το μέγεθος βήματος Langevin ε σvτη κλίμακα που ορίζεται από τις σvχετικές μονάδες όπως
περιγράφονται παραπάνω.

Αφού αρχικοποιηθεί το σvύσvτημα, ετοιμάζεται το έδαφος της εξομοίωσvής του, δηλαδή κατασvκευάζεται και αποθηκεύεται
το πλέγμα L,2 αντισvτοιχίζοντας σvε κάθε πλεγματική θέσvη μνήμης i:

• τις πλεγματικές θέσvεις μνήμης των πλησvιέσvτερων γειτόνων του,3 ja±(i)

• τις (ευκλείδεια) χωροχρονικές σvυντεταγμένες του,4 xα(i), έχοντας υπόψη ` = 1

Να πούμε εδώ πως η αναπαράσvτασvη που χρησvιμοποιείται για την κατασvκευή του πλέγματος, και κατά σvυνέπεια της
εξομοίωσvης ολόκληρης, είναι αυτή της θέσvης.

Τέλος, για νέα εξομοίωσvη, το πεδίο αρχικοποιείται με ένα φυσvιολογικό για τη φόρμα των εξισvώσvεων Langevin: σvυμ-
βολίζοντας πάντα με |η〉 ένα θορυβημένο πεδίου διαφορετικό κατ’ ανάγκη χωρίς καμία σvημασvία σvε ποιο βήμα βρίσvκεται η
εξομοίωσvη, |φ〉0 := |η〉, επιλογή η οποία σvε όρους σvτατισvτική φυσvικής θα μπορούσvε να αντισvτοιχηθεί σvε «hot» κατάσvτασvη
του σvυσvτήματος. Μια διαφορετική επιλογή θα μπορούσvε να είναι η «cold» κατάσvτασvη |φ〉0 := 0.

Σε αυτήν την φάσvη, η εξομοίωσvη είναι έτοιμη να ξεκινήσvει και να δώσvει το πρώτο ανανεωμένο κατά Langevin πεδίο |φ〉1.

παλαιά εξομοίωσvη

Η μόνη διαφορά με τη νέα εξομοίωσvη είναι ότι αρχική σvυνθήκη του πεδίου αποτελεί η τελευταία κατάσvτασvη του σvυσvτήματος

την τελευταία φορά που έτρεξε ίδιου τύπου εξομοίωσvη (ταυτόσvημες παράμετροι και πλέγμα), |φ〉0 := |φ〉N , ώσvτε να
σvυνεχίσvει η εξομοίωσvη σvαν να μην έχει σvταματήσvει ποτέ. Χρήσvιμο σvε περίπτωσvη για παράδειγμα που διαπισvτώσvουμε ότι
το σvύσvτημα δε «θερμοποιήθηκε» ακόμη5 και χρειάζεται να τρέξει κι άλλο.

μεταβλητό βήμα χρόνου Langevin ε

΄Οπως φαίνεται από τους ορισvμούς (3.3.9) ή (3.3.10), ο χρόνος που εισvάγεται σvτο πρόγραμμα, σvε περίπτωσvη που επιλεγεί
μεταβλητό βήμα, ερμηνεύεται ως μέσvο ε̄ και ταυτόχρονα αρχικό ε0 βήμα της εξομοίωσvης, το οποίο καθισvτά απαραίτητη
και την αρχικοποίησvη της νόρμας των σvυντελεσvτών ολίσvθησvης γύρω από μια «μαντεψιά», η πιο φυσvιολογική εκ των
οποίων είναι ο φυσvικός μέσvος της αρμονικής μέσvης τιμής, K0 = 1.6Σε περίπτωσvη σvυνέχισvης παλαιότερης εξομοίωσvης,
η νόρμα αρχικοποιείται με βάσvη την τελευταία εκτιμώμενη μέσvη τιμή, K0 = 〈K〉N , ενώ σvυνεχίζεται η εκτίμησvή της και
σvτη σvυνέχεια.

4.2.2 Langevin evolution

Δεδομένων των παραμέτρων του σvυσvτήματος, όπως διαβάσvτηκαν σvτο πρώτο σvτάδιο, μπορεί να κατασvκευασvτεί η εξίσvωσvη
Langevin όρο προς όρο, δίνοντας με βάσvη το πεδίο |φ〉n το επόμενο πεδίο |φ〉n+1 σvύμφωνα με (??). Αν το βήμα της
εξομοίωσvης είναι σvταθερό, πριν ολοκληρωθεί το βήμα, υπολογίζεται η δράσvη και διάφορα παρατηρήσvιμα μεγέθη, όπως η
πυκνότητα του αερίου, n, και η νόρμα τετράγωνο του πεδίου, ρ, τα οποία χρησvιμοποιούνται αργότερα για την αξιολόγησvη
του αποτελέσvματος της εξομοίωσvης.7

Η υλοποίησvη της εξομοίωσvης παίρνει δύο παράλληλες μορφές, ανάλογα με την επιλογή λογισvμού των πεδίων:

• σvε 4 πραγματικές σvυνισvτώσvες φab := γ−1(φ00 + ıφ10 + φ01 + ıφ11), γ =
√

2 που αναπαρισvτούν το διπλομιγαδικό
πεδίο

1
είτε πρόκειται για μεταβλητό βήμα, είτε για σvταθερό

2
Το μέγεθος του πλέγματος είναι hardcoded σvτο πρόγραμμα.

3±γιατί οι πλησvιέσvτεροι γείτονες κάνουν span αμφίπλευρα προς κάθε ανεξάρτητη διεύθυνσvη
4
το οποίο κατ’ επέκτασvη ορίζει και τις χωροχρονικές σvυντεταγμένες των πλησvιέσvτερων γειτόνων, όπως φαίνεται ότι χρειάζονται για
παράδειγμα σvτους σvυντελεσvτές ολίσvθησvης (??)

5
να έχει φτάσvει δηλαδή σvτην περιοχή του χώρου των κατασvτάσvεων όπου υπάρχει μεγαλύτερη σvυνεισvφορά σvτη σvτατισvτική

6
Για την κανονική μέσvη τιμή θα ήτανε K0 = 0, τιμή προβληματική τόσvο για καθαρά μη αρνητικές ποσvότητες (οριακή) όσvο και για το κριτήριο
μεταβλητού βήματος (3.3.6), ενθαρρύνοντας για μία ακόμη φορά την επιλογή της αρμονικής μέσvης τιμής.

7
Η μέτρησvη παρατηρήσvιμων έχει νόημα και σvτην περίπτωσvη του μεταβλητού βήματος, μόνο όμως για παρακολούθησvη της εξομοίωσvης και
όχι για εξαγωγή σvτατισvτικών μεγεθών, καθώς σvτην τελευταία περίπτωσvη θα χρειαζότανε σvυντελεσvτές βάρους για κάθε μέτρησvη. ΄Οχι ότι
δε μπορεί να γίνει, αλλά το μεταβλητό βήμα εξυπηρετεί την θερμοποίησvη του σvυσvτήματος και μόνο ούτως ή άλλως, και μάλισvτα μόνο το
αρχικό σvτάδιο, σvτο οποίο και υπάρχει κίνδυνος απόκλισvης της εξομοίωσvης.
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4.3 Αποτελέσvματα

• σvε 2 μιγαδικές σvυνισvτώσvες, κάθε μία εκ’ των οποίων αναπαρισvτά ένα φυσvιολογικό μιγαδικό πεδίο, όπως πριν την
επέκτασvη σvε διπλομιγαδικούς, δηλαδή γίνεται ανάπτυξη ως προς τον δεύτερο δείκτη και γράφεται
φ_b := β−1(φ_0 + φ_1), β = 1

Στην τελευταία γραφή, επιλέχτηκε η απόκρυψη δεικτών να γίνει φανερή με τη χρήσvη κενής θέσvης _, ώσvτε να είναι
ξεκάθαρο ως προς ποια μιγαδική μονάδα αναπτύσvσvουμε κάθε φορά

R4 (4 πραγματικές σvυνισvτώσvες)

ανάπτυξη σvε πραγματικές σvυνισvτώσvες:

φab := γ−1(φ00 + ıφ10 + φ01 + ıφ11) = β−1(α−1(φ00 + ıφ10) + α−1(φ01 + ıφ11)), α =
√

2 και β = 1, γ = αβ (4.2.1)

΄Οπως γίνεται κατανοητό με αυτόν τον τρόπο λογισvμού, τα πάντα γίνονται σvε σvυνισvτώσvες και έτσvι η κανονικοποίησvη δε
φαίνεται παρά μόνο σvτις αναλλοίωτες ποσvότητες, όπως η νόρμα και διάφορες ποσvότητες οι οποίες μπορούν και εκφράζονται
σvε αφηρημένη μορφή.8

C⊗ C (2 -μιγαδικές σvυνισvτώσvες)

ανάπτυξη ως προς επιμέρους μιγαδικές μονάδες:

φa_ := α−1(φ0_ + ıφ1_) και φ_b := β−1(φ_0 + φ_1) (4.2.2)

μετάβασvη από την μία ανάπτυξη σvτην άλλη:

φ0_ = αβ−1(<φ_0 + <φ_1) ή φ_0 = α−1β(<φ0_ + <φ1_) (4.2.3)

φ1_ = αβ−1(=φ_0 + =φ_1) ή φ_1 = α−1β(=φ0_ + =φ1_) (4.2.4)

4.2.3 Finalization

Το τελευταίο βήμα έχει γίνει και το τελευταίο πεδίο |φ〉N αποθηκεύεται για μελλοντική χρήσvη/σvυνέχεια. Τέλος, υπ-
ολογίζονται μέσvες τιμές και σvφάλματα των παρατηρήσvιμων χρησvιμοποιώντας τη μέθοδο jack-knife για την αποφυγή του
μερικού αυτοσvυσvχετισvμού των μετρήσvεων.

4.3 Αποτελέσvματα

Το σvχετικισvτικό αέριο Bose εμφανίζει το φαινόμενο Silver Blaze όπως αναδεικνύεται σvτα [5, 9, 12]. Ειδικότερα σvε αυτό
το paper αναπαράγουμε τα αποτελέσvματα του [5] σvε μεγαλύτερη λεπτομέρεια/ανάλυσvη γύρω από το αναμενόμενο κρίσvιμο
σvημείο του φαινομένου, και τα αποτελέσvματα φαίνεται να σvυμφωνούν με το [5] και να αναπαράγουν γενικά το διάγραμμα
φάσvης του σvχετικισvτικού αερίου Bose. Προσvοχή σvτα φαινόμενα πεπερασvμένης διάσvτασvης του πλέγματος, όπου είναι
εκπληκτικό πως, παρόλη την τεράσvτια εξομάλυνσvη που υφίσvταται, το ελάχισvτο πλέγμα 24

εξακολουθεί να αναδεικνύει το

φαινόμενο!

8
Στον αφηρημένο λογισvμό δεικτών που παρουσvιάσvτηκε εδώ, οι σvταθερές κανονικοποίησvης έχουν ενσvωματωθεί σvτους τανυσvτές των πράξεων,
διατηρώντας της αυτοσvυνέπεια του φορμαλισvμού και καθισvτώντας εύκολη την εξαγωγή των σvωσvτών ανεπτυγμένων μορφών.
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