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Abstract

This thesis is dealing with quantum effects in curved spacetime. Although the General Relativity is a
classical theory for gravitation a semi-classical approximation can applied to describe some quantum
effects in curved spacetime. One of these effects is the Unruh effect (another one is Hawking radiation
of black holes) which indicates that spacetime is full of particles governed thermal distribution. The
Unruh effect is a result of observer’s accelerating motion along with the ability of quantum systems
to hold different states for different observers. In this dissertation a brief introduction has been
made to differential geometry, special relativity as well as general. A short study in quantum field
theory in curved spacetime has been made, while the document concludes by the Unruh effect .
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Περίληψη

Σε αυτήν την διπλωματική έγινε μελέτη κβαντικών φαινομένων σε καμπυλωμένο χωρόχρονο. Πα-
ρόλο που η γενική θεωρία της σχετικότητας είναι μια κλασική θεωρία για την βαρύτητα μπορεί
να γίνει μία ημικλασική προσέγγιση ούτως ώστε να περιγράφούν κάποια κβαντικά φαινόμενα που
λαμβάνουν χώρα στον καμπυλωμένο χωρόχρονο. Ένα τέτοιο φαινόμενο αποτελεί και το φαινόμενο
Unruh (ένα άλλο είναι το φαινόμενο της ακτινοβολίας Hawking των μελανών οπών) το φαινόμενο
αυτό μας αποκαλύπτει ότι ο χωρόχρονος είναι γεμάτος από σωματίδια με μία θερμική κατανο-
μή.Το φαινόμενο Unruh είναι αποτέλεσμα της επιταχυνόμενης κίνησης ενός παρατηρητή και της
δυνατότητας του κβαντικου συστήματος να έχει διαφορετικές καταστάσεις για διαφορετικούς πα-
ρατηρητές. Σε αυτήν την διπλωματική έχει γίνει μία σύντομη εισαγωγή στην διαφορική γεωμετρία,
ειδική και γενική θεωρία της σχετικότητας και στην κβαντική θεωρία πεδίου σε καμπυλομένο χω-
ρόχρονο όπου τελικώς το φαινόμενο Unruh ήταν αποτέλεσμα της μελέτης της κβαντικής θεωρίας
πεδίου στον καμπυλωμένο χωρόχρονο.
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Κεφάλαιο 1

Μαθηματικά εργαλεία

Θα ξεκινήσουμε αυτό το κεφάλαιο ορίζοντας κάποιες έννοιες οι οποίες θα βοηθήσουν να γίνουν
κατανοητά τα παρακάτω (π.χ. η έννοια της πολλαπλότητας, των μορφών κ.α.).

1.1 Απεικονίσεις

Ορισμός 1.1.1. Έστω δύο σύνολα X & Y . Μια απεικόνιση είναι ένας κανόνας που εκχωρεί τιμές
στο y ∈ Y για κάθε x ∈ X και γράφουμε:

f : X 7→ Y (1.1)

Αν η f είναι ορισμένη με έναν ρητό τύπο, γράφουμε:

f : x 7→ f(x) (1.2)

Τα σύνολο X ονομάζεται πεδίο ορισμού και το σύνολο Y σύνολο τιμών της απεικόνισης. Αν μια
απεικόνιση ικανοποιεί:

α) f : X 7→ Y καλείται αμφιμονότιμη αν x 6= x′ ⇒ f(x) 6= f(x′)

β) f : X 7→ Y καλείται επί αν ∀ y ∈ Y ∃ x : f(x) = y

γ) f : X 7→ Y καλείται bijective αν ισχύουν τα δύο προηγούμενα

ένα σημαντικό στοιχείο για μια απεικόνιση είναι ότι αν υπάρχει η αντίστροφη της θα υπάρχει
και το ουδέτερο στοιχείο (f−1 ◦ f = idX). Η f καλείται ομοιομορφισμός, αν υποθέσουμε πως,
για δύο σύνολα X,Y που αποτελούν μια αλγεβρική δομή (με μια πράξη την πρόσθεση ή τον
πολλαπλασιασμό) η απεικόνιση f : X 7→ Y διατηρεί αυτήν την αλγεβρική δομή. Αν τώρα επιπλέον
η απεικόνιση είναι και bijective τότε καλείται ισομορφισμός και το σύνολο X ισομορφικό στο Y
και συμβολίζεται x ∼= y.



2 Μαθηματικά εργαλεία
1.2 Διανυσματικοί Χώροι

1.2.1 Διανύσματα και Διανυσματικοί Χώροι

Διανυσματικός χώρος ή (Γραμμικός χώρος) V σε ένα πεδίο K είναι ένα σύνολο στο οποίο ισχύουν
δύο πράξεις, η πρόσθεση και ο βαθμωτό πολλαπλασιασμός των στοιχείων του K . Τα στοιχεία του
V ικανοποιούν τα παρακάτω αξιώματα:

1. u + v = v + u

2. (u + v) + w = u + (v + w)

3. ∃0 : u + 0 = u

4. ∀u ∃(−u) : u + (−u) = 0

5. c(u + v) = cu+ cv

6. (c+ d)u = cu+ du

7. (cd)u = c(du)

8. ∃1 : 1u = u

u, v, w ∈ V& c, d, 1 ∈ K
Τα διανύσματα για τα οποία ισχύει: x1u1 + x2u2 + · · · + xnun = 0, και όχι όλα τα xi = 0 λέγονται
γραμμικός ανεξάρτητα.
Ονομάζουμε βάση {ei} του V τα γραμμικός ανεξάρτητα διανύσματα για τα οποία κάθε στοιχείο
του V μπορεί να γραφτεί ως γραμμικός συνδυασμός αυτών: u = u1e1 + u2e2 + · · ·+ unen = uiei

1.2.2 Γραμμικές απεικονίσεις, Εικόνα, Πυρήνας

Γραμμική απεικόνιση όπως ορίστηκε προηγουμένως είναι:
f : V 7→W → f(a1u1 + a2u2) = a1f(u1) + a2f(u2),∀ai ∈ K, ∀ui ∈ V
Ως εικόνα ορίζεται της f(V ) ⊂W και ως πυρήνας της f το {u ∈ V |f(u) = 0}.

1.2.3 Δυϊκός Διανυσματικός Χώρος

Έστω f μια γραμμική συνάρτηση σε έναν διανυσματικό χώρο V (n,K) σε ένα πεδίο K . Έστω βάση
{ei} και ένα τυχαίο διάνυσμα u = uiei. Λόγω της γραμμικότητας της f έχουμε f(u) = uif(ei). Οπότε
αν γνωρίζουμε την δράση της f σε όλα τα ei τότε έχουμε έναν νέο διανυσματικό χώρο τον οποίο τον
ονομάζουμε δυικό και συμβολίζεται με V ∗(n,K). Έχουμε τη βάση του χώρου (καθότι γραμμικός)
e∗j για την οποία ισχύει e∗jei = δji . Η δράση της f στο u ερμηνεύεται ως εσωτερικό γινόμενο
f(u) = fje

∗j(uiei) = fju
iδji = fiu

i. Το εσωτερικό γινόμενο συμβολίζεται και ως 〈 , 〉 : V ∗ × V 7→ K .
Ένας τανυστής T (p, q) είναι μια απεικόνιση που απεικονίζει p δυικά διανύσματα και q διανύσματα
στο R.

1.2.4 Τανυστές

Ένα δυικό διάνυσμα είναι ένα γραμμικό αντικείμενο το οποίο απεικονίζει διανύσματα σε αριθ-
μούς (μέσω του εσωτερικού γινομένου). Η γενίκευση αυτού του αντικειμένου το οποίο απεικονίζει
διανύσματα και δυικά διανύσματα σε αριθμούς, ονομάζεται τανυστής. T : ⊗pV ∗⊗qV 7→ R.



1.3 Πολλαπλότητες 3
1.2.5 Τοπολογικός Χώρος

Ορισμός 1.2.1. Έστω X ένα σύνολο και T = {Ui|i ∈ I} το οποίο δηλώνει ένα συγκεκριμένο σύνολο
από υποσύνολα του X . Ο συνδυασμός (X, T ) ορίζουν έναν τοπολογικό χώρο αν το T ικανοποιεί:

i) ∅, X ∈ T

ii) Αν T ένα υποσύνολο του I (πιθανόν και άπειρο), η οικογένεια {Uj |j ∈ J} ικανοποιεί
∪j∈JUj ∈ T .

iii) Αν K ένα αριθμήσιμο υποσύνολο του I, η οικογένεια {Uk|k ∈ K} ικανοποιεί ∩k∈KUk ∈ T .

Το X καμία φορά ονομάζεται τοπολογικός χώρος από μόνο του. Τα Ui είναι όλα τα ανοιχτά
υποσύνολα και το λέγεται ότι δίνει τοπολογία στο X . Η έννοια της τοπολογίας είναι γενικότερη
της έννοιας της μετρικής, ένας μετρικός χώρος είναι ένα υποσύνολο του συνόλου των τοπολογικών
χώρων.

1.2.6 Περιοχές και Χώροι Hausdorff

Ορισμός 1.2.2. Υποθέτουμε ότι το T δίνει μια τοπολογία στο X . To N είναι μια περιοχή του
σημείου x ∈ X αν το N είναι υποσύνολο του X και το N περιέχει τουλάχιστον ένα σύνολο Ui που
ανήκει το x. Αν το N είναι ανοιχτό υποσύνολο στο T τότε καλείται ανοιχτή περιοχή.

Ορισμός 1.2.3. Ένας τοπολογικός χώρος (X, T ) ονομάζεται Hausdorff αν για ένα τυχαίο ζεύγος
τυχαίων διακριτών σημείων x, x′ ∈ X ισχύει ότι υπάρχουν περιοχές Ux & Ux′ : Ux ∩ Ux′ = ∅.

1.2.7 Τοπολογικά Αναλλοίωτα

Δεν υπάρχει κάποιος τρόπος για να χαρακτηρίσουμε τις κλάσεις ισοδυναμίας ενός ομοιομορφισμού
όμως μπορούμε να πούμε ότι δύο χώροι δεν είναι ομοιομορφικοί αν δεν έχουν ίδια τοπολογικά
αναλλοίωτα. Τοπολογικά αναλλοίωτα ορίζονται να είναι οι ποσότητες οι οποίες μένουν αναλλοίωτες
κάτω από ομοιομορφισμούς (π.χ. ιδιότητα Hausdorff, αριθμοί όπως η χαρακτηριστική Euler κ.α.).

Χαρακτηριστική Euler

Η χαρακτηριστική Euler είναι σημαντικό τοπολογικό αναλλοίωτο μέγεθος και ειδικά για την
γεωμετρία που μας ενδιαφέρει. Θα ορίσουμε την Η χαρακτηριστική Euler για πολύεδρα στον R3

αλλά ισχύει και για περισσότερες διαστάσεις, θα το κάνουμε αυτό ώστε να μην ξεφεύγει από την
διαίσθηση μας. Κάθε πολύεδρο έχει πλευρές, κορυφές και ακμές.

Ορισμός 1.2.4. Έστω X ένα υποσύνολο του R3 το οποίο είναι ομοιομορφικό με ένα πολύεδρο K .
Τότε η χαρακτηριστική Α χ(X) ορίζεται:
χ(X) = (# κορυφών στο K)−(# ακμών στο K)+ (# πλευρών στο K).

Παράδειγμα 1.2.1. i) Ένα σημείο έχει χ(·) = 1, Ευθεία χ( ) = 2− 1 = 1.

ii) Για τον κύκλο έχουμε πως το τετράγωνο είναι ένας ομοιομορφισμός, Το τετράγωνο έχει 4
κορυφές, 4 ακμές και 0 πλευρές, οπότε χ(◦) = χ(�) = 4− 4 + 0 = 0.

1.3 Πολλαπλότητες

Οι πολλαπλότητες είναι γενίκευση των εννοιών καμπύλη και επιφάνεια σε αυθαίρετων διαστά-
σεων αντικείμενα. Γενικά μια πολλαπλότητα είναι ένας τοπολογικός χώρος ο οποίος είναι τοπικά
ομοιομορφικός με τον Rn. Όπως στον τρισδιάστατο χώρο μια καμπύλη παραμετρικοποιείται από
μια παράμετρο t : r(t) = (x(t), y(t), z(t)) τοπικά όμως είναι ομοιομορφική με τον R. Αυτή η ιδιό-
τητα των πολλαπλοτήτων μας επιτρέπει να τους δίνουμε σε κάθε σημείο n αριθμούς οι οποίοι
καλούνται τοπικές συντεταγμένες.
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1.3.1 Κατανόηση της έννοιας

Για την κατανόηση της έννοιας της πολλαπλότητας θα μελετήσουμε την μοναδιαία σφαίρα στον R3.
Θα παραμετρικοποιήσουμε την επιφάνεια της σφαίρας S2 στις πολικές και στις στερεογραφικές
συντεταγμένες. Οι στερεογραφικές συντεταγμένες ενός σημείου P (x, y, z) είναι οι προβαλλόμενες
συντεταγμένες ενός τρισδιάστατου αντικειμένου στο επίπεδο.

Πολικές x(θ, φ) = sin(θ) cos(φ), y(θ, φ) = sin(θ) sin(φ), z = cos(θ), θ ∈ (0, π), φ ∈ (0, 2π) (1.3)

Στερεογραφικές
x−x1

X−X1
= y−y1

Y−Y1
= z−z1

Z−Z1

Q(X,Y, 0), N(0, 0, 1), P (x, y, z) = (X,Y )

}
⇒ X =

x

1− z
, Y =

y

1− z
(1.4)

X =
sin(θ) cos(φ)
1− cos(θ) =

2 sin
(
θ
2

)
cos

(
θ
2

)
cos(φ)

2 sin2 ( θ
2

) = cot
(
θ

2

)
cos(φ), Y = cot

(
θ

2

)
sin(φ)

Βεβαίως μπορούμε να επιλέξουμε διαφορετικό σημείο για τον ορισμό των πολικών συντεταγμένων
χωρίς όμως να αλλάξει αυτό που περιγράφουμε. Αυτό μας αποκαλύπτει η έννοια της πολλαπλότη-
τας πως κάθε σύστημα είναι το ίδιο καλό με κάποιο άλλο. Αυτήν την ιδιότητα των πολλαπλοτήτων
εκμεταλλευόμαστε και τις χρησιμοποιούμε στην φυσική.

Ορισμός 1.3.1. Διαφορίσιμη πολλαπλότητα. Έστω M είναι μια m-φορές διαφορίσιμη πολλαπλό-
τητα αν ισχύουν:

i) Το M είναι τοπολογικός χώρος

ii) Το M είναι εφοδιασμένο με μια οικογένεια από ζευγάρια {(Ui, φi)}

iii) {Ui} είναι οικογένεια από ανοιχτά υποσύνολα που καλύπτουν το M , δηλαδή, ∪
i
Ui = M και

φi είναι ομοιομορφισμός από το Ui σε ένα ανοιχτό υποσύνολο U ′
i του Rn].

iv) Με δοσμένα Ui, Uj : Ui ∩ Uj 6= ∅ η απεικόνιση ψij = φi ◦ φ−1
j : φi(Ui ∩ Uj) 7→ φj(Ui ∩ Uj)

Τα (Ui, φi) ονομάζονται χάρτες και το {(Ui, φi)} καλείται άτλαντας τα υποσύνολα Ui ονομάζονται
συντεταγμενικές περιοχές και τα φi συντεταγμένες.

1.3.2 Διαφορίσιμες Απεικονίσεις

Έστω f : M 7→ N μια απεικόνιση από την m διάστατη πολλαπλότητα M σε μια n διάστατη
πολλαπλότητα N . Ένα σημείο p της M απεικονίζεται μέσω της f πάνω στην N (f : p 7→ f(p)).
Παίρνουμε τον χάρτη (U, φ) στηνM και (V, ψ) στην N . Αν γράψουμε φ(p) = {xµ}, και ψ(f(p)) = {yµ}.
y = ψ ◦ f ◦ φ−1(x) συμβολίζουμε με yα = fα(xµ) αν η f είναι C∞ τότε η απεικόνιση ονομάζεται
διαφορίσιμη ή ομαλή.

Ορισμός 1.3.2. Αν συν τα προηγούμενα ισχύει και ότι x = φ◦f−1 ◦ψ−1(y) και x είναι C∞ τότε η f
καλείται διαφορομορφισμός και η M διαφορομορφική στην N και αντίστροφα, και συμβολίζεται
M ≡ N .

1.3.3 Διανύσματα

Στις πολλαπλότητες, ως διάνυσμα ορίζεται το εφαπτόμενο διάνυσμα σε μια καμπύλη στην πολ-
λαπλότητα M . Έχουμε καμπύλη c(t) το εφαπτόμενο διάνυσμα σε αυτή είναι:

df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

=
∂f

∂xµ
dxµ(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

(1.5)

οπότε ορίζουμε τον τελεστή X = Xµ ∂
∂xµ ο οποίος δρα στην f . Έχουμε δηλαδή ότι ∂

∂xµ είναι
τα διανύσματα βάσης του διανυσματικού χώρου πάνω στην πολλαπλότητα M . Έχουμε κλάσεις
ισοδυναμίας στην πολλαπλότητα στην οποία ισχύει ότι για c1(t), c2(t).
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i) c1(0) = c2(0) = p

ii) df(c2(t))
dt

∣∣∣
t=0

= df(c2(t))
dt

∣∣∣
t=0

Άρα ορίζεται μια σχέση ισοδυναμίας c1(t) ∼ c2(t). Όλες οι κλάσεις ισοδυναμίας στο p ∈M ορίζουν
τον εφαπτόμενο χώρο που συμβολίζεται με TpM .

1.3.4 1-μορφές

Εφόσον υπάρχει ένας διανυσματικός χώρος θα υπάρχει και ο δυικός του. Στον εφαπτόμενο διανυ-
σματικό χώρο (TpM ) αντιστοιχεί ο συνεφαπτόμενος διανυσματικός χώρος (T ∗

pM ) ο οποίος αποτελεί
τον δυικό του. Τα δυαδικά διανύσματα του χώρου αυτού στο πλαίσιο των διαφορικών μορφών
ονομάζονται 1-μορφές, το απλούστερο παράδειγμα 1-μορφής είναι το διαφορικό df ∈ T ∗

pM μιας
συνάρτησης. Την δράση ενός διανύσματος την είδαμε προηγουμένως τώρα η δράση μιας 1-μορφής
στα διανύσματα του TpM ορίζεται:

〈df, V 〉 ≡ V [f ] = V µ
∂f

∂xµ
(1.6)

Αν εκφράσουμε το διαφορικό σε όρους συντεταγμένων x τότε: df =

(
∂f

∂xµ

)
dxµ

Ορίζουμε τα dxµ ως δυική βάση του T ∗
pM και παίρνουμε〈

dxµ,
∂

∂xν

〉
=

(
∂xµ

∂xν

)
= δµν (1.7)

Άρα το εσωτερικό γινόμενο μιας 1-μορφής (ω = ωµdx
µ) με ένα διάνυσμα V

〈ω, V 〉 =
〈
ωµdx

µ, V ν
∂

∂xν

〉
= ωµV

ν

〈
dxµ,

∂

∂xν

〉
= ωµV

νδµν = ωµV
µ (1.8)

1.3.5 Ροή Διανυσματικού Πεδίου και παράγωγοι Lie

Για ένα διανυσματικό πεδίο V (x, y, z) = (P (x, y, z)), Q(x, y, z), R(x, y, z)) έχουμε μια ολοκληρωτική
καμπύλη του διανυσματικού πεδίου. Η διαφορική εξίσωση που ικανοποιεί η καμπύλη αυτή είναι:

dxµ

dt
= Xµ(x(t)) , Με αρχική συνθήκη xµ(t = 0) = xµ0 (1.9)

Έστω σ(t, x0) μια ολοκληρωτική καμπύλη του διανυσματικού πεδίου X η οποία περνάει από το
σημείο x0 την t = 0 την απεικόνιση αυτή την ονομάζουμε ροή η οποία ικανοποιεί τον κανόνα
σ(t, σ(s, x0)) = σ(t+ s, x0). Αναπτύσσοντάς κατά Maclaurin την ροή παίρνουμε:

σµ(t, x) = σµ(s, x)|s=0 +
t

1!

dσµ(s, x)

ds

∣∣∣∣
s=o

+
t2

2!

d2σµ(s, x)

ds2

∣∣∣∣
s=o

+
t3

3!

d3σµ(s, x)

ds3

∣∣∣∣
s=o

+ · · · (1.10)

σµ(t, x) =

[
1 +

t

1!

d

ds
+
t2

2!

d2

ds2
+
t3

3!

d3

ds3
+ · · ·

]
σµ(s, x)

∣∣∣∣
s=o

=

∞∑
n=0

tndn

n!dsn
σµ(s, x)

∣∣∣∣∣
s=0

= et
d
dsσµ(s, x)

∣∣∣
s=0

(1.11)

Η ροή σε αυτήν την μορφή εξακολουθεί να ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες και τον κανόνα:

i) σµ(0, x) = etXxµ
∣∣
t=0

= e0Xxµ = xµ

ii) dσ(t,x0)
dt = XetXxµ = d

dt

[
etXx

]
iii) σ(t, σ(s, x)) = etX

(
esXx

)
= e(t+s)Xx = σ(t+ s, x)



6 Μαθηματικά εργαλεία
Την παράγωγο Lie θα την ορίσουμε πρώτα για μια βαθμωτή συνάρτηση και ύστερα για διανυσματικά
πεδία.

έστω V =
d

dλ
ένα διανυσματικό πεδίο και f μια βαθμωτή συνάρτηση η παράγωγός Lie είναι

LV f = lim
∆λ→0

f(λ0 +∆λ)− f(λ)

∆λ
=

[
df

dλ

]
λ0

(1.12)

έστω V =
d

dλ
και U =

d

dµ
διανυσματικά πεδία η παράγωγός Lie είναι.

U(λ0 +∆λ) = U∗(λ0) =

[
d

dµ∗

]
λ0+∆λ

Όπου ισχύει. [U∗, V ] = 0

Το αναπτύσσω κατά Taylor γύρω από το λ0.[
d

dµ∗

]
λ0+∆λ

=

[
d

dµ∗

]
λ0

+∆λ

[
d

dλ

(
d

dµ∗

)]
λ0

+O((∆λ)2) ⇒[
d

dµ

]
λ0

+∆λ

[
d

dλ

(
d

dµ

)]
λ0

=

[
d

dµ∗

]
λ0

+∆λ

[
d

dλ

(
d

dµ∗

)]
λ0[

d

dµ∗

]
λ0

−
[
d

dµ

]
λ0

= ∆λ

[
d

dλ

(
d

dµ

)
− d

dλ

(
d

dµ∗

)]
λ0

= ∆λ

[
d

dλ

(
d

dµ

)
− d

dµ∗

(
d

dλ

)]
λ0

LV U = lim
∆λ→0

[
d
dµ∗

]
λ0

−
[
d
dµ

]
λ0

∆λ
= lim

∆λ→0

∆λ
[
d
dλ

(
d
dµ

)
− d

dµ∗

(
d
dλ

)]
λ0

∆λ
=

lim
∆λ→0

[
d

dλ

(
d

dµ

)
− d

dµ∗

(
d

dλ

)]
λ0

= lim
∆λ→0

[
d

dλ

(
d

dµ

)
−
(
d

dµ
+∆λ

d

dµ
+O((∆λ)2)

)(
d

dλ

)]
λ0

=

d

dλ

(
d

dµ

)
− d

dµ

(
d

dλ

)
=

[
d

dλ
,
d

dµ

]
= [V,U ] = LV U (1.13)

Έστω ότι υποθέτουμε σµ(s, x), τµ(t, x) δύο ροές οι οποίες προέρχονται από τα διανυσματικά πεδία
X,Y αντίστοιχα. Για μικρές μετατοπίσεις ε και δ θα δείξουμε ότι η παράγωγος Lie συνδέεται άμεσα
με της ροές των πεδίων.

τµ(δ, σ(ε, x)) ≈ τµ(δ, xν + εXν(x)) ≈ τµ(δ, xν + εXν)|δ=0 +
dτµ(δ, xν + εXν)

dδ

∣∣∣∣
δ=0

δ + · · · ⇒

τµ(δ, σ(ε, x)) = xµ + εXµ + δ (Y µ(δ, xν + εXν)|δ=0 ≈ xµ + εXµ + δ(Y µ + εXρ∂ρY
µ) (1.14)

σµ(ε, τ(δ, x)) ≈ σµ(ε, xν + δY ν(x)) ≈ σµ(ε, xν + δY ν)|ε=0 +
dσµ(ε, xν + δY ν)

dε

∣∣∣∣
ε=0

ε+ · · · ⇒

σµ(ε, τ(δ, x)) = xµ + δY µ + ε (Xµ(ε, xν + δY ν)|ε=0 ≈ xµ + δY µ + ε(Xµ + δY ρ∂ρX
µ) (1.15)

Αφαιρούμε την 1.15 από την 1.14 και παίρνουμε:

τµ(δ, σ(ε, x))− σµ(ε, τ(δ, x)) = εδ(Xρ∂ρY
µ − Y ρ∂ρX

µ) = εδ[X,Y ]µ

Άρα αν οι δύο ροές δεν μετατίθενται έχουν μη μηδενική παράγωγό Lie επίσης μια διαφορετική
απόδειξη αυτής της υπόθεσης γίνεται μέσω της εκθετικής αναπαράστασης της ροής:

eXeY ≈ (I +X +
X2

2!
+ · · · )(I + Y +

Y 2

2!
+ · · · ) = I + Y +

Y 2

2!
+ · · ·+X +XY +

XY 2

2!
+
X2

2!
+
X2Y

2!
+

X2

2!

Y 2

2!
+ · · · = I + (X + Y ) +

(X + Y )2

2!
+ · · ·+ XY

2
− Y X

2
− XYX

3!
− XYX

3!
+
Y XX

3!
+
XXY

3!
=

∞∑
n=0

(X + Y )n

n!
+
XY − Y X

2
+
XXY −XYX −XYX + Y XX

3!
+ · · · = eX+Y +

[X,Y ]

2!
+

[X, [X,Y ]]

3!
+ · · ·

Άρα για να μετατίθενται οι ροές πρέπει ο μεταθέτης των πεδίων να είναι μηδενικός, δηλαδή η
παράγωγός Lie να μηδενίζεται. Για την παράγωγο Lie έχουμε ότι:
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i) LX(αY + βZ) = αLXY + βLXZ

ii) L[X,Y ] = [LX ,LY ]

iii) [[X,Y ], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 Ταυτότητα Jacobi

iv) [[LX ,LY ],LZ ] + [[LY ,LZ ],LX ] + [[LZ ,LX ],LY ] Ταυτότητα Jacobi

ii) ⇒L[X,Y ]Z = [[X,Y ], Z] = [XY − Y X,Z] = [XY,Z]− [Y X,Z] = XY Z − ZXY − Y XZ + ZY X =

XY Z +−XZY +XZY︸ ︷︷ ︸
0

−ZXY − Y XZ + Y ZX − Y ZX︸ ︷︷ ︸
0

+ZY X = X[Y, Z] +XZY

− ZXY − Y [X,Z]− Y ZX + ZY X = X[Y, Z] + [X,Z]Y − Y [X,Z]− [Y,Z]X =

[X, [Y,Z]]− [Y, [X,Z]] = [X,LY Z]− [Y,LXZ] ⇒ L[X,Y ]Z = LX(LY Z)− LY (LXZ) = [LX ,LY ]Z

iii) ⇒XY Z − Y XZ − ZXY + ZY X + Y ZX − ZY X −XY Z +XZY + ZXY −XZY − Y ZX + Y XZ

iv) ⇒[L[X,Y ],LZ ] + [L[Y,Z],LX ] + [L[Z,X],LY ] = L[[X,Y ],Z] + L[[Y,Z],X] + L[[Z,X],Y ] =

[L[X,Y ],LZ ] + [L[Y,Z],LX ] + [L[Z,X],LY ] = L[[X,Y ],Z]+[[Y,Z],X]+[[Z,X],Y ] = 0

όπου χρησιμοποιήθηκαν οι i), ii), iii)

1.4 Riemannian Γεωμετρία

Ορίσαμε την πολλαπλότητα τώρα ήρθε η ώρα να κάνουμε γεωμετρία επάνω σε αυτήν. Γενικά μια
πολλαπλότητα (ως τοπολογικός χώρος) δεν είναι απαραίτητα εφοδιασμένη με κάποια μετρική όμως
επειδή στην φυσική μας ενδιαφέρει να κάνουμε μετρήσεις θα την εφοδιάσουμε. Η μετρική θα είναι
μια γενίκευση του εσωτερικού γινομένου δύο διανυσμάτων. Επίσης επειδή μας ενδιαφέρει ο χώρος
μας να είναι καμπύλος θα εισάγουμε την έννοια της σύνδεσης ώστε να μπορούμε να συγκρίνουμε
τα διανύσματα (π.χ. αν είναι παράλληλα).

1.4.1 Μετρική

O μετρικός τανυστής είναι σημαντικός διότι μας δίνει ην γεωμετρία του χώρου. Ο μόνος περιορι-
σμός που επιβάλλεται είναι ότι πρόκειται για έναν συμμετρικό (0, 2) τανυστή. Έχουμε ορίσει για
διαφορίσιμες πολλαπλότητες το εσωτερικό γινόμενο μεταξύ εφαπτόμενου και συνεφαπτόμενου
διανυσματικού χώρου 〈 , 〉 : T ∗

pM × TpM 7→ R θα επεκτείνουμε την έννοια της μετρικής ώστε να
συμπεριλαμβάνει και αυτό το εσωτερικό γινόμενο η μετρική αυτή δίνει έναν ισομορφισμό μεταξύ
των χώρων αυτών. Συμβολίζουμε με gµν την μετρική, σε περίπτωση που έχει μη τετριμμένη ορίζουσα
|gµν |, ορίζεται αντίστροφος μετρικός τανυστής και συμβολίζεται gµν . Έχουμε gµν(p) = gp

(
∂
∂xµ ,

∂
∂xν

)
παίρνουμε. ds2 = g

(
dxµ ∂

∂xµ , dx
ν ∂
∂xν

)
= gp

(
∂
∂xµ ,

∂
∂xν

)
dxµdxν = gµνdx

µdxν παράδειγμα μετρικής.

Παράδειγμα 1.4.1. Σφαίρα ακτίνας r.

ds2 = dx2 + dy2 + dz2

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ

}
⇒ ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

οπότε: gµν =

 1 0 0
0 r2 0
0 0 r2sin2θ
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1.4.2 Συνδέσεις, Συναλλοίωτη παράγωγος και Παράλληλη μεταφορά

Στον ευκλείδειο χώρο είναι εύκολο να μιλάμε για διαφορικά διότι τα σημεία τα οποία διαφορίζουμε
βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο σε έναν καμπύλο χώρο όμως δεν είναι εν γένει δυνατόν αυτό διότι τα
σημεία δεν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο. Οπότε για να γίνει η διαφόριση θα πρέπει να συνδέσουμε
τα δύο σημεία με κάποιον τρόπο. Αυτήν η σύνδεση γίνεται μέσω των συντελεστών σύνδεσης οι
οποίοι ορίζουν την συναλλοίωτη παράγωγο για την οποία ισχύουν.

i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

ii) ∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z

iii) ∇fXZ = f∇XZ

iv) ∇XfZ = f∇XZ +X[f ]Z

Έχουμε τον εφαπτόμενο χώρο με τα διανύσματα βάσης {eµ} =
{

∂
∂xµ

}
στα οποία όταν δράσει ο

τελεστής ∇ν ≡ ∇eν δίνει:

∇eνeµ = Γρνµeρ (1.16)
∇eνV = ∇eν (V

µeµ) = (∇eνV
µ)eµ + V µ∇eνeµ = eµ∂νV

µ + V µΓρνµeρ =
(
∂νV

ρ + ΓρνµV
µ
)
eρ (1.17)

∇eνV
ρ =

(
∂νV

ρ + ΓρνµV
µ
)

Αφού ορίσαμε τους συντελεστές σύνδεσης μπορούμε να ονομάσουμε τον τελεστή ∇ν συναλλοίωτη
παράγωγο και αφού την ορίσαμε για διανύσματα θα την ορίσουμε και για 1-μορφές που αποτελούν
τα δυικά διανύσματα. Η συναλλοίωτη παράγωγος έχει νόημα για πεδία, σε βαθμωτές ποσότητες
δρα η απλή παράγωγος.

∇ν(ωµV
µ) = ∂ν(ωµV

µ) = (∂νωµ)V
µ + ωµ(∂νV

µ) = (∇νωµ)V
µ + (∇νV

µ)ωµ =

(∂νωρ + Γ̃τνρωτ )V
ρ + ωµ(∂νV

µ + ΓµνρV
ρ)

Γ̃τνρωτV
ρ = −ΓµνρV

ρωµ Επειδή πρόκειται για αυθαίρετα ωµ, V
µ έχουμε

Γ̃τνρ = −Γτνρ

∇eνωµ = ∂νωµ − Γρνµωρ (1.18)

Θέλουμε η συναλλοίωτη παράγωγος να ικανοποιεί την συνθήκη μετασχηματισμού τανυστών (1,1)-
τάξης.

∇eν′V
µ′

= ∂ν′V µ
′
+ V ρ

′
Γµ

′

ν′ρ′ = ∂ν′

(
∂xµ

′

∂xµ
V µ

)
+
∂xρ

′

∂xρ
V ρΓµ

′

ν′ρ′

∇eν′V
µ′

=
∂xν

∂xν′

(
∂2xµ

′

∂xµxν
V µ +

∂xµ
′

∂xµ
∂νV

µ

)
+
∂xρ

′

∂xρ
V ρΓµ

′

ν′ρ′

∇eν′V
µ′

=
∂xµ

′

∂xµ
∂xν

∂xν′ ∇νV
µ =

∂xµ
′

∂xµ
∂xν

∂xν′ ∂νV
µ +

∂xµ
′

∂xµ
∂xν

∂xν′ Γ
µ
νρV

ρ

∂xν

∂xν′

∂2xµ
′

∂xµxν
V µ +

∂xρ
′

∂xρ
V ρΓµ

′

ν′ρ′ =
∂xµ

′

∂xµ
∂xν

∂xν′ Γ
µ
νρV

ρ ⇒

Γµ
′

ν′ρ′ = − ∂xρ

∂xρ′
∂xν

∂xν′

∂2xµ
′

∂xρxν
+
∂xρ

∂xρ′
∂xµ

′

∂xµ
∂xν

∂xν′ Γ
µ
νρ (1.19)

Η Συναλλοίωτη παράγωγος τανυστών ορίζεται με χρήση των ιδιοτήτων της δράσης της σε διανύ-
σματα και 1-μορφές. Διότι ο τανυστής είναι ένας γραμμικός συνδυασμός των δύο αυτών ποσοτήτων.
Tm1m2...mk
n1n2...nl

= Am1Bm2 · · ·WmkKn1Ln2 · · ·Xnl
.

∇νT
p
r = ∇ν(A

pBr) = (∇νA
p)Br +Ap(∇νBr) = (∂νA

p + ΓpνρA
ρ)Br +Ap(∂νBr − ΓρνrBρ) =

∂ν(A
pBr) + ΓpνρA

ρBr − ΓρνrA
pBρ = ∂νT

p
r + ΓpνρT

ρ
r − ΓρνrT

p
ρ
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Έστω πως έχουμε μια καμπύλη c(t) πάνω σε μια πολλαπλότητα θα ορίσουμε την παράλληλη
μετατόπιση ενός διανυσματικού πεδίου πάνω σε αυτήν την καμπύλη.

X|c(t) = Xµ(c(t))eµ το διανυσματικό πεδίο πρέπει να ικανοποιεί την συνθήκη.

∇VX = 0 όπου V ≡ d

dt
=
∂xµ

∂t
eµ

dXµ

dt
+ Γµνρ

∂xν

∂t
Xρ = 0 (1.20)

Αν το ίδιο το διανυσματικό πεδίο μετατοπίζεται παράλληλα τότε αυτό ονομάζεται Γεωδαισιακή.

∇V V = 0 ⇒ d2xµ

dt2
+ Γµνρ

dxν

dt

dxρ

dt
= 0 (1.21)

ως γεωδαισιακή ορίζεται η ευθύτατη ευθεία σε έναν καμπύλο χώρο.
Αν αναπαραμετρικοποιήσουμε (t→ t′)
dxµ

dt′
=

dt

dt′
dxµ

dt
Συνεπώς. ⇒

∇V ′V ′ =
d2xµ

dt′2
+ Γµνρ

dxν

dt′
dxρ

dt′
=

d

dt′

(
dt

dt′
dxµ

dt

)
+

(
dt

dt′

)2

Γµνρ
dxν

dt

dxρ

dt
=

d2t

dt′2
dxµ

dt
+

(
dt

dt′

)2(
d2xµ

dt2
+ Γµνρ

dxν

dt

dxρ

dt

)
= 0 (1.22)

∇V V = fV ⇒ d2xµ

dt2
+ Γµνρ

dxν

dt

dxρ

dt
= −

(
dt

dt′

)−2
d2t

dt′2
, f = −

(
dt

dt′

)−2
d2t

dt′2
(1.23)

Θα δούμε λεπτομερέστερα την έννοια της γεωδαισιακής. Η εξίσωση της γεωδαισιακής είναι ουσια-
στικά μια γενίκευση του δεύτερου νόμου του Newton δηλαδή σώματα που δεν δέχονται κάποια
δύναμη, δηλαδή δεν επιταχύνονται. Όμως αν δεχτούμε ότι η βαρύτητα είναι μια δύναμη η οποία
επιταχύνει θα έχουμε.

d2xµ

dt2
+ Γµνρ

dxν

dt

dxρ

dt
=

q

m
Fµν

dxν

dt
(1.24)

Αναπαραμετρικοποιούμε την εξίσωση 1.23 χρησιμοποιώντας ως παράμετρο τον ιδιόχρονο τ άρα
το διανυσματικό πεδίο γίνεται η 4-ταχύτητα uµ = dxµ

dτ . Άρα η εξίσωση των γεωδαισιακών γίνεται
uτ∇τu

µ = 0. Οπότε σωματίδια τα οποία κινούνται πάνω στην γεωδαισιακή κινούνται προς την
κατεύθυνση της ορμής (διότι pµ = muµ). Τα σώματα που βρίσκονται σε ελεύθερη πτώση κατευθύ-
νονται κατά μήκος του διανύσματος της ορμής τους η εξίσωση της γεωδαισιακής ικανοποιεί αυτήν
υπόθεση. Τώρα θα κάνουμε σύνδεση της μετρικής με τους συντελεστές σύνδεσης. Δεχόμαστε ότι
η συναλλοίωτη παράγωγος της μετρικής είναι μηδέν.

∇τgµν = ∂τgµν − Γρτµgρν − Γρτνgµρ
∇µgντ = ∂µgντ − Γρµνgρτ − Γρµτgνρ
∇νgτµ = ∂νgτµ − Γρντgρµ − Γρµµgτρ

⇒ Γρµν =
1

2
gρσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) = Γρνµ (1.25)

Σύμβολο Christoffel δευτέρου είδους το οποίο είναι συμμετρικό στους κάτω δείκτες.

1.4.3 Καμπυλότητα και Στρέψη

Για την μελέτη της καμπυλότητας εισάγαμε όλα τα απαραίτητα εργαλεία (συναλλοίωτη παράγωγος,
συντελεστές σύνδεσης). Η μελέτη της καμπυλότητας γίνεται μέσω του τανυστή Riemann ο οποίος
μας δίνει την απόκλιση ενός διανύσματος από τον να πέσει στον εαυτό του καθώς κάνει έναν
κλειστό βρόχο. Μελετώντας τους δύο τανυστές από πλευράς απεικονίσεων σε δύο διανυσματικούς
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χώρους παίρνουμε.

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

R(fX, gY )hZ = ∇fX∇gY hZ −∇gY∇fXhZ −∇[fX,gY ]hZ = f∇X(g(∇Y hZ))− g∇Y (f(∇XhZ))−
∇(fX(g)Y+fgXY−gY (f)X−fgY X)hZ = fX(g)(Y (h)Z + gh∇Y Z) + fg∇X(Y (h)Z + h∇Y Z)−
− gY (f)(X(h)Z + fh∇XZ)− gf∇Y (X(h)Z + h∇XZ)− fX(g)Y (h)Z + fX(g)h∇Y Z + fg(∇XY hZ)−
− gY (f)X(h)Z − gY (f)h∇XZ − gf(∇Y XhZ) = fX(g)X(h)Z + fX(g)h∇Y Z + fgY (h)∇XZ+

fgX(h)∇Y Z + fgh∇X∇Y Z − gY (f)X(h)Z − gY (f)h∇XZ − gfX(h)∇Y Z − gfY (h)∇XZ−
gfh∇X∇Y − fX(g)Y (h)Z − fX(g)hY∇Y Z − fgY (h)∇XZ − fgX(h)∇Y Z − fgh∇XY Z

+ gY (f)X(h)Z + gY (f)h∇XZ + gfX(h)∇Y Z + gfY (h)∇XZ + gfh∇Y XZ

R(fX, gY )hZ = fgh(∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z) (1.26)
T (fX, gY ) = ∇fXgY −∇gY∇fX − [fX, gY ] = f(X(g)Y + g∇XY )− g(Y (f)X +∇YX)− f(X(g)Y

+ gfXY ) + g(Y (f)X + fgY X) = fg(∇XY −∇YX −XY + Y X)

T (fX, gY ) = fg(∇XY −∇YX − [X,Y ]) (1.27)

εφόσον αποδείξαμε ότι οι απεικονίσεις R(fX, gY )hZ = fghR(X,Y )Z και T fX, gY = fgT (X,Y )
μπορούμε να γράψουμε.

R(X,Y )Z = R(Xµeµ, Y
νeν)Z

ρeρ = XµY νZρR(eµ, eν)eρ

T (X,Y ) = T (Xµeµ, Y
νeν) = XµY νT (eµ, eν)

Για τους τανυστές όμως έχουμε ότι ισχύει ότι είναι η προβολή του εφαπτόμενου στον συνε-
φαπτόμενο χώρο. Άρα κάνοντας το εσωτερικό γινόμενο μεταξύ των χώρων αυτών (εφαπτόμενου
({ ∂
∂xµ } = {eµ}) συνεφαπτόμενου ({dxµ} = {e∗µ}) παίρνουμε:

Rτ
µνρ =

〈
dxτ ,R

(
∇eµ∇eν −∇eν∇eµ −∇[eµ,eν ]

)
eρ
〉
=
〈
dxτ ,R

(
∇eµ(Γ

λ
νρeλ)−∇eν (Γ

λ
µρeλ)

)〉
=〈

dxτ ,
(
∂eµΓ

λ
νρeλ + ΓλνρΓ

κ
µλeκ − ∂eνΓ

λ
µρeλ − ΓλµρΓ

κ
µλeκ

)〉
= ∂eµΓ

τ
νρeτ + ΓλνρΓ

τ
µλeτ − ∂eνΓ

τ
µρeτ − ΓλµρΓ

τ
νλeτ

T τ
µν = 〈dxτ , T (eµ, eν)〉 =

〈
dxτ ,∇eµeν −∇eνeµ − [eµ, eν ]

〉
=
〈
dxτ ,Γρµνeρ − Γρνµeρ

〉
= Γρµν − Γρνµ

Αν πάρουμε τον μεταθέτη δύο αναλλοίωτων παραγώγων ενός διανυσματικού πεδίου συμπεραίνουμε
πως ισχύει αυτό που ισχυριζόμαστε δηλαδή ο τανυστής Riemann μας δίνει ένα μέτρο του κατά
πόσο αποκλίνει το πεδίο να πέσει στον εαυτό του.

[∇µ,∇ν ]V
ρ = ∇µ(∇νV

ρ)−∇ν(∇µV
ρ) = ∂µ(∇νV

ρ)− Γτµν∇τV
ρ + Γρµσ∇νV

σ − ∂ν(∇µV
ρ)+

+ Γτνµ∇τV
ρ − Γρνσ∇µV

σ = ∂µ(∂νV
ρ + ΓρντV

τ )− Γτµν(∂τV
ρ + ΓρτσV

σ) + Γρµσ(∂νV
σ + ΓσνζV

ζ)−
− ∂ν(∂µV

ρ + ΓρµτV
τ ) + Γτνµ(∂τV

ρ + ΓρτσV
σ)− Γρνσ(∂µV

σ + ΓσµζV
ζ) = (∂µΓ

ρ
ντ )V

τ + Γρντ∂µV
τ+

+ Γρµσ∂νV
σ + ΓρµσΓ

σ
νζV

ζ − (∂νΓ
ρ
µτ )V

τ − Γρµτ∂νV
τ − Γρνσ∂µV

σ − ΓρνσΓ
σ
µζV

ζ − (Γτµν − Γτνµ)∇τV
ρ =

(∂µΓ
ρ
ντ − ∂νΓ

ρ
µτ )V

τ + (ΓρµσΓ
σ
νζ − ΓρµσΓ

σ
νζ)V

ζ − (Γτµν − Γτνµ)∇τV
ρ =

(∂µΓ
ρ
ντ − ∂νΓ

ρ
µτ + ΓρµσΓ

σ
ντ − ΓρµσΓ

σ
ντ )V

τ − T τ
µν∇τV

ρ = [∇µ,∇ν ]V
ρ = Rρ

τµνV
τ − T τ

µν∇τV
ρ (1.28)

Όπου R ο τανυστής Riemann ο οποίος αναπαριστά την καμπυλότητα και T ο τανυστής της
στρέψης (Torsion) αναπαριστά κατά πόσο μεταβάλλεται η συναλλοίωτη παράγωγος ενός διανυ-
σματικού πεδίου. Ο τανυστής Riemann από κατασκευής του είναι αντισυμμετρκός στους δείκτες
(µ ↔ ν). Η δράση του μεταθέτη δύο αναλλοίωτων παραγώγων πάνω σε έναν τανυστή (2,2) τάξης
είναι.



1.4 Riemannian Γεωμετρία 11

[∇ρ,∇σ]Kµν = [∇ρ,∇σ]AµBν = (∇ρ∇σ −∇σ∇ρ)AµBν = ∇ρ ((∇σAµ)Bν +Aµ∇σBν)−
∇σ ((∇ρAµ)Bν +Aµ∇ρBν) = (∇ρ∇σAµ)Bν +∇σAµ∇ρBν +∇ρAµ∇σBν +Aµ∇ρ∇σBν − (∇σ∇ρAµ)Bν

−∇ρAµ∇σBν −∇σAµ∇ρBν −Aµ∇σ∇ρBν = ([∇ρ,∇σ]Aµ)Bν + ([∇ρ,∇σ]Bν)Aµ =

(Rκ
µρσAκ − T κ

ρσ∇κAµ)Bν + (Rκ
νρσBκ − T κ

ρσ∇κBν)Aµ = (Rκ
µρσAκBν +Rκ

νρσAµBκ)−
− T κ

ρσ((∇κAµ)Bν + (∇κBν)Aµ) = (Rκ
µρσKκν +Rκ

νρσKµκ)− T κ
ρσ∇κKµν (1.29)

Για τις υπόλοιπες συμμετρίες θα χρησιμοποιήσουμε τον ορισμό του Riemann καθώς και τις
ιδιότητες του μετρικού τανυστή. Όπου για τον μετρικό τανυστή έχουμε.

0 ≡ [∇ρ,∇σ]gµν = (Rκ
µρσgκν +Rκ

µρσgµκ)− T κ
ρσ∇κgµν

διότι ∇µgνρ = 0 Rκµρσgκν = Rνµρσ

Rνµρσ +Rµνρσ = 0 ⇒ Rνµρσ = −Rµνρσ

Από τον ορισμό της συναλλοίωτης παραγώγου μιας βαθμωτής συνάρτησης και συντελεστές σύν-
δεσης τα σύμβολα Christoffel (δηλαδή T µ

ντ = 0) έχουμε.

[∇ρ,∇σ]φ = (∇ρ∇σ −∇σ∇ρ)φ = ∇ρ∂σφ−∇σ∂ρφ = ∂ρ∂σφ− Γτρσ∂τφ− ∂σ∂ρφ− Γτσρ∂τφ = 0

[∇ρ,∇σ]∂τφ = [∇ρ,∇σ]Aτ = AηRη
τρσ = ∂ηφRη

τρσ

[∇ρ,∇σ]∂τφ = ∇ρ∇σ∂τφ−∇σ∇ρ∂τφ = ∂ηφRη
τρσ

[∇τ ,∇ρ]∂σφ = ∇τ∇ρ∂σφ−∇ρ∇τ∂σφ = ∂ηφRη
στρ

[∇σ,∇τ ]∂ρφ = ∇σ∇τ∂ρφ−∇τ∇σ∂ρφ = ∂ηφRη
ρστ

Αν προσθέσουμε κατά μέλη παίρνουμε
∇ρ∇σ∂τφ−∇σ∇ρ∂τφ+∇τ∇ρ∂σφ−∇ρ∇τ∂σφ+∇σ∇τ∂ρφ−∇τ∇σ∂ρφ = ∂ηφ(Rη

τρσ+Rη
στρ +Rη

ρστ ) =

∇ρ(∇σ∂τφ−∇τ∂σφ)+∇τ (∇ρ∂σφ−∇σ∂ρφ) +∇σ(∇τ∂ρφ−∇ρ∂τφ) = ∂ηφ(Rη
τρσ +Rη

στρ +Rη
ρστ ) =

Όμως αυτή η σχέση ισχύει για κάθε ∂µφ οπότε
Rη

τρσ +Rη
στρ +Rη

ρστ = 0 πρώτη Ταυτότητα Bianchi. (1.30)
Από την ταυτότητα του Jacobi και τον ορισμό του τανυστή Riemann ως τον μεταθέτη
των συναλλοίωτων παραγώγων παίρνουμε ότι.
∇εRαβγδ +∇γRαβδε +∇δRαβεγ = 0 δεύτερη ταυτότητα Bianchi

1.4.4 Τανυστής και Βαθμωτό Ricci

Από τον Τανυστή Riemann Μπορούμε πολλαπλασιάζοντας με την μετρική μας να κατασκευάσου-
με δύο ποσότητες που θα μας φανούν χρήσιμες. Η μία είναι ο τανυστής Ricci ο οποίος ορίζεται.

Rµν = gτβRβατγ = Rβ
αβγ Τανυστής Ricci (1.31)

R = gµνRµν = Rµ
µ Βαθμωτό Ricci (1.32)

Από την 1.31 πολλαπλασιάζοντας δύο φορές με την μετρική και γνωρίζοντας ότι ∇µgρτ = 0.
gαγgβδ(∇εRαβγδ +∇γRαβδε +∇δRαβεγ) = ∇ε(g

αγgβδRαβγδ) +∇γ(g
αγgβδ(−Rβαδε)) (1.33)

+∇δ(g
αγgβδ(−Rαβγε)) = ∇ε(g

βδRβδ)− gαγ∇γRβ
αβε − gβδ∇δRα

βαε = ∇εR −∇αRαε −∇βRβε =

∇εR − 2∇βRβε = 0 ⇒ ∇βRβε =
1

2
∇εR ⇒ ∇βRβε −

1

2
∇βgβεR = ∇βRβε −

1

2
∇β(Rgεβ) ⇒

∇βGβε = ∇β(Rβε −
1

2
Rgεβ) (1.34)

Από όπου προκύπτει ο τανυστής του EinStein Gµν = Rµν − 1
2Rgµν
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1.4.5 Διανυσματικά Πεδία killing

Στην Φυσική μας ενδιαφέρουν μετασχηματισμοί οι οποίοι διατηρούν κάποια μεγέθη αναλλοίωτα
στα μαθηματικά αυτό εκφράζεται ως ισομετρία. Θέλουμε να έχουμε ισομετρία στην μετρική αυτό
το πετυχαίνουμε κάνοντας απειροστούς μετασχηματισμούς όπου προκύπτει.

gµν(x) = gκλ(x+ εX)
∂(xκ + εXκ)

∂xµ
∂(xλ + εXλ)

∂xν
= (gκλ + ε

∂gκλ
∂xτ

Xτ )(δκµ + ε∂µX
κ)(δλν + ε∂νX

λ) =

(gκλ + ε
∂gκλ
∂xτ

Xτ )(δκµδ
λ
ν + ε(∂νX

λδκµ + ∂µX
κδλν ) + ε2∂µX

κ∂νX
λ) ≈

(gκλδ
κ
µδ
λ
ν + ε

∂gκλ
∂xτ

) + ε(∂νX
λδκµ + ∂µX

κδλν )gκλ + ε2(
∂gκλ
∂xτ

Xτ (∂νX
λδκµ + ∂µX

κδλν )) ≈

gµν(x) + ε

(
∂gκλ
∂xτ

+ gµλ∂νX
λ + gνκ∂µX

κ

)
≈
∂gκλ
∂xτ

Xτ + gµλ∂νX
λ + gνκ∂µX

κ = 0

Για την παράγωγο Lie σε τανυστές έχουμε
LXTµν = Xτ∂τTµν + (∂µX

τ )Tτν + (∂νX
τ )Tµτ

Αντικαθιστούμε την συνήθη παράγωγο με την συναλλοίωτη
Άρα η εξίσωση των πεδίων γίνεται LXgµν = Xτ∇τgµν +∇νX

ρgµρ +∇µX
ρgνρ = ∇νXµ +∇µXν = 0

1.4.6 Εξωγενής καμπυλότητα

Πέραν της ενδογενούς καμπυλότητας την οποία μπορεί να έχει μια πολλαπλότητα μπορούμε να
ορίσουμε και την εξωγενή. Η εξωγενής καμπυλότητα προέρχεται από την εμβάπτιση της πολλα-
πλότητας στον χώρο. Το κλασικό παράδειγμα περιγραφής της εξωγενούς καμπυλότητα είναι ο
κύλινδρος ενώ δεν έχει ενδογενή καμπυλότητα έχει εξωγενή η οποία προέρχεται από το γεγο-
νός ότι λόγω της εισαγωγής του δισδιάστατου επιπέδου στον χώρο και της παραμόρφωσης του
προέκυψε μια επιπλέον καμπυλότητα.

1.5 Επιπλέον Φορμαλισμοί

Ο φορμαλισμός της σχετικότητας γίνεται πιο γενικός με την χρήση της έννοιας της τετράδας (tetrad
ή veirbein) διότι επιτρέπει την επιλογή τοπικών συντεταγμένων αντί της επιλογής τοπικής βάσης
στον εφαπτόμενο χώρο. Ο φορμαλισμός των τετράδων δεν αλλάζει την φυσική απλά μας επιτρέπει
τον χειρισμό των εξισώσεων με διαφορετικό τρόπο, όπως ο φορμαλισμός hamilton-Lagrange που θα
συζητήσουμε αργότερα γενικεύει την Newtonian μηχανική.

1.5.1 Τετράδες

Θα ορίσουμε την έννοια της μετρικής μέσω των τετράδων και θα χρησιμοποιήσουμε παρακάτω
αυτόν τον φορμαλισμό ώστε να ορίσουμε την Lagrangian density του πεδίου Dirac.

gµν(x) = e a
µ (x)e b

ν (x)ηab & gµν(x) = e µ
a (x)e ν

b (x)ηab & e a
µ eµb = δab (1.35)

Τα διανύσματα{
V µ(x) = e µ

a (x)V a(x) & V a = eaµ(x)V
µ(x)

Vµ(x) = e a
µ (x)Va(x) & Va(x) = e µ

a (x)Vµ(x)

}
(1.36)

Η Συναλλοίωτη παράγωγός

∇µΨ(x) = (∂µ +Ωµ)Ψ(x), Ωµ ≡ 1

2
ωabµ(x)Σ

ab (1.37)

ωa
bµ = e a

ν ∇µe
ν

b = eaν(∂µe
ν

b + Γν
τµe

τ
b ) (1.38)

ωabµ = eνa∇νebµ, (eνa = gµνηabe
b

µ ) (1.39)
∇µe

ν
b = ∂µe

ν
b + Γν

τµe
τ

b − ωa
bµe

ν
a (1.40)



Κεφάλαιο 2

Φορμαλισμός Lagrange & hamilton

Tα Προβλήματα τα οποία συναντάμε στην φυσική είναι προβλήματα δυναμικής. Για την περιγρα-
φή αυτών χρειαζόμαστε εξισώσεις οι οποίες πρέπει να αποδίδουν όλα τα φυσικά χαρακτηριστικά
του συστήματος Τέτοιες εξισώσεις είναι οι εξισώσεις του Newton οι οποίες είναι διαφορικές εξι-
σώσεις δευτέρου βαθμού ως προς τον χρόνο. Στις εξισώσεις αυτές περιέχεται η πληροφορία που
μας ενδιαφέρει. Μια διαφορετική προσέγγιση της φυσικής κατάστασης αποτελούν οι εξισώσεις
Euler-Lagrange και hamilton οι οποίες είναι γενίκευση των εξισώσεων του Newton και μας αποδίδουν
μια πιο γεωμετρική εικόνα των εξισώσεων κίνησης διότι μετέχουν οι εξισώσεις των περιορισμών
της κίνησης.

2.1 Εξισώσεις Newton

Για αρχή θα δούμε τις εξισώσεις Newton για την κίνηση σωματιδίων και στην συνέχεια θα εξαγά-
γουμε της εξισώσεις Euler-Lagrange και hamilton. Ξεκινώντας θα δούμε τις ποσότητες ορμή, δύναμη,
στροφορμή, ροπή και ενέργειά.

p=mẋ Ορμή
F=ṗ Δύναμη
L=x ∧ p Στροφορμή
N=L̇ Ροπή
E=T (x, ẋ, t) + V (x, ẋ, t) Ενέργεια

Για την δύναμη έχουμε F = ṗ = mẍ οπότε το έργο που ορίζεται να είναι το ολοκλήρωμα της
δύναμης κατά μήκος μιας καμπύλης C(α, β) γίνεται.

W =

∫
C

F ·dx =

∫
C

mẍ · dx =

∫
C

mẍ · ẋdt =
∫
C

m
d

dt

(
ẋ2

2

)
dt =

m

2

(
ẋ2α − ẋ2β

)
Αν το ολοκλήρωμα αυτό είναι μηδέν για κάθε καμπύλη C(α, β) τότε η δύναμη καλείται συντηρητική
και από το θεώρημα των Stokes-Kelvin προκύπτει ότι.

W =

∫
C

F ·dx =

∫
S

(∇ ∧ F ) · dS = 0 ⇒ ∇ ∧ F = 0 ⇒

F = −∇V (2.1)

Αυτή η διανυσματική ταυτότητα ισχύει για κάθε επιφάνεια S την οποία περικλείει η καμπύλη C .
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2.2 Lagrange

2.2.1 Εξισώσεις συνδέσμων & Γενικευμένες συντεταγμένες

Όπως είπαμε προηγουμένως για την γενίκευση των εξισώσεων του Newton θα εισαγάγουμε τους
περιορισμούς που επιβάλλονται στην κίνηση του συστήματος. Αυτοί οι περιορισμοί ονομάζονται
σύνδεσμοι. Συνήθως μας τους επιβάλλει η γεωμετρία του προβλήματος (π.χ. κίνηση βόλου σε
περιφέρεια κύκλου). Για τους συνδέσμους έχουμε τις εξής εξισώσεις

fl(x1, ...,xN , ẋ1, ..., ẋN ; t) = 0 l = 1, 2, ...,K

Στην περίπτωση που οι εξισώσεις των συνδέσμων μπορούν ολοκληρώνοντας τις να απαλλαγούν
από την εξάρτηση από τις ταχύτητες και ισχύει η σχέση.

fl(x1, ...,xN ; t) = 0 l = 1, 2, ...,K < nN, x = (x1, x2, ..., xn)

Ονομάζονται ολόνομοι, αυτού του είδους του συνδέσμους θα μελετήσουμε και παρακάτω. Από
τις εξισώσεις των συνδέσμων θα προσδιορίσουμε τις ανεξάρτητες μεταξύ τους συντεταγμένες τις
οποίες θα ονομάσουμε γενικευμένες συντεταγμένες (ο αριθμός των οποίων είναι ίσος με τον αριθμό
των βαθμών ελευθερίας κίνησης του συστήματος). Οι γενικευμένες συντεταγμένες μας βοηθούν να
προσδιορίσουμε την κίνηση ενός σώματος έχοντας λάβει υπ’ όψιν όλους τους δυνατούς περιο-
ρισμούς που επιβάλλονται. Ένα παράδειγμα συστήματος ενός σωματιδίου με έναν σύνδεσμο μας
βοηθάει να κατανοήσουμε την έννοια των συνδέσμων και τον γενικευμένων συντεταγμένων.

f(x; t) = 0 Εξίσωση συνδέσμου. (2.2)
mẍ = F + C όπου F γνωστή δύναμη και C άγνωστη δύναμη των συνδέσμων. (2.3)

Η δύναμη C θα προέρχεται από την εξίσωση των συνδέσμων επίσης επιλέγουμε οι δυνάμεις των
συνδέσμων να είναι άεργες οπότε προκύπτει.

C = λ(t)∇f(x; t) επίσης υποθέτουμε ότι F (x) = −∇V (x, t) οπότε η 2.3 γίνεται.

mẍ = −∇V (x, t) + λ(t)∇f(x; t)
ẋ·⇒ mẋ · ẍ = −ẋ ·∇V (x; t) + λ(t)ẋ ·∇f(x; t)

dA

dt
=
∂A

∂x

dx

dt
+
∂A

∂ẋ

dẋ

dt
+
∂A

∂t
= ẋ ·∇A+ ẍ ·∇ẋA+

∂A

∂t
, ∀A(x, ẋ; t)

dV (x; t)

dt
= ẋ ·∇V (x; t) +

∂V (x; t)

∂t
& df(x; t)

dt
= ẋ ·∇f(x; t) +

∂f(x; t)

∂t
= 0

m
d

dt

(
ẋ2

2

)
= −dV (x; t)

dt
+
∂V (x; t)

∂t
− λ(t)

∂f(x; t)

∂t
⇒

d

dt

(
1

2
mẋ2 + V (x; t)

)
=
dE

dt
=
∂V (x; t)

∂t
− λ(t)

∂f(x; t)

∂t

Για M σωματίδια οι εξισώσεις γενικεύονται

dE

dt
=
∂V (x; t)

∂t
−

M∑
t=1

λt(t)
∂ft(x; t)

∂t
Αν ισχύει ότι ∂V (x; t)

∂t
= 0 ⇒ dE

dt
= −

M∑
t=1

λt(t)
∂ft(x; t)

∂t

(mtẍt − Ft) = −λt(t)∇ft(x; t)
τk·⇒ τk ·

(
mtẍ

k
t − F k

t

)
= −λtτk ·∇kft = 0, Αρχή d’Alembert (2.4)

Όπου τk κάθετα στις δυνάμεις C. Από την αρχή του d’Alembert προκύπτουν nN−K ανεξάρτητες
εξισώσεις. Αυτές οι ανεξάρτητες εξισώσεις ορίζουν το σύστημα των γενικευμένων συντεταγμένων.

qa = qa(x1,x2, ...,xN ; t) Αν επιπλέον ισχύει ότι J = det
(
∂qa

∂xb

)
6= 0 τότε

xm = xm(q1, q2, ..., qnN ; t)
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τα τk εφόσον είναι κάθετα στους συνδέσμους θα είναι παράλληλα με το επίπεδο άρα μπορούμε
να θέσουμε τα τk να είναι εφαπτόμενα στο επίπεδο μας δηλαδή:

τk = εa
∂xk

∂qa
Όπου έχουμε.

τk ·∇kft(x; t) = 0 = εa
∂xk

∂qa
·∇kft(x; t) = εa

∂ft(x; t)

∂qa

Ft · εa
∂xk

∂qa
= −εa∇kV (x; t)

∂xk

∂qa
= εa

∂Vt(x; t)

∂qa

2.2.2 Lagrangian και εξισώσεις κίνησης

Εφόσον έχουμε ορίσει τις γενικευμένες συντεταγμένες qa θα εξαγάγουμε τις εξισώσεις κίνησης.

ẍt · ∂xt

∂qa = d
dt

(
ẋt · ∂xt

∂qa

)
− ẋt · ddt

∂xt

∂qa

vt = ẋt = q̇a ∂xt

∂qa + ∂xt

∂t ⇒ ∂ẋt

∂q̇a = ∂xt

∂qa

d
dt
∂xt

∂qa = q̇b
∂2xt

∂qa∂qb
+ ∂

∂t
∂xt

∂qa = ∂
∂qa

(
q̇b ∂xt

∂qb
+ ∂xt

∂t

)
= ∂ẋt

∂qa


mtẍt ·

∂xt

∂qa
=

d

dt

(
mtvt ·

∂vt

∂q̇a

)
−mtvt

∂vt

∂qa
⇒

d

dt

(
mt

1

2

∂v2t
∂q̇a

)
−mt

1

2

∂v2t
∂qa

=
d

dt

∂T

∂q̇a
− ∂T

∂qa

Εισάγοντας την εξίσωση αυτή στην αρχή d’Alembert:
d
dt

∂T
∂q̇a − ∂T

∂qa + ∂V
∂qa = 0

Υποθέτουμε V = V (q; t): ∂V
∂q̇a = 0

}
d

dt

(
∂T

∂q̇a
− ∂V

∂q̇a

)
− ∂T

∂qa
+
∂V

∂qa
= 0 ⇒ d

dt

∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
= 0

Όπου θέσαμε L (q, q̇; t) = T (q, q̇; t)− V (q; t) η οποία είναι η Lagrangian του συστήματος.
∂2L

∂q̇a∂q̇b
q̈b +

∂2L

∂q̇a∂qb
q̇b +

∂2L

∂t∂q̇a
− ∂L

∂qa
= 0 Εξισώσεις Euler-Lagrange. (2.5)

Σωματίδιο σε Η/Μ πεδίο

F = q(E + v ∧ B)

E = −∇V − ∂A
∂t & B = ∇ ∧ A

εαβµεµνξ = δανδβξ − δαξδνβ

F = q

(
−∇V − ∂A

∂t
+ vβεαβµ∂νεµνξA

ξ

)
∂avb=0⇒

F = q

(
−∇V − ∂A

∂t
+ ∂αvβA

β − vν∂νAα

)
= q

(
−∇V − ∂A

∂t
+∇(v · A) − v · ∇A

)
⇒

F =
dp

dt
= q

(
−dA
dt

+∇((v · A)− V )

)
⇒ d

dt
(p+ qA)−∇q(v · A− V ) = 0

∂L

∂ẋ
= p+ qA & ∂L

∂x
= q(v · A− V ) ⇒ L =

1

2
mu2 + q(v · A− V ) (2.6)
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Μετασχηματισμοί

Για κάθε φυσικό πρόβλημα μπορούμε να βρούμε παραπάνω από μια Lagrangian η οποία να το
περιγράφει. Απ’τις εξισώσεις κίνησης θα αποδείξουμε τι μορφή θα έχει μια τέτοια Lagrangian.

Λja =
d

dt

∂Lj

∂q̇a
− ∂Lj

∂qa
= 0

Λ2a − Λ1a = 0 ⇒ d

dt

∂(L2 − L1)

∂q̇a
− ∂(L2 − L1)

∂qa
θέτω L2 − L1 = Ψ

d

dt

∂Ψ

∂q̇a
− ∂Ψ

∂qa
=

∂2Ψ

∂q̇a∂q̇b
q̈b +

∂2Ψ

∂q̇a∂qb
q̇b +

∂2Ψ

∂t∂q̇a
− ∂Ψ

∂qa
= 0 ⇒

διότι οι συναρτήσεις Λja = Λja(q, q̇; t) Θα πρέπει η Ψ να είναι γραμμική στους όρους q̇ ούτως ώστε
να μηδενίζεται ο συντελεστής του q̈. Συνεπώς έχουμε:

Ψ = q̇F (q; t) +G(q; t)

Αντικαθιστώντας το στην παραπάνω εξίσωση παίρνουμε.

0 +
∂F (q; t)

∂qb
q̇b +

∂F (q; t)

∂t
− q̇a

∂F (q; t)

∂qa
− ∂G(q; t)

∂qa
= 0 ⇒

∂F (q; t)

∂t
=
∂G(q; t)

∂qa
⇒ F (q; t) =

∂Φ(q; t)

∂qa
& G(q; t) =

∂Φ(q; t)

∂t

Ψ = L2 − L1 = q̇F (q; t) +G(q; t) = q̇a
∂Φ(q; t)

∂qa
+
∂Φ(q; t)

∂t
=
dΦ(q; t)

dt
(2.7)

Αρχή του hamilton & Θεώρημα Noether

Στην μηχανική ορίζεται μια ποσότητα η οποία ονομάζεται δράση και αποτελεί το ολοκλήρωμα της
Lagrangian.

S(q, q̇; t) =
∫

L (q, q̇; t)dt (2.8)

Η αρχή του hamilton ή αλλιώεπισής αρχή ελαχίστου δράσης λέει πως κάθε φυσικό σύστημα προ-
τιμάει να επιλέξει την διαδρομή με την ελάχιστη δράση.

δS(q, q̇; t) = δ

∫
L (q, q̇; t)dt = 0 ⇒

∫
δL (q, q̇; t)dt = 0 ⇒

∫ {
dL (q, q̇; t)

dqa
δqa +

dL (q, q̇; t)

dq̇a
δq̇a
}
dt = 0

dL (q, q̇; t)

dq̇a
d

dt
δqa =

d

dt

(
dL (q, q̇; t)

dq̇a
δqa
)
− δqa

d

dt

dL (q, q̇; t)

dq̇a∫ {[
dL (q, q̇; t)

dqa
− d

dt

dL (q, q̇; t)

dq̇a

]
δqa +

d

dt

(
dL (q, q̇; t)

dq̇a
δqa
)}

dt = 0

δL =

{[
dL (q, q̇; t)

dqa
− d

dt

dL (q, q̇; t)

dq̇a

]
δqa +

d

dt

(
dL (q, q̇; t)

dq̇a
δqa
)}

Στις εξισώσεις κίνησης αν η παράγωγος της Lagrangian ως προς μια συντεταγμένη q είναι μηδέν
τότε προκύπτει.

d

dt

∂L

∂q̇
= 0 ⇒ ∂L

∂q̇
= p (2.9)

Η οποία είναι μια σταθερά της κίνησης και ονομάζεται γενικευμένη ορμή. και η q ονομάζεται
αγνοήσιμη ή κυκλική. Στην Lagrangian μηχανική οι ποσότητες (q, q̇) ορίζουν την πολλαπλότητα των
εφαπτόμενων διανυσμάτων. Στην hamiltonian μηχανική οι (q, p) ορίζουν μια αντίστοιχη πολλαπλό-
τητα των συνεφαπτόμενων διανυσμάτων.
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Για το θεώρημα της Noether θα θεωρήσουμε συνεχείς μετασχηματισμούς καθώς και την γενική
Lagrangian η οποία περιέχει και ένα τέλειο διαφορικό μια οποιασδήποτε συνάρτησης. Κάνοντας μια
μεταβολή στην Lagrangian παίρνουμε:

Lε(q, q̇; t) = L (ψ(q), ∂tψ(q), t) + Φ̇

dLε

dε
=

{[
dL (q, q̇; t)

dqa
− d

dt

dL (q, q̇; t)

dq̇a

]
∂ψ(q)

∂ε
+
d

dt

(
dL (q, q̇; t)

dq̇a
δqa
)
+ δΦ̇(q, q̇; t)

}

έστω ότι ισχύουν οι εξισώσεις Euler-Lagrange.

dLε

dε
=

d

dt

(
dL (q, q̇; t)

dq̇a
δqa
)
+ δΦ̇(q, q̇; t) = 0 ⇒

δLε =
d
dtΦ

δLε =
d
dt
∂L
∂q̇a q̇

a

}
⇒ d

dt

∂L

∂q̇a
q̇a − d

dt
δΦ = 0 ⇒

Γ =
∂L

∂q̇a
q̇a − δΦ Σταθερά κίνησης. (2.10)

Το θεώρημα αυτό μας λέει πως κάθε τοπικός απειροστός μετασχηματισμός που αφήνει αναλλοί-
ωτη την Lagrangian κρύβει κάποια διατηρήσιμη ποσότητα. Αυτό είναι ιδιαίτερα σημαντικό για την
κατανόηση της κβαντομηχανικής διότι πολλές ποσότητες δεν γίνονται διαισθητικά κατανοητές
(π.χ. το Spin).

2.3 hamiltonian

Για τις εξισώσεις του hamilton θα πάρουμε την Lagrangian και θα την γράψουμε.

L̂ (q, p; t) = L (q, q̇(q; p; t); t)

∂L̂ (q, p; t)

∂qa
=

L (q, q̇(q, p; t))

∂qa
+
∂L (q, q̇(q; p; t); t)

∂q̇b
∂q̇b

∂qa
=

L (q, q̇(q, p; t))

∂qa
+ pb

∂q̇b

∂qa
⇒

∂L (q, p; t)

∂qa
=
∂L̂ (q, p; t)

∂qa
− pb

∂q̇b

∂qa
=

∂

∂qa

(
L̂ (q, p; t)− pbq̇

b
)

∂L̂ (q, p; t)

∂pa
=
∂L (q, q̇(q; p; t); t)

∂q̇b
∂q̇b

∂pa
= pb

∂q̇b

∂pa
=

∂

∂pa

(
pbq̇

b
)
− δab q̇

b ⇒ ∂

∂pa

(
L̂ (q, p; t)− pbq̇

b
)
= −q̇a

Θέτουμε H (q, p; t) = pbq̇
b(q, p; t)− L̂ (q, p; t) (2.11)

Η οποία είναι η hamiltonian του συστήματος.
Από όπου προκύπτουν οι κανονικές εξισώσεις του hamilton.

∂H (q, p; t)

∂qa
= −∂L (q; q̇; t)

∂qa
= − d

dt

∂L (q; q̇; t)

∂q̇a
= − d

dt
pa = −ṗa (2.12)

∂H (q, p; t)

∂pa
=

∂

∂pa

(
pbq̇

b − L̂ (q, p; t)
)
= q̇a (2.13)

∂H (q, p; t)

∂t
= −∂L (q, q̇; t)

∂t
(2.14)
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Αγκύλες Poisson

Στην hamiltonian μηχανική ένας διαφορετικός ορισμός της ολικής χρονικής παραγώγου είναι ο εξής:

df(q; p; t)

dt
=
∂f(q; p; t)

∂qa
q̇a +

∂f(q; p; t)

∂pa
ṗa +

∂f(q; p; t)

∂t
=

df(q; p; t)

dt
=
∂f(q; p; t)

∂qa
∂H (q, p; t)

∂pa
− ∂f(q; p; t)

∂pa

∂H (q, p; t)

∂qa
+
∂f(q; p; t)

∂t
=

df(q; p; t)

dt
= {f,H }+ ∂f(q; p; t)

∂t
, {f,H } =

∂f(q; p; t)

∂qa
∂H (q, p; t)

∂pa
− ∂f(q; p; t)

∂pa

∂H (q, p; t)

∂qa
(2.15)

Οι αγκύλες Poisson θα μας φανούν χρήσιμες στον φορμαλισμό της κβαντομηχανικής. Θα δούμε
μερικές από τις ιδιότητες τους.

{f, g} =
∂f(q; p; t)

∂qa
∂g(q, p; t)

∂pa
− ∂f(q; p; t)

∂pa

∂g(q, p; t)

∂qa
= −{g, f} Αντισυμμετικές

{f, gh} =
∂f(q; p; t)

∂qa
∂(g(q, p; t)h(q, p; t))

∂pa
− ∂f(q; p; t)

∂pa

∂(g(q, p; t)h(q, p; t))

∂qa
=

∂f

∂qa

(
∂g

∂pa
h+

∂h

∂pa
g

)
− ∂f

∂pa

(
∂g

∂qa
h+

∂h

∂qa
g

)
=

{f, gh} = {f, g}h(q, p; t) + g(q, p; t) {f, h} Κανόνας Leibniz
{{f, g} , h}+ {{h, f} , g}+ {{g, h} , f} = 0 Ταυτότητα Jacobi
d

dt
{f, g} = {{f, g} ,H }+ ∂ {f, g}

∂t
= −{{H , f} , g} − {{g,H } , f}+

{
∂f

∂t
, g

}
+

{
f,
∂g

∂t

}
{
{f,H }+ ∂f

∂t
, g

}
−
{
f, {g,H }+ ∂g

∂t

}
=

{
{f,H }+ ∂f

∂t
, g

}
+

{
{g,H }+ ∂g

∂t
, f

}
= {ḟ , g}+ {ġ, f}

Τώρα θα δούμε ένα σημαντικό θεώρημα που ισχύει στην hamiltonian μηχανική.

Θεώρημα Liouville

Έστω ότι έχουμε ένα αέριο με σταθερή πυκνότητα για το οποίο ισχύουν οι κανονικές εξισώσεις
του hamilton. Επίσης ισχύει η διατήρηση των σωματιδίων άρα και η εξίσωση συνέχειας από την
οποία θα εξαγάγουμε την συνάρτηση Liouville. Η Οποία θα δούμε παρακάτω τι περιγράφει.

∂ρ(x; t)

∂t
+∇ · (ρẋ) = 0

∇ · (ρẋ) + ∂ρ(x; t)

∂t
= 0 ⇒ ∂

∂xa
ρẋa =

∂

∂qa
ρq̇a +

∂

∂pa
ρṗa = ρ

(
∂q̇a

∂qa
+
∂ṗa
∂pa

)
+ q̇a

∂ρ

∂qa
+ ṗa

∂ρ

∂pa
+
∂ρ

∂t
= 0

ρ

(
∂

∂qa
∂H (q, p; t)

∂pa
+

∂

∂pa

(
−∂H (q, p; t)

∂qa

))
+
∂H (q, p; t)

∂pa

∂ρ

∂qa
− ∂H (q, p; t)

∂qa
∂ρ

∂pa
+
∂ρ(x; t)

∂t
= 0

{ρ,H }+ ∂ρ(x; t)

∂t
= 0 ⇒ dρ

dt
= {ρ,H }+ ∂ρ

∂t
⇒ ∂ρ(x; t)

∂t
= {H , ρ} = −iLρ⇒

ρ(q; t) = e−iLρ(q; 0) (2.16)

Το θεώρημα αυτό μας παρέχει μια πλήρη περιγραφή του συστήματος σε ισορροπία και μη. Η
συνάρτηση Liouville περιγράφει την εξέλιξη της συνάρτησης κατανομής στον χώρο των φάσεων για
κάθε συντηρητικό hamiltonian σύστημα.
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2.3.1 Lagrangian & hamiltonian των πεδίων

Η Lagrangian & hamiltonian μπορεί να γενικευθεί από την περιγραφή σωματιδίων στην περιγραφή
συνεχών μέσων όπως είναι μια χορδή, ένα ρευστό κ.τλ. Σε αυτήν την περίπτωση κάθε σημείο
επηρεάζεται από τις εξωτερικές αλλά και από τις εσωτερικές δυνάμεις. Τώρα οι συναρτήσεις οι
οποίες περιγράφουν την κίνηση κάθε σημείου θα συμβολίζονται με Ψ(x; t) και ονομάζονται πεδία.
Αυτού του είδους η περιγραφή θα μας φανεί χρήσιμη στην κβαντομηχανική όπου κάθε σωματίδιο
περιγράφεται από ένα πεδίο.

Χορδή στο συνεχές όριο

Έστω ότι έχουμε ένα σύστημα N σωματιδίων τα οποία είναι δεσμευμένα με τα γειτονικά τους με
δύναμη τύπου Hooke θα δεχτούμε πως αλληλεπιδρούν μόνο με τους κοντινότερους γείτονες. Τα
σωματίδια αυτά ισαπέχουν κατά απόσταση a και βρίσκονται στις θέσεις 1a,2a,...,Na . Οι εξισώσεις
που διέπουν την κίνηση αυτού του συστήματος είναι:

Fi =

 +k(ψ2 − ψ1) i = 1
−k(ψi − ψi−1) + k(ψi−1 − ψi+1) 0 < i < N

−k(ψN − ψN−1) i = N
(2.17)

L = T (ψ̇; t)− V (ψ; t) =
N∑
i=1

1

2
mψ̇2 −

N∑
i=1

1

2
k(φi − ψi−1)

2 (2.18)

Με εξισώσεις κίνησης τις:
mψ̈ = −k(ψi − ψi−1) + k(ψi−1 − ψi+1), 0 < i < N (2.19)
Στο όριο του a→ 0το σύστημα τείνει να γίνει συνεχές ψ(x; t) = ψ(ai; t).
m
a ψ̈ = −ka

{
1
a2 (ψi − ψi−1) +

1
a2 (ψi−1 − ψi+1)

}
∂ψ
∂x = lim

a→0

φ((i+1)a)−ψ(ai)
a

 κ= lim
a→0

ka

⇒ µ
∂2ψ

∂t2
= κ

∂ψ
∂x

∣∣∣
(i+1)a

− ∂ψ
∂x

∣∣∣
a

a


µ
∂2ψ

∂t2
= κ

∂2ψ

∂x2

Όπου ορίζουμε την Lagrangian density:

L =
1

2
µ

(
∂ψ

∂t

)2

− 1

2
κ

(
∂ψ

∂x

)2

(2.20)

Για την οποία ισχύει

L =

∫
Ldx (2.21)

Σχήμα 2.1: Μέθοδος Lagrange προσομοίωσης συνεχούς χορδής.
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Εξισώσεις Euler-Lagrange γενικών πεδίων

Υποθέτουμε μια γενική Lagrangian density η οποία εξαρτάται και από τα πεδία αλλά και από
τις παραγώγους αυτών δηλαδή L = L(ψ(x; t), ∂tψ(x; t), ∂xψ(x; t)). Θα εξαγάγουμε τις εξισώσεις
Euler-Lagrange για τα πεδία μέσω της αρχής ελαχίστου δράσης. Θα θεωρήσουμε πως τα πεδία
μηδενίζονται στα όρια των ολοκληρωμάτων, τα όρια είναι και χωρικά αλλά και χρονικά, επίσης τα
πεδία είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.

δS = 0 ⇒ δS = δ

∫
L dt = δ

∫
Ldxdt⇒

δS =

∫
δLdxdt =

∫ (
∂L

∂(∂tψ)
δ∂tψ +

∂L
∂(∂xψ)

δ∂xψ +
∂L
∂ψ

δψ

)
dxdt = 0

δS =

∫ {
∂

∂t

(
∂L

∂(∂tψ)
δψ

)
− ∂

∂t

(
∂L

∂(∂tψ)

)
δψ +

∂

∂x

(
∂L

∂(∂xψ)
δψ

)
−

∂

∂x

(
∂L

∂(∂xψ)

)
δψ +

∂L
∂ψ

δψ

}
dxdt = 0

δS =

∫ {
− ∂

∂t

(
∂L

∂(∂tψ)
δψ

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂(∂xψ)

)
+
∂L
∂ψ

}
dxdtδψ+∫ {

∂

∂t

(
∂L

∂(∂tψ)
δψ

)
+

∂

∂x

(
∂L

∂(∂xψ)
δψ

)}
dxdt = 0∫

∂

∂t

(
∂L

∂(∂tψ)
δψ

)
dt =

∂L
∂(∂tψ)

δψ

∣∣∣∣t1
t0

= 0∫
∂

∂x

(
∂L

∂(∂xψ)
δψ

)
dx =

∂L
∂(∂xψ)

δψ

∣∣∣∣x1

x0

= 0∫ {
− ∂

∂t

(
∂L

∂(∂tψ)

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂(∂xψ)

)
+
∂L
∂ψ

}
δψdxdt = 0

− ∂

∂t

(
∂L

∂(∂tψ)

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂(∂xψ)

)
+
∂L
∂ψ

= 0 ⇒

∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)
− ∂L
∂ψ

= 0 (2.22)

Οι εξισώσεις που προέκυψαν αποτελούν τις εξισώσεις Euler-Lagrange για κάποιο αυθαίρετο πεδίο.
Στην περίπτωση που το πεδίο ψ είναι διανυσματικό αντικαθιστούμε το ψ → A.

∂

∂t

(
∂L

∂(∂tA)

)
+

∂

∂x

(
∂L

∂(∂xA)

)
− ∂L
∂A

= 0

∂µ

(
∂L

∂(∂µA)

)
− ∂L
∂A

= 0 (2.23)

Ορίζουμε την συναρτησιακή ή μεταβολική παράγωγο της Lagrangian.
δL

δψ
≡ ∂L
∂ψ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)
= − ∂

∂t

(
∂L

∂(∂tψ)

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂(∂xψ)

)
+
∂L
∂ψ

= 0 (2.24)
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Θεώρημα Noether

Υποθέτουμε μια Lagrangian density L = L(ψ, ∂µψ; ε) η οποία είναι αναλλοίωτη κάτω από τους
μετασχηματισμούς.

ψ′(ε) = ψ +∆ψ & x′µ(ε) = xµ + δxµ Όπου. ψ′(0) = ψ & x′µ(0) = xµ

δS =

∫ ′

Q′
L(ψ′, ∂µψ

′, x′µ; ε)dx′4 −
∫
Q

L(ψ, ∂µψ, xµ; ε)dx4

L(ψ′, ∂µψ
′, x′µ; ε) ≈ L(ψ′, ∂µψ

′, xµ; ε) + ∂νL(ψ′, ∂µψ
′, xµ; ε)δxν

δS =
∫
Q′ L(ψ′, ∂µψ

′, x′µ; ε)dx′4 −
∫
Q
L(ψ, ∂µψ, xµ; ε)dx4

}
⇒

δS =

∫
Q

L(ψ′, ∂µψ
′, xµ; ε)dx4 + ∂νL(ψ′, ∂µψ

′, xµ; ε)δxνdx′µ −
∫
Q

L(ψ, ∂µψ, xµ; ε)dx4

δS =

∫
Q

L(ψ′, ∂µψ
′, xµ; ε)dx4 −

∫
Q

L(ψ, ∂µψ, xµ; ε)dx4 +
∫
Q

∂νL(ψ′, ∂µψ
′, xµ; ε)δxνdxµ︸ ︷︷ ︸

Θεωρ.Gauss

δS =

∫
Q

{L(ψ′, ∂µψ
′, xµ; ε)− L(ψ, ∂µψ, xµ; ε)} dx4 +

∫
V

L(ψ′, ∂µψ
′, xµ; ε)δxνdsν

δS =

∫
Q

{
∂L
∂ψ

∆ψ − ∂L
∂(∂µψ)

∂µ∆ψ

}
dx4 +

∫
V

L(ψ′, ∂µψ
′, xµ; ε)δxνdsν

δS =

∫
Q

{
∂L
∂ψ

∆ψ − ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)
∆ψ

)
+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)
∆ψ

}
d4x+

∫
V

L(ψ′, ∂µψ
′, xµ; ε)δxνdsν

δS =

∫
Q

{(
∂L
∂ψ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

))
∆ψ + ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)
∆ψ

)}
d4x+

∫
Q

∂µ (Lδxµ) d4x

δS =

∫
Q

∂µ

{(
∂L

∂(∂µψ)

)
∆ψ + Lδxµ

}
d4x =

∫
Q

∂µJ µd4x = 0

∆ψ = ψ′(xτ )− ψ(xτ ) = ψ′(x′τ )− ψ(xτ )− [ψ′(x′τ )− ψ′(xτ )]
ψ′(x′τ ) ≈ ψ′(xτ ) + ∂νψ

′(xτ )δxν ⇒ ψ′(x′τ )− ψ′(xτ ) ≈ ∂νψ
′(xτ )δxν

ψ′(x′τ ) = ψ(xτ ) + ∆ψ(xτ )

⇒

∆ψ = ∂νψδx
ν + ∂ν∆ψδx

ν − [ψ′(x′τ )− ψ′(xτ )] ≈ ∂νψδx
ν − δψ

Αναπτύσσουμε κατά McLaurin τα πεδία ως προς την παράμετρο ε.

δxµ = x′µ − xµ ≈ x′µ|ε=0 + ε
∂x′µ

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

− xµ
x′(0)=x

= ε
∂x′µ

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

δψ = ψ′µ − ψµ ≈ ψ′µ|ε=0 + ε
∂ψ′

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

− ψµ
ψ′(0)=ψ

= ε
∂ψ′

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

∆ψ = ∂νψ
′δxν + ∂ν∆ψδx

ν − [ψ′(x′τ )− ψ′(xτ )] ≈ ∂νψ
′ε
∂x′µ

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

− ε
∂ψ′

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

δS =

∫
Q

∂µ

{(
∂L

∂(∂µψ)

)(
∂νψ

′ε
∂x′ν

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

− ε
∂ψ′

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

)
− Lε ∂x

′µ

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

}
d4x = 0

δS =

∫
Q

ε∂µ

{
− ∂L
∂(∂µψ)

∂ψ′

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

+

(
∂L

∂(∂µψ)
∂νψ′ − gµνL

)
∂x′ν
∂ε

∣∣∣∣
ε=0

}
d4x = 0

J µ =

{
∂L

∂(∂µψ)

∂ψ′

∂ε
−
(

∂L
∂(∂µψ)

∂νψ′ − gµνL
)
∂x′ν
∂ε

}∣∣∣∣
ε=0

Για διανύσματα A έχουμε:

J µ =

{
∂L

∂(∂µA)

∂A′

∂ε
−
(

∂L
∂(∂µA)

∂νA′ − gµνL
)
∂x′ν
∂ε

}∣∣∣∣
ε=0

(2.25)

Όπου το J µ είναι το διατηρήσιμο ρεύμα.
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hamiltonian

Όπως και για τα σωματίδια έτσι και για τα πεδία θα εξαγάγουμε την hamiltonian μέσω της Lagrangian.
Θα πάρουμε την συζυγή ορμή από την Lagrangian density και θα βρούμε την hamiltonian density.

Για την συζυγή ορμή επιλέγουμε κατ’ αναλογία με τα q̇ ↔ p έχουμε ψ̇ ↔ π.

πl =
∂L

∂(∂0ψl)
(2.26)

H =

∫
∂0ψlπ

ld3x− L =

∫
(∂0ψlπ

l − L)d3x =

∫
H(ψ, π, ∂iψ; t)d

3x (2.27)

H(ψ, π, ∂iψ; t) = πl∂0ψl − L(ψ, π, ∂iψ; t) (2.28)
Όπου H αναπαριστά την πυκνότητα ενέργειας.
∂H
∂πk

=
∂ψk
∂x0

+
∂(∂0ψl)

∂πk
πl − ∂L

∂(∂0ψl)

∂(∂0ψl)

∂πk
=
∂ψk
∂x0

+
∂(∂0ψl)

∂πk
πl − πl

∂(∂0ψl)

∂πk
=
∂ψk
∂x0

∂H
∂πk

=
∂ψk
∂x0

(2.29)

∂H
∂(∂jψk)

=
∂(∂0ψl)

∂(∂jψk)
πl − ∂L

∂(∂0ψk)

∂(∂0ψl)

∂(∂jψk)
− ∂L
∂(∂jψk)

=
∂(∂0ψl)

∂(∂jψk)
πl − πl

∂(∂0ψl)

∂(∂jψk)
− ∂L
∂(∂jψk)

= − ∂L
∂(∂jψk)

∂H
∂(∂jψk)

= − ∂L
∂(∂jψk)

(2.30)

∂H
∂ψk

=
∂(∂0ψl)

∂πk
πl − ∂L

∂(∂0ψl)

∂(∂0ψl)

∂πk
− ∂L
∂ψk

=
∂(∂0ψl)

∂πk
πl − πl

∂(∂0ψl)

∂πk
− ∂L
∂ψk

= − ∂L
∂ψk

∂H
∂ψk

= − ∂L
∂ψk

(2.31)

∂L
∂ψk

=
∂

∂xµ
∂L

∂(∂µψk)
=

∂

∂x0
∂L

∂(∂0ψk)
+

∂

∂xj
∂L

∂(∂jψk)
=
∂πk
∂x0

+
∂

∂xj
∂L

∂(∂jψk)

∂L
∂ψk

=
∂πk
∂x0

+
∂

∂xj
∂L

∂(∂jψk)
(2.32)

∂L
∂ψk

=
∂πk
∂x0

− ∂

∂xj
∂H

∂(∂jψk)
⇒

∂πk
∂x0

= − ∂H
∂ψk

+
∂

∂xj
∂H

∂(∂jψk)
(2.33)

Από την συναρτησιακή παράγωγο παίρνουμε.
δH

δψk
=

∂H
∂ψk

− ∂

∂xj
∂H

∂(∂jψk)
= −(− ∂H

∂ψk
+

∂

∂xj
∂H

∂(∂jψk)
) = −∂πk

∂x0
(2.34)

Επειδή η H είναι ανεξάρτητη των (∂jψk) έχουμε.
δH

δπk
=
∂H
∂πk

=
∂ψk
∂x0

(2.35)

Οι παραπάνω εξισώσεις αποτελούν τις κανονικές εξισώσεις του hamilton για τα πεδία.



Κεφάλαιο 3

Ειδική Σχετικότητα

Για την περιγραφή των διεργασιών της φύσης θεωρούμε συστήματα αναφοράς. Ως σύστημά ανα-
φοράς μπορεί να θεωρηθεί το σύστημα συντεταγμένων που μας εξυπηρετεί υποδεικνύοντας μας
την θέση ενός σωματιδίου στον χώρο ή ένα ρολόι το οποίο μας δείχνει την ώρα κ.τ.λ. Τα συστή-
ματα αναφοράς στα οποία δεν ασκείται καμία δύναμη συνεπώς (σύμφωνα με τον 2o νόμο του
Newton) δεν επιταχύνονται τα ονομάζουμε αδρανειακά. Αυτή η υπόθεση επιβάλει πως δυο συ-
στήματα αναφοράς που κινούνται με σταθερή ταχύτητα είναι και αυτά αδρανειακά. Για αυτά τα
συστήματα ισχύει η Αρχή της σχετικότητας σύμφωνα με την οποία όλοι οι νόμοι της φύσης είναι
ισοδύναμοι σε όλα τα συστήματα αναφοράς. Συνεπώς οι αλληλεπιδράσεις που λαμβάνουν χώρα
στο ένα σύστημα αναφοράς στιγμιαία διαδίδονται και στα υπόλοιπα κάτι το οποίο αντιβαίνει στις
πειραματικές παρατηρήσεις μας. Στην Newtonian μηχανική θεωρείται πως ο χρόνος είναι απόλυτος
και ο χώρος είναι απόλυτος και ισοτροπικός. Επίσης είδαμε πως στην Newtonian μηχανική θεωρεί-
ται πως η ταχύτητα με την οποία διαδίδεται η πληροφορία είναι άπειρη και αυτός είναι ο λόγος
για τον οποίο αντιβαίνουν τα πειράματα με την θεωρία, στην πραγματικότητα αυτή η ταχύτητα
είναι πεπερασμένη και δεν ξεπερνάει ένα άνω όριο. Γι’ αυτό η Newtonian θεώρηση του απόλυτου
χώρου και χρόνου πρέπει να εγκαταλειφθεί Η θεώρηση του EinStein πως αυτή η ταχύτητα είναι
η ταχύτητα του φωτός στο κενό και είναι ανεξάρτητη από τα συστήματα αναφοράς μας οδηγεί
στην ειδική θεωρία της σχετικότητας. Επίσης στην ειδική θεωρία της σχετικότητας ο χώρος και ο
χρόνος δεν είναι ανεξάρτητες έννοιες όπως στην Newtonian θεώρηση αλλά αλληλένδετες έννοιες .

3.1 Χωρόχρονος Minkowski

Στην ειδική θεωρία της σχετικότητας και κατ’ επέκταση στην γενική ο χώρος και ο χρόνος ορί-
ζουν μια ενιαία οντότητα τον χωρόχρονο ο οποίος θεωρείται ομοιογενής. Σε αντίθεση με την
Newtonian μηχανική που ο χώρος είναι επίπεδος Ευκλείδειος στην ειδική σχετικότητα ο χώρος
είναι Minkowski (και απουσία βαρύτητας) επίπεδος. Τα σημεία του τετραδιάστατου χωρόχρονου
ονομάζονται γεγονότα και περιγράφονται από τα σημεία στα οποία έλαβαν χώρα και την χρονι-
κή στιγμή την οποία συνέβησαν. Στον τετραδιάστατο χωρόχρονο υποθέτουμε 4 άξονες οι οποίοι
αναπαριστούν τις 3 χωρικές και την 1 χρονική συντεταγμένη ένα σημείο σε αυτούς τους άξονες
ονομάζεται κοσμικό σημείο και μια γραμμή, η οποία προκύπτει όταν ένα γεγονός εξελιχθεί στον
χρόνο, κοσμική γραμμή. Στον χώρο Minkowski η απόσταση δυο γεγονότων δίνεται από τον τύπο.

Σχήμα 3.1: Κώνος Φω-
τός

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 = −c2dt2 + dr2 (3.1)

Ο οποίος ορίζει έναν κώνο στον τετραδιάστατο χωρόχρονο, τον κώνο αυτό τον ονο-
μάζουμε κώνο φωτός. Από κώνο αυτόν ορίζονται τρεις περιοχές του χωρόχρονου.

ds2 < 0 Χρονοειδής
ds2 = 0 Φωτοειδής
ds2 > 0 Χωροειδής
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Στον χωρόχρονο ορίζουμε τα τετρανύσματα τα οποία ανάλογα σε ποια περιοχή βρίσκονται ονο-
μάζονται χρονοειδή,φωτοειδή ή χωροειδή αντίστοιχα.

3.1.1 Μετασχηματισμοί Lorentz

Στην Newtonian θεώρηση ότι ο χρόνος είναι ίδιος για όλους τους παρατηρητές έχουμε πως οι
εξισώσεις παραμένουν αναλλοίωτες αν ένα σύστημα αναφοράς κινείται με σταθερή ταχύτητα σε
σχέση με ένα άλλο οπότε προκύπτουν οι μετασχηματισμοί του Galilaio.

x′ = x− vt & y′ = y & z′ = z & t′ = t

Όμως στις υποθέσεις της σχετικότητας ο χρόνος δεν είναι ίδιος σε κάθε αδρανειακό σύστημα ανα-
φοράς. Οπότε για να βρούμε ποιος μετασχηματισμός ικανοποιεί αυτές τις υποθέσεις θα πάρουμε
το σύστημα αναφοράς να κινείται στην κατεύθυνση x με σταθερή ταχύτητα v αλλά και πως ο
χρόνος δεν είναι ίδιος στο νέο σύστημα οπότε έχουμε.

x′ = ax+ bt & y′ = y & z′ = z & t′ = hx+ et

dx′ = adx+ bdt & dy′ = dy & dz′ = dz & dt′ = hdx+ edt

Από την θεώρηση ότι οι απόσταση δυο γεγονότων μένει αναλλοίωτη σε δυο διαφορετικά αδρα-
νειακά συστήματα καθώς και από τις σχετικές κινήσεις των δυο συστημάτων παίρνουμε.

Αλλά y′ = y & z′ = z επίσης x′ = 0 ⇒ dx′ = 0 & v =
dx

dt
= − b

a
και x = 0 ⇒ dx = 0 &− v =

dx′

dt′
=
b

e

a = e dx′ = bdt dt′ = adt⇒ −c2dt2 + dx2 = −c2(hdx+ edt)2 + (adx+ bdt)2 = dx2(a2 − c2h2)

+ dt2(b2 − c2e2)− 2(c2he− ab)dxdt⇒ a2 − c2h2 = 1 & b2 − c2e2 = −c2 & 2(c2he− ab) = 0

a = e
c2he− ab = 0
a2 − c2h2 = 1
b2 − c2e2 = −c2

⇒
c2h = b

a2 − b2

c2 = 1
b2

c2 − e2 = −1

⇒
a2
(
1− v2

c2

)
= 1(

v2

c2 − 1
)
e2 = −1

⇒

x′ = 1√
1− v2

c2

(x− vt)

y′ = y
z′ = z

t′ = 1√
1− v2

c2

(
t− v

c2x
)


Ονομάζουμε την ποσότητα. β =
u

c
& γ = γ(u) =

1√
1− v2

c2

=
1√

1− β2

Ορίζουμε την ποσότητα. β = tanhψ ⇒ γ = coshψ
γβ = sinhψ

}
t′ = coshψt− sinhψ xc
x′ = coshψx− c sinhψt

y′ = y
z′ = z

⇒


t′

x′

y′

z′

 =


coshψ − sinhψ

c 0 0
−c sinhψ coshψ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




t
x
y
z

 (3.2)

Η ποσότητα ψ = Arctanhβ ονομάζεται ωκύτητα η ποσότητα αυτή μοιάζει να περιγράφει την
ταχύτητα όπως στην Newtonian μηχανική διότι κυμαίνεται από −∞ έως ∞ ενώ η u από −c έως c.
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Μετασχηματισμός Ταχυτήτων

Υποθέτουμε δυο συστήματα τα για τα οποία έχουμε ότι το ένα κινείται με σχετική ταχύτητα V
κατά τον άξονα x συνεπώς έχουμε από τους μετασχηματισμούς των συντεταγμένων.

dt = 1√
1− v2

c2

(
dt′ + v

c2 dx
′)

dx = 1√
1− v2

c2

(dx′ + vdt′)

dy = dy′

dz = dz′


u′= dr′

dt′⇒
u= dr

dt

dx
dt =

(dx′+vdt′)
(dt′+ v

c2
dx′)

dy
dt = dy′√

1− v2

c2

(
dt′ + v

c2 dx
′)

dz
dt =

dz′√
1− v2

c2

(
dt′ + v

c2 dx
′)
⇒

ux =
(u′

x+v)
(1+ v

c2
u′
x)

uy =
u′
y

(1+ v
c2
u′
x)

√
1− v2

c2

uz =
u′
z

(1+ v
c2
u′
x)

√
1− v2

c2


Όπου για ταχύτητα v στον άξονα x:v = (v, 0, 0) έχουμε v · u′ = vu′x. ⇒ a(v, u′x) =

1(
1 + v·u′

c2

)
ux = (u′x + v) a(v, ux)

uy = u′y
a(v,u′

x)
γ(v)

uz = u′z
a(v,u′

x)
γ(v)

 β�1⇒
γ(β)≈1

u = (u′ + v)a(v, u′x) (3.3)

3.1.2 Τετρανύσματα

Θα ορίσουμε διανύσματα στον τετραδιάστατο Minkowski χώρο ξεκινώντας από τα διανύσματα
θέσης. Έχουμε x = (x0, x1, x2, x3) όπου x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z για συντομία θα γράφουμε
xµ, µ = 0, 1, 2, 3 τα τετρανύσματα πρέπει να ικανοποιούν την σχέση −(x0)2+(x1)2+(x2)2+(x3)2 = x2

Ένα γενικό τετράνυσμα aµ για το οποίο ισχύει η σχέση −(a0)2 + (a1)2 + (a2)2 + (a3)2 = a2 τότε
ικανοποιεί και τους μετασχηματισμούς Lorentz δηλαδή ισχύει.

a0 = γ
(
a′0 + βx′1

)
a1 = γ

(
a′1 + βa′0

)
a2 = a′2

a3 = a′3

(3.4)

Στα τετρανύσματα ορίζονται οι συναλλοίωτες και οι ανταλλοίωτες συνιστώσες η διαφορά τους
έγκειται μόνο στον νόμο μετασχηματισμού που ακολουθούν έτσι έχουμε. aµ οι ανταλλοίωτες συ-
νιστώσες και aµ οι συναλλοίωτες συνιστώσες όπου ισχύει a0 = −a0, a1 = a1, a

2 = a2, a
3 = a3,

μέσω αυτών ορίζεται το εσωτερικό γινόμενο ως. aµaµ = a0a0+a
1a1+a

2a2+a
3a3 = −(a0)2+(a1)2+

(a2)2 + (a3)2 = a2. Γενικά ένα τετράνυσμα γράφεται ως aµ = (a0,a).

Τετραταχύτητα

Από την σχέση ds2 = −c2dt2 + dr2 ορίζουμε τον ιδιόχρονο dτ2 = −ds2

c2 Οπότε.

c2dτ2 = c2dt2 − dr2 ⇒ c2 = c2
dt2

dτ2
− dr2

dτ2
⇒ 1 =

dt

dτ

√
1− 1

c2

(
dr

dt

)2

dt

dτ
=

√
1− v2

c2
= γ

Η τέτραταχύτητα ορίζεται. u =
dx

dτ
=

(
d(ct)

dτ
,
dr

dτ

)
= (c

dt

dτ
,
dt

dτ

dr

dt
) = (cγ, γv) = (u0,u)

uµ =
dxµ

dτ
Και ισχύει uµuµ = −u20 + u · u = −c2γ2 + v2γ2 = −c2γ2(1− v2

c2
) = −c2 (3.5)

Η τετραταχύτητα ικανοποιεί τους μετασχηματισμούς Lorentz. Εν αντιθέσει με την συνήθη ταχύτητα
η οποία έχει μια πιο πολύπλοκη μορφή όταν μετασχηματίζεται από ένα σύστημα σε κάποιο άλλο.
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Παράδειγμα 3.1.1. Απόκλιση Φωτός Ένα παράδειγμα έστω πως οι ταχύτητες βρίσκονται στο
επίπεδο x− y οπότε. vx = v cos θ & vy = v sin θ & v′x = v′ cos θ′ & v′y = v′ sin θ′

vx = v cos θ = v′ cos θ′+V
1+v′ cos θ′ V

c2

vy = v sin θ =
v′ sin θ′

√
1−V 2

c2

1+v′ cos θ′ V
c2

 tan θ =
v′ sin θ′

√
1− V 2

c2

v′ cos θ′ + V

Για φωτόνια έχουμε v = v′ = c & V � c :

sin θ =
sin θ′

√
1−V 2

c2

1+cos θ′ V
c

cos θ = cos θ′+V
c

1+cos θ′ V
c

⇒
sin θ = sin θ′ − sin θ′ cos θ′ Vc
cos θ = cos θ′ + V

c − cos2 θ′ Vc

}
=

sin θ′ − sin θ = sin θ′ cos θ′ Vc
cos θ′ − cos θ = − sin2 θ′ Vc

}

Τετραορμή

Για να ορίσουμε την τετραορμή θα πρέπει να δούμε ποια ταχύτητα να πρέπει να χρησιμοποιήσουμε
την συνήθη ή την τετραταχύτητα. Ξεκινάμε με ένα πρόβλημα σύγκρουσης δυο σωματιδίων για το
οποίο στην Newtonian μηχανική ισχύει η διατήρηση της ορμής οπότε με χρήση των τετραταχυτήτων
έχουμε.

m1u1 +m2u2 = m3u3 +m4u4 ⇒ m1

(
u′
1

γ
+ βu0

1

)
+m2

(
u′
2

γ
+ βu0

2

)
= m3

(
u′
3

γ
+ βu0

3

)
+m4

(
u′
4

γ
+ βu0

4

)
m1u

′
1 +m2u

′
2 = m3u

′
3 +m4u

′
4 & m1u

0
1 +m2u

0
2 = m3u

0
3 +m4u

0
4

Η πρώτη από τις δυο σχέσεις είναι η διατήρηση της ορμής στο κινούμενο σύστημα όμως η δεύτερη
σχέση η οποία πρέπει να ισχύει δεν είναι κάποια γνωστή σχέση. Γι’ αυτό θα την επεξεργαστούμε
λίγο παραπάνω ούτως ώστε να δούμε τι είναι.

m1cγ(v1) +m2γ(v2) = m3cγ(v3) +m4cγ(v4)

όπου για vi � c⇒ γ(ui) ≈ 1 οπότε αποτελεί την εξίσωση διατήρησης της μάζας. Όμως έχουμε

mic
2γ(vi) ≈ mic(1−

v2i
2c2

) = mic
2 − 1

2
miv

2
i = mic

2 − Ti

Οπότε πρόκειται για διατήρηση της ενέργειας.
Ορίζουμε ως σχετικιστική μάζα την ποσότητα: m(v) = mγ(v)

Και ως σχετικιστική ενέργεια την ποσότητα: E = m(v)c2 = mγ(v)c2

Ορίζουμε ως τετραορμή την ποσότητα.

p = mu = (mu0,mu) = (m
c2

c
γ,mu) = (

E

c
,p) = (p0,p) (3.6)

pµ = m
dxµ

dτ

pµpµ = muµmuµ = m2(−c2) = −m2c2

pµpµ = −m2c2 ⇒ −E
2

c2
+ p · p = −m2c2 ⇒ E2 = (pc)2 + (mc2)2 (3.7)

Η οποία αποτελεί την σχέση ενέργειας της ειδικής θεωρίας της σχετικότητας.
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3.2 Σχετικιστική Δυναμική

3.2.1 Τετρατανυστης στροφορμής

Όπως είναι γνωστό από την Newtonian μηχανική, για ένα κλειστό σύστημα, ισχύει η διατήρηση
της στροφορμής. Αυτό αποτελεί συνέπεια της ισοτροπίας του χώρου που κάτω από στροφές του
συστήματος αφήνει αναλλοίωτη την Lagrangian (Θ. Noether). Θεωρούμε πως κάτω από μια στροφή
το τετράνυσμα ενός σωματιδίου xµ γίνεται x′µ και η διαφορά τους είναι γραμμική συνάρτηση.

x′µ − xµ = xνδΩ
µν

x′µx′µ = xµxµ

}
x′
µ=xµ+x

ρδΩµρ⇒
x′
µ

x′µx
′µ − x′µx

µ = x′µxνδΩ
µν ⇒

xµxµ − (xµ + xρδΩµρ)x
µ = (xµ + xρδΩµρ)xνδΩ

µν

}
xµxµ − xµ(x

µ − xρδΩµρ) = xµxνδΩ
µν + xρδΩµρxνδΩ

µν δΩδΩ≈0⇒ −xνxµδΩµν = xµxνδΩ
µν + xρδΩµρxνδΩ

µν

2xνxµδΩ
µν = 0 ⇒ xνxµδΩ

µν = 0 αφού τα xνxµ συμμετρικά προκύπτει ότι: δΩµν = −δΩνµ

Για ένα σωματίδιο στο οποίο δεν ασκείται καμία δύναμη η μόνη Lorentz αναλλοίωτη βαθμωτή
δυναμική ποσότητα που έχουμε είναι η ds =

√
dxµdxµ Οπότε αυτήν θα εισάγουμε στην δράση.

S(x, ẋ) =
∫ t1

t2

−mds = −mc
∫ t1

t2

√
dxµdxµ ⇒ δS(x, ẋ) = −mcδ

∫ t1

t2

√
dxµdxµ ⇒ (3.8)

δS = −mc
∫ t1

t2

dxµδdxµ + dxµδdx
µ

2
√
dxµdxµ

= −mc
∫ t1

t2

2dxµδdxµ

2
√
dxµdxµ

= −mc
∫ t1

t2

dxµδdxµ
ds

= −mc
∫ t1

t2

uµδdxµ

δS = −mc
∫ t1

t2

d(uµδxµ)−mc

∫ t1

t2

duµ

ds
δxµds

Εξ’υποθέσεως το σωματίδιο δεν επιταχύνει συνεπώς. du
µ

ds
= 0 Άρα δS(x, ẋ) = − mcuµδxµ|t2t1

δS(x, ẋ) = −mcuµδxµ = −pµcxνδΩµν = −pµcxν 1
2
(δΩµν − δΩνµ) = −1

2
cδΩµν(p

µxν − pνxµ) (3.9)

δS(x, ẋ) = −1

2
cδΩµν (pµxν − pνxµ)|t2t1 = 0 ⇒ −1

2
cδΩµν (pµxν − pνxµ)|t1 = −1

2
cδΩµν (pµxν − pνxµ)|t2 ⇒

Η δράση μένει αναλλοίωτη κάτω από στροφές οπότε είναι ανεξάρτητη απ’τον τανυστή: δΩµν
Mµν =

∑
pµxν − pνxµ όπου για κλειστό σύστημα προκύπτει ο τανυστής της στροφορμής.

Mµν =


M00 M01 M02 M03

M10 M11 M12 M13

M20 M21 M22 M23

M30 M31 M32 M33

 =


0 Ex

c − ctpx
Ey
c − ctpy

Ez
c − ctpz

ctpx − Ex
c 0 pxy − xpy pxz − xpz

ctpy − Ey
c pyx− ypx 0 pyz − ypz

ctpz − Ez
c pzx− zpx pzy − zpy 0

 (3.10)

Mµν =


0 c

(
Ex
c2 − tpx

)
c
(
Ey
c2 − tpy

)
c
(
Ez
c2 − tpz

)
c
(
tpx − Ex

c2

)
0 −Lz Ly

c
(
tpy − Ey

c2

)
Lz 0 −Lx

c
(
tpz − Ez

c2

)
−Ly Lx 0

 (3.11)

Mµν =
(
M00 +M01 +M02 +M03,−M23,M13,−M12

)
Mµν =

(
−c
∑(

tp− Er

c2

)
, Lx, Ly, Lz

)
=

(
−c
∑(

tp− Er

c2

)
,L

)
(3.12)

Λόγω διατήρησης του Mµν για κλειστό σύστημα έχουμε.

− c
∑(

tp− Er

c2

)
= στθ.⇒

(
tc2
∑

p−
∑

Er
)
= στθ.
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λόγω διατήρησης της ενέργειας έχουμε
∑

E = στθ ⇒
(
tc2
∑

p∑
E

−
∑
Er∑
E

)
= στθ.

Εξ’ υποθέσεως τα σωματίδια είναι ελεύθερα δηλαδή δεν τους ασκείται καμία δύναμη άρα: dp
dt

= 0

Θέτουμε R =

∑
Er∑
E

⇒ V = Ṙ =

∑
Eṙ∑
E

& d

dt

(
tc2
∑

p
)
= c2

∑
p

V = Ṙ = c2
∑

p∑
E

(3.13)

Όπου για χαμηλές ταχύτητες (v � c) έχουμε: E ≈ mc2 ⇒ R ≈
∑
mc2r∑
mc2

=

∑
mr∑
m

Η ειδική θεωρία της σχετικότητας αποτελεί μεν την γενίκευση της Newtonian μηχανικής αλλά οι
νόμοι Newton παραμένουν σε πλήρη ισχύ απλά εφοδιασμένοι με τις νέες υποθέσεις ( την νέα αρχή
της σχετικότητας,το άνω φράγμα της ταχύτητας διάδοσης καθώς και την διαφορετική γεωμετρία
του χώρου και του χρόνου). Για των δεύτερο νόμο του Newton έχουμε:

F =
dp

dt
Όπου η p έχει αντικατασταθεί από την p = mγu

Η έννοια του έργου θα παραμείνει ως έχει εφόσον εξ’ορισμού δηλώνει την προσφερόμενη ενέργεια.

W =

∫
dp

dt
· dr =

∫
dp

dt
· dr
dt
dt =

∫
dp

dt
· vdt =

W =

∫
d

dt

 mv√
1− v2

c2

 · vdt =W =

∫ 
m
√
1− v2

c2
dv
dt −m

−2v·v 1
c2

dv
dt

2
√

1− v2

c2

1− v2

c2

 · v =

∫ (
mv

(1− v2

c2 )
3
2

)
· dv
dt
dt =

W =

∫
d

dt

 mc2√
1− v2

c2

 dt =

∫
dE

dt
dt = Ef − Ei

3.2.2 Τανυστής Ηλεκτρομαγνητικού Πεδίου

Έχουμε αποδείξει σε προηγούμενη ενότητα την μορφή που παίρνει η Lagrangian όταν ένα σωματίδιο
υπόκειται σε Η-Μ πεδίο επίσης είδαμε την Lagrangian για ελεύθερο σωματίδιο στα πλαίσια της
ειδικής σχετικότητας οπότε από την δράση παίρνουμε:

δS(x, ẋ; t) = δ

∫
−mcds− eAµdxµ = 0 (3.14)

δS(x, ẋ; t) = −
∫
mc

dxµdδxµ
ds

+ eδAµdxµ + eAµdδxµ −
∫
mcuµdδxµ + eδAµdxµ + eAµdδxµ

δS(x, ẋ; t) = − mcuµδxµ − eAµδxµ|t2t1 +
∫
mcduµδxµ − eδAµdxµ + edAµδxµ

δS(x, ẋ; t) = − mcuµδxµ − eAµδxµ|t2t1 +
∫
mcduµδxµ − e

(
∂Aµ

∂xρ
δxρdxµ − ∂Aµ

∂xρ
dxρδxµ

)
δS(x, ẋ; t) =

∫
mcduµδxµ − e

(
∂Aρ

∂xµ
δxµdxρ −

∂Aµ

∂xρ
dxρδxµ

)
δS(x, ẋ; t) =

∫
mc

duµ

ds
dsδxµ − e

(
∂Aρ

∂xµ
− ∂Aµ

∂xρ

)
uρδxµds = 0 ⇒(

mc
duµ

ds
− e

(
∂Aρ

∂xµ
− ∂Aµ

∂xρ

)
uρ

)
δxµds = 0 ⇒ mc

duµ

ds
= eF ρµuρ (3.15)
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3.2.3 Τανυστής Ενέργειας-Ορμής

Στην ειδική αλλά κυρίως στην γενική σχετικότητα η αναπαράσταση της ύλης γίνεται με κάποιον
τανυστή. Αυτός ο τανυστής στην γενική του περίπτωση είναι περίπλοκος διότι υπάρχουν αλλη-
λεπιδράσεις μεταξύ των σωματιδίων της ύλης. Επίσης πέραν τον αλληλεπιδράσεων υπάρχουν και
κάποιοι περιορισμοί οι οποίοι δεν επιτρέπουν στα σωματίδια να βρίσκονται στην ίδια κατάσταση
όλα μαζί (όπως η απαγορευτική αρχή του Pauli). Θα εξαγάγουμε αυτόν τον τανυστή για ένα
σωματίδιο και κατ’ επέκταση θα τον γενικεύσουμε για συνεχές μέσο.

Τανυστής Ενέργειας-Ορμής για Σωματίδια

Έχουμε την δράση για ένα σωματίδιο το οποίο δεν υπόκειται σε καμία αλληλεπίδραση.

S(q, ∂µq) =

∫
Lp(q, ∂µq)dvdt =

1

c

∫
Lp(q, ∂µq)dvcdt =

1

c

∫
Lp(q, ∂µq)dQ = 0

δS(q, ∂µq) =
1

c

∫ {
∂Lp(q, ∂µq)

∂q
δq +

∂Lp(q, ∂µq)
∂(∂νq)

δ∂νq

}
dQ = 0

δS(q, ∂µq) =
1

c

∫ {
∂Lp(q, ∂µq)

∂q
δq + ∂ν

(
∂Lp(q, ∂µq)
∂(∂νq)

δq

)
− ∂ν

(
∂Lp(q, ∂µq)
∂(∂νq)

)
δq

}
dQ = 0

Όπου από τον θεώρημα της απόκλισης του Gauss έχουμε πως ο μεσαίος όρος είναι μηδέν.
∂Lp(q,∂µq)

∂q − ∂ν
∂Lp(q,∂µq)
∂(∂νq)

= 0

∂ρLp = ∂Lp

∂q ∂ρq +
∂Lp

∂(∂τq)
∂ρ∂τq

⇒ ∂ρLp = ∂τ
∂Lp
∂(∂τq)

∂ρq +
∂Lp
∂(∂τq)

∂τ∂ρq ⇒ ∂ρLp = ∂τ

(
∂Lp
∂(∂τq)

∂ρq

)

∂τ

(
δτρLp −

∂Lp
∂(∂τq)

∂ρq

)
= 0 ⇒ Tτρ =

∂Lp
∂(∂τq)

∂ρq − δτρLp (3.16)

Εφόσον έχουμε από το θεώρημα του Gauss.
∫
∂νT

µνdΩ = 0 ⇒
∫
Tµνdsν = ct⇒ Pµ = a

∫
Tµνdsν

όπου το ολοκλήρωμα για σταθερό χρόνο μας δίνει την ενέργεια.

P 0 =
1

c

∫
T00dV διότι ο T00 = q̇

∂Lp
∂q̇

− Lp Αναπαριστά την ενέργεια

Pµ =
1

c

∫
Tµνdsν Αποτελεί τον τανυστή ενέργειας ορμής. (3.17)

Ο τανυστής αυτός δεν είναι μοναδικά ορισμένος επειδή ισχύει ότι ∂ρTτρ = 0 μπορούμε να βρούμε
έναν τανυστή ο οποίος να ικανοποιεί αυτήν την υπόθεση δηλαδή.

∂ρ (T
τρ + F τρ) = 0

∂ρT
τρ

=0⇒ ∂ρF
τρ = 0 (3.18)

Γενικά μπορούμε να γράψουμε. F τρ = ∂νΨ
τρν

∂ρF
τρ = ∂ρ∂νΨ

τρν = ∂ν∂ρΨ
τρν = ∂ρ∂νΨ

τνρ = 0

Εφόσον οι παράγωγοι είναι συμμετρικοί πρέπει ο Ψ να είναι αντισυμμετρικός συνεπώς.
Ψτνρ = −Ψτρν (3.19)
Ο Τανυστής παραμένει αναλλοίωτος αν του προσθέσουμε αυτήν την ποσότητα.
T’τρ = Tτρ + ∂νΨ

ντρ (3.20)
Εφόσον υποθέτουμε πως η T’τρ μένει αναλλοίωτη πρέπει και οι Pµ να μένουν αναλλοίωτες.∫

∂νΨ
τρνdsρ =

∫
1

2
∂ν (Ψ

τρν −Ψτνρ) dsρ
ρ↔ν
=

1

2

∫
{∂νΨτρνdsρ − ∂ρΨ

τρνdsν} =
1

2

∫
dfρνΨ

τρν

όμως το τελευταίο ολοκλήρωμα αποτελεί την γενίκευση του θεωρήματος Stokes-Kelvin όπου το
dfρν ορίζει το σύνορο της υπερεπιφάνειας που περικλείει dsρ οπότε λόγω απουσίας πεδίων και
σωματιδίων στο άπειρο όπου μπορούμε να πάμε το σύνορο το τελευταίο ολοκλήρωμα ισούται με
μηδέν. Για να ορίσουμε μοναδικά τον τανυστή παίρνουμε την σχέση του τανυστή της στροφορμής
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και τον γράφουμε συναρτήσει της ορμής.

Mµν =

∫
(xµdP ν − xνdPµ) =

∫
xµ
Tνρ

c
dsρ − xν

Tµρ

c
dsρ =

1

c

∫
(xµTνρ − xνTµρ)dsρ

Έχουμε από διατήρηση της στροφορμής.
∂ρ(x

µTνρ − xνTµρ) = 0 ⇒ δµρT
νρ + ∂ρT

νρ − δνρT
µρ − ∂ρT

µρ = 0 ⇒ Tνµ + 0− Tµν + 0 = 0 ⇒
Tνµ = Tµν (3.21)

Τώρα θα δείξουμε τον λόγο για τον οποίο ονομάζεται τανυστής εκτός από ενέργειας το οποίο
το δείξαμε και ορμής. από την εξίσωση συνέχειας ∂ρTτρ χωρίζουμε τις χωρικές από τις χρονικές
συνιστώσες και παίρνουμε.

1

c
∂tT

00 + ∂iT
0i = 0 & 1

c
∂tT

j0 + ∂iT
ij = 0

ολοκληρώνοντας την πρώτη εξίσωση και χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Gauss παίρνουμε.

∂t

∫
T00dV = −c

∫
∂iT

0idV = −c
∮
T0idsi (3.22)

όπου το πρώτο ολοκλήρωμα είναι η μεταβολή της ενέργειας και το δεύτερο η μεταφορά ενέργειας
από τις επιφάνειες που περικλείουν τον όγκο. Ονομάζουμε τις συνιστώσες του T0i = Si όπου Si

τα διανύσματα της ροής της ενέργειας. Ανάλογα για την δεύτερη εξίσωση έχουμε.

∂t
1

c

∫
Tj0dV = −

∫
∂iT

jidV = −
∮
Tjidsi ⇒ ∂tp

j = −
∮
Tjidsi (3.23)

Όπου το πρώτο ολοκλήρωμα υποδηλώνει την μεταβολή της ορμής και το δεύτερο στην μεταφορά
της ορμής από τις επιφάνειες που περικλείουν τον όγκο. Ονομάζουμε τις συνιστώσες του Tji = σji

όπου σji οι τανυστές επιφανειακής τάσης. τελικά έχουμε.

Tµν =


T00 T01 T02 T03

T10 T11 T12 T13

T20 T21 T22 T23

T30 T31 T32 T33

 =


W Sx

c
Sy

c
Sz

c

−Sx

c σxx σxy σxz

−Sx

c σyx σyy σyz

−Sx

c σzx σzy σzz

 (3.24)

Για συνεχή κατανομή σωματιδίων θα κάνουμε προσεγγίσεις έτσι τα σωματίδια που απαρτίζουν
την ύλη θα τα θεωρήσουμε ως ένα ρευστό. Τα ρευστά αποτελούν την καλύτερη προσέγγιση της
συνεχούς κατανομής της ύλης οπότε μπορούμε ακόμα και τα στερεά να τα θεωρήσουμε ρευστά.
Τα ρευστά έχουν κάποιες μακροσκοπικές ιδιότητες τις οποίες δεν έχουν μεμονωμένα τα σωματίδια,
μερικές από αυτές είναι η πίεση,το ιξώδες, η εντροπία,η θερμοκρασία κ.τλ., όλες αυτές οι ιδιότητες
οφείλονται είτε σε αλληλεπιδράσεις των σωματιδίων είτε στην συλλογικές τους κινήσεις. Σε πρώτη
προσέγγιση θα θεωρήσουμε απουσία αλληλεπιδράσεων μεταξύ των σωματιδίων.
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Τανυστής Ενέργειας-Ορμής για Ιδανικά Ρευστά

Ιδανικά χαρακτηρίζονται τα ρευστά τα οποία είναι απαλλαγμένα από κάθε είδους αλληλεπίδραση
οπότε ιδιότητες όπως το ιξώδες δεν υφίστανται. Οπότε θα θεωρήσουμε σωματίδια τα οποία βρί-
σκονται στο σύστημα ηρεμίας τους (δηλαδή uµ = (c,0)) και δεν αλληλεπιδρούν με τα υπόλοιπα.
Έχουμε πως ισχύει η αρχή του Pascal για αυτό το σύστημα αναφοράς επίσης γνωρίζουμε πως η
πίεση P κατανέμεται ομοιόμορφα οπότε.

σijdsj = Pdsi ⇒ σij = Pδij (3.25)
Επίσης στο συγκεκριμένο σύστημα αναφοράς έχουμε ότι.
Tj0 = 0 (3.26)

Tµν = (P + e)βµβν + Pgµν =


e 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

 (3.27)

Tµν = (P + e)βµβν + Pδµν =


−e 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

 (3.28)

Για κινούμενα σωματίδια έχουμε βµ = (1,β)και οι εκφράσεις τις πυκνότητας ενέργειας,
του διανύσματος ροής της ενέργειας και του τανυστή τάσης δίνονται:

W =
e+ p v

2

c2

1− v2

c2

, S =
(p+ e)v

1− v2

c2

, σij = − (p+ e)vivj

c2
(
1− v2

c2

) − Pδij

Όπου για μικρές ταχύτητες v � c έχουμε:
W ≈ e, S ≈ (p+ e)v, σij ≈ −Pδij (3.29)

Εφόσον έχουμε χαμηλές ταχύτητες η ενέργεια e θα είναι συγκρίσιμη με την µ0c
2. Επίσης

η πίεση εξαρτάται από την ενέργεια των μορίων θα είναι μικρή συγκριτικά με την µ0c
2.

άρα καταλήγουμε στην.
Tµν = µ0c

2βµβνέχουμε ότι.

Tµµ = 3P − e = µ0c
2βµβµ = −µ0c

2

√
1− v2

c2
⇒ −3P + e = µ0c

2

√
1− v2

c2

όπου για σωματίδια τα οποία κινούνται με ταχύτητα |v| ≈ c έχουμε.

− 3P + e ≈ 0 ⇒ P =
e

3
(3.30)

Tµν = nmc
dxµ

dt
· dx

ν

ds
(3.31)

e = nm

 c2√
1− v2

c2

 P =
nm

3

 v2√
1− v2

c2

 (3.32)
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Κεφάλαιο 4

Γενική Σχετικότητα

Όπως η ειδική σχετικότητα γενικεύει τις εξισώσεις κίνησης της Newtonian μηχανικής έτσι και η
γενική θεωρία της σχετικότητας γενικεύει τις εξισώσεις του Newton για την βαρύτητα. Σε αυτήν την
θεωρία για την βαρύτητα ισχύουν οι ίδιες αρχές με την Newtonian όπως Η αρχή της ισοδυναμίας
η οποία λέει πως οι ιδιότητες κίνησης των σωμάτων σε ένα μη αδρανειακό σύστημα απουσία
βαρυτητικού πεδίου είναι ίδιες με ενός αδρανειακού συστήματος παρουσία κατάλληλου βαρυτικού
πεδίου. Η αρχή απορρέει από μια χαρακτηριστική ιδιότητα του βαρυτικού πεδίου, ότι δηλαδή όλα
τα σώματα κινούνται μέσα σ’ αυτό κατά τον ίδιο τρόπο, ανεξαρτήτως της μάζας τους, εφόσον βέβαια
ξεκίνησαν από τις ίδιες αρχικές συνθήκες. Σε αυτήν την ενότητα θα δούμε πως η καμπύλωση του
χώροχρονου δημιουργεί βαρυτικό πεδίο καθώς και η επιρροή της γεωμετρίας λόγω ύπαρξης μάζας.
Επίσης θα εξαγάγουμε την εξίσωση του EinStein για την βαρύτητα που αποτελεί την γενίκευση
της εξίσωσης Newton για το βαρυτικό πεδίο. Για αρχή θα ξεκινήσουμε από την εξίσωση του του
Newton.

4.1 Newtonian βαρύτητα

4.1.1 Νόμος Παγκόσμιας έλξης

Ο νόμος του Newton για τη βαρύτητα διατυπώνεται ως εξής. Κάθε σώμα στο σύμπαν έλκει κάθε
άλλο σώμα με δύναμη ανάλογη του γινομένου των μαζών τους και αντιστρόφως ανάλογη του
τετραγώνου της απόστασης του κέντρου μάζας τους, δηλαδή ισχύει η ακόλουθη η μαθηματική
σχέση,

F = −GmM
r2

r̂ (4.1)

Η βαρυτική δύναμη, έχει αποδειχθεί ότι, είναι μια συντηρητική δύναμη και όπως είδαμε στην
Newtonian μηχανική κάθε τέτοια δύναμη μπορεί να γραφτεί ως βαθμίδα κάποιας βαθμωτής ποσό-
τητας την οποία ονομάζουμε δυναμικό. Ισχύει η σχέση η οποία αποτελεί μια πιο γενική μορφή της
εξίσωσης του Newton.

F = −m∇Φ (4.2)

Από τον νόμο του Newton για την βαρύτητα και τις εξισώσεις κίνησης έχουμε ότι.

mαδρa = −mβαρ∇Φ (4.3)

Όπου θεωρούμε πως η αδρανειακή mαδρ και η βαρυτική μάζα mβαρ είναι ίσες.

a = −∇Φ (4.4)

Αυτή η σχέση αποτελεί την μαθηματική σχέση της αρχής της ισοδυναμίας.
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4.1.2 Εξίσωση Newton Βαρυτικού πεδίου

Στην γενική περίπτωση που δεν πρόκειται για ένα σωματίδιο με μάζα m αλλά για μία κατανομή
μάζας ρm (π.χ. ένας πλανήτης) έχουμε.

Φ = −G
∫

ρm(r′)

|r − r′|
d3r′ (4.5)

Άρα το βαρυτικό πεδίο ορίζεται από ένα βαθμωτό δυναμικό. Δηλαδή ισχύει η διαφορική σχέση.

∇2Φ(r) = 4πGρm(r) (4.6)

Η οποία είναι η εξίσωση Newton για το βαρυτικό πεδίο και είναι ανάλογη του νόμου του Gauss
(∇2Φ(r) = 4πρq(r)) για το ηλεκτρικό πεδίο (το οποίο επίσης είναι συντηρητικό). Στην γενική σχε-
τικότητα, η ανάλογη εξίσωση μας περιγράφει πως η καμπύλωση της γεωμετρίας του χωρόχρονου
δρα στην κατανομή μάζας και εκδηλώνεται ως βαρύτητα, και το πως η ενέργεια και η ορμή επη-
ρεάζουν την καμπύλωση του χωρόχρονου. Η εξίσωση που περιγράφει την βαρύτητα στην γενική
σχετικότητα αποτελεί την γενίκευση της εξίσωσης Newton, αυτή η εξίσωση είναι η εξίσωση του
EinStein για το βαρυτικό πεδίο.

Αρχές τις γενικής σχετικότητας

Στο πλαίσιο της γενικής σχετικότητας ισχύουν τρεις αρχές ισοδυναμίας οι οποίες είναι οι εξής:
Ασθενής Αρχή Ισοδυναμίας.
Είναι η αρχή του Galilaio κατά την οποία η βαρυτική και η αδρανειακή μάζα είναι ίσες
Αρχή Ισοδυναμίας του EinStein.
Είναι η αρχή του EinStein κατά την οποία σε αρκούντως μικρές περιοχές του χωρόχρονου οι νόμοι
της φυσικής περιορίζονται από αυτούς της ειδικής σχετικότητας. Απουσία βαρύτητας
Ισχυρή Αρχή Ισοδυναμίας
Είναι η αρχή στην οποία περιέχονται όλοι οι νόμοι της φυσικής, βαρυτικών υπολοίπων.
Από την Αρχή Ισοδυναμίας του EinStein προκύπτει μια συνταγή γενίκευσης των νόμων της φυσικής
από επίπεδο χωρόχρονο σε καμπυλωμένο. Την ονομάζουμε Αρχή της ελάχιστης ζεύξης (ΑΕΖ) και
λέει τα εξής:

i) Παίρνουμε έναν νόμο της φυσικής σε ένα αδρανειακό σύστημα, σε επίπεδο χωρόχρονο.

ii) Τον γράφουμε σε τανυστική (αναλλοίωτη από συντεταγμένες) μορφή.

iii) Ισχυριζόμαστε ότι ο προκύπτον νόμος ισχύει και σε καμπυλωμένο χωρόχρονο.

Μέσω αυτής της αρχής οι συνήθης παράγωγος αντικαθίσταται από την συναλλοίωτη. Αν θεωρή-
σουμε ένα σωματίδιο το οποίο κινείται με χαμηλές ταχύτητες v � c ελεύθερο στον χωρόχρονο και
χρησιμοποιήσουμε αυτήν την αρχή έχουμε.

dxµ

dτ
= 0 Ελεύθερο σωματίδιο (4.7)

dxµ

dτ
=

d

dτ

(
dxµ

dτ

)
=
dxν

dτ

∂

∂xν

(
dxµ

dτ

)
= 0

∂ν→∇ν⇒
ΑΕΖ

dxν

dτ
∇ν

(
dxµ

dτ

)
=
d2xµ

dτ2
+ Γµρσ

dxµ

dτ

dxρ

dτ
= 0

Στην γενική σχετικότητα τα ελεύθερα σωματίδια κινούνται σε γεωδαισιακές αυτή είναι η γενίκευση
της εξισώσεως του Newton για τα ελεύθερα σωματίδια.
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Παράδειγμα 4.1.1. Έλεγχος της Αρχής της ελάχιστης ζεύξης
Αφού γενικεύσαμε την εξίσωση του ελεύθερου σώματος σε καμπύλο χωρόχρονο τώρα θα δούμε
πως η εξίσωση αυτή όντως ικανοποιείται στο όριο των ασθενών πεδίων (Newtonian Βαρύτητα).

dxi

dτ
= viγ � dt

dτ
= cγ ⇒ vi � c

d2xµ

dτ2
+ Γµ00

dx0

dτ

dx0

dτ
+ 2Γµ01

dx0

dτ

dx1

dτ
+ 2Γµ02

dx0

dτ

dx2

dτ
+ 2Γµ03

dx0

dτ

dx3

dτ
= 0

vi�c
≈

d2xµ

dτ2
+ Γµ00

dx0

dτ

dx0

dτ
= 0

Για στατικό πεδίο έχουμε ότι το σύμβολο Christoffel είναι.

Γµ00 =
1

2
gρµ (∂0g0ρ + ∂0gρ0 − ∂ρg00) = −1

2
gρµ∂ρg00

Η θεώρηση του ασθενούς πεδίου μας επιτρέπει το να θεωρήσουμε την μετρική να είναι σχεδόν
επίπεδη δηλαδή να είναι Minkowski συν μια μικρή διαταραχή.

gµν = ηµν + hµν , |hµν | � 1
gµτ = ηµτ + φµτ , |φµτ | � 1

}
⇒ gµνg

µτ = δντ ⇒ (ηµν + hµν) (η
µτ + φµτ ) ⇒

ηµνη
µτ︸ ︷︷ ︸

δτν

+ηµνφ
µτ + hµνη

µτ + hµνφ
µτ︸ ︷︷ ︸

≈0

= δντ ⇒ ηνρηµν︸ ︷︷ ︸
δρµ

φµτ + ηνρηµτhµν = 0 ⇒ φρτ + hρτ = 0 ⇒

φρτ = −hρτ

gµν = ηµν − hµν

Εφόσον κρατάμε μόνο γραμμικούς όρους της μετρικής το σύμβολο Christoffell γίνεται:

Γµ00 =
1

2
ηµρ∂ρh00

Οπότε η εξίσωση της γεωδαισιακής γίνεται.

d2xµ

dτ2
=

1

2
ηµρ∂ρh00

(
dx0

dτ

)2
Στατ. πεδίο⇒ d2xi

dτ2
=

1

2
ηij∂jh00

(
dx0

dτ

)2

Όμως εφόσον το πεδίο είναι στατικό έχουμε.

d2x0

dτ2
=

1

2
η0ρ∂ρh00

(
dx0

dτ

)2

= 0

dx0

dτ = k ⇒ x0 = kτ + d
d2xi

dτ2

(
dτ
dx0

)2
= 1

2η
ij∂jh00

}
⇒ d

dτ

dτ

dt

(
dxi

dτ

dτ

dt

)
⇒ d2xi

dt2
=

1

2
ηij∂jh00

Συγκρίνοντας την με την σχέση 4.4 βρίσκουμε ότι.

h00 ≡ −2Φ

c2

οπότε η μετρική γίνεται.

g00 = η00 + h00 = −1− 2Φ

c2
= −

(
1 +

GM

c2r

)
Όπου καταλήξαμε στο δυναμικό του Newton για το βαρυτικό πεδίο. Άρα συμπεραίνουμε ότι η
Αρχή της ελάχιστης ζεύξης στην περίπτωση μας είναι σωστή διότι για ασθενή πεδία καταλήγουμε
στην γνωστή σχέση του Newton για την βαρύτητα.
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4.2.1 Εξαγωγή της εξίσωσης EinStein

Μέσω της Αρχής της ελάχιστης ζεύξης και την εξίσωση Newton θα εξαγάγουμε την εξίσωση βαρυ-
τικού πεδίου του EinStein. Η αρχή αυτή μας υποδηλώνει πως αντικαθιστούμε, στις υπάρχουσες
εξισώσεις, όλες τις ποσότητες με αντίστοιχες τανυστικές. Η υπάρχουσα εξίσωση είναι η εξίσωση
Poisson η οποία είναι μια διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης και περιέχει την επιρροή της κατα-
νομής της μάζας στο βαρυτικό δυναμικό. Οπότε η αντικατάσταση που έχουμε να κάνουμε είναι το
διαφορικό με κάποιον τανυστή ο οποίος να περιέχει διαφορικά δευτέρας τάξεως και έναν τανυστή
ο οποίος να περιγράφει την κατανομή της μάζας. Ο τανυστής ενέργειας ορμής είναι μια πολύ καλή
επιλογή, διότι όπως έχουμε δει στην ειδική σχετικότητα είναι προτιμότερο για υψηλές ταχύτητες
να χρησιμοποιούμε την ενέργεια παρά την μάζα των σωματιδίων (διότι E2 = (pc)2 + (mc2)2 και εν
γένει mc� p). Η επιλογή του αντίστοιχου τανυστή, ο οποίος αντικαθιστά τον τελεστή του Laplace,
θα γίνει σεβόμενη τον τανυστή ενέργειας ορμής.

∇2Φ(r) = 4πGρm(r)
ρ→Tµν

−→
∇2→Dµν

Dµν = kTµν

Έστω ότι επιλέγουμε τον τανυστή Ricci οποίος προέρχεται απ’τον τανυστή Riemann ο οποίος
έχει διαφορικά δεύτερης τάξης.

Rµν = kTµν
Διατ. μάζας=⇒
∇µT

µν
=0

∇µRµν = k∇µT
µν ⇒ ∇µRµν = 1

2∇
νR

∇µT
µν = 0

}
⇒ Rµν −

1

2
Rgµν = kTµν

Ο τανυστής Ricci είναι εν γένει διάφορος του μηδενός οπότε προκύπτει.

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = kTµν (4.8)

Η οποία είναι η εξίσωση πεδίων του EinStein και Gµν ο τανυστής του EinStein.

gµνGµν = gµνRµν −
1

2
Rgµνgµν = R − 1

2
R4 = −R = kgµνTµν ⇒ Rµν +

1

2
kgτρTτρgµν = Tµν

Rµν = k

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
, T = Tµµ (4.9)

Έλεγχος της εξίσωσης αυτής στο όριο ασθενών πεδίων. Υποθέτουμε πως ο τανυστής ενέργειας-
ορμής αναφέρεται σε ασυμπίεστο ιδανικό ρευστό. Τα σωματίδια του ρευστού βρίσκονται στο σύ-
στημα ηρεμίας τους οπότε.

Tµν = (ρ+ P)uµuν + Pgµν ≈ ρuµuν

T00 = ρc2 & T = −ρc2

R00 = k

(
T00 −

1

2
Tg00

)
≈ k

(
ρc2 − 1

2
(−ρc2)(η00 + h00)

)
≈

1

2
kρc2 (4.10)

R00 = Rµ
0µ00 = ∂µΓ

µ
00 − ∂0Γ

µ
µ0 + ΓρτρΓ

µ
00 − Γρτ0Γ

τ
ρ0 ≈ ∂jΓ

j
00 =

1

2
∂j
(
giµ(∂0g0µ + ∂0gµ0 − ∂µg00)

)
≈

R00 ≈ −1

2
∂jδ

ij∂ig00 = −1

2
∇2h00

− 1

2
∇2h00 =

1

2
kρc2 ⇒ ∇2h00 = −kρc2 ⇒ ∇22Φ = −kρc2 ⇒ k =

8πG

c2

Gµν =
8πG

c2
Tµν (4.11)

Rµν =
8πG

c2
Tµν =

8πG

c2

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
(4.12)
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4.2.2 Δράση Hilbert

Μια διαφορετική εκδοχή για το πως εξάγεται η εξίσωση του EinStein είναι μέσω της αρχής ελαχίστου
δράσης. Η δράση αυτή πρωτομελετήθηκε από τον Hilbert οπότε και φέρει το όνομα του. Η
υπόθεση του Hilbert ήταν να εισάγει ως Lagrangian την μόνη βαθμωτή ποσότητα η οποία προκύπτει
από τον τανυστή Riemann και αυτή είναι το βαθμωτό του Ricci.
Έχουμε ότι σε μια πολλαπλότητα (M, g) το ολοκλήρωμα μιας βαθμωτής συνάρτησης f ορίζεται.∫

M

fdug ≡
∫
U

f
√
−gd4x

όπου dug είναι το μέτρο που ορίζεται από τα σύνολα Borel ( τα οποία είναι αυτά που προκύπτουν
από την τοπολογία του μετρικού χώρου T ).
Οπότε για την δράση Hilbert έχουμε.

SH =

∫
M

Rdug ≡
∫
U

R
√
−gd4x

∫
U

Rµνg
µν√−gd4x (4.13)

δSH =

∫
U

δRµνg
µν√−gd4x+

∫
U

Rµνδg
µν√−gd4x+

∫
U

Rµνg
µνδ

√
−gd4x

Υποθέτουμε μεταβολές στα σύμβολα Christoffel.
Γ′ρ
µν = Γρµν + δΓρµν

Rµν = ∂αΓ
α
µν − ∂νΓ

α
µα + ΓρµνΓ

α
ρα − ΓρµαΓ

α
ρν

δ⇒
δRµν = ∂αδΓ

α
µν − ∂νδΓ

α
µα + δΓρµνΓ

α
ρα + ΓρµνδΓ

α
ρα − δΓρµαΓ

α
ρν − ΓρµαδΓ

α
ρν

δRµν = ∂αδΓ
α
µν+ΓαραδΓ

ρ
µν−ΓρανδΓ

α
µρ−ΓρτµδΓ

τ
νρ − (∂νδΓ

α
µα+ΓανρδΓ

ρ
αµ−ΓαραδΓ

ρ
µν − ΓρανδΓ

α
µρ)

∇ρδΓ
τ
µν = ∂ρδΓ

τ
µν + ΓτρξδΓ

ξ
µν − ΓξρµδΓ

τ
νξ − ΓξρνδΓ

τ
µξ (4.14)

δRµν = ∇αδΓ
α
µν −∇νδΓ

α
µα∫

U

δRµνg
µν√−gd4x =

∫
U

(∇αδΓ
α
µν −∇νδΓ

α
µα)g

µν√−gd4x =

∫
U

(∇αg
µνδΓαµν − gµν∇νδΓ

α
µα)

√
−gd4x∫

U

(∇αg
µνδΓαµν −∇µδΓαµα)

√
−gd4x =

∫
U

(∇αg
µνδΓαµν − gτµ∇τδΓ

α
µα)

√
−gd4x =∫

U

∇τ (g
µνδΓτµν − gτµδΓαµα)

√
−gd4x =

∫
∂U

nτ (g
µνδΓτµν − gτµδΓαµα)

√
−gd3x = 0

Από το θεώρημα του Gauss θεωρήσαμε ότι τα πεδία εξαφανίζονται στα όρια.

ln (detA) = Tr(lnA) δ⇒ 1
detAδ(detA) = Tr(A−1δA)

g = det(gµν)

}
⇒

1
g δg = Tr(gµνδgµν)

gµνgµτ = δντ ⇒ δgρν = −gµνgρτδgµτ

}
δg = −ggµνδgµν (4.15)

δ
√
−g =

1

2
√
−g

δ(−g) = − 1

2
√
−g

(−ggµνδgµν) = − 1

2
√
−g

(
√
−g

√
−ggµνδgµν) = −1

2

√
−ggµνδgµν (4.16)∫

U

Rµνg
µνδ

√
−gd4x =

∫
U

R(−1

2

√
−ggµνδgµν)d4x = −1

2

∫
U

Rgµνδgµν
√
−gd4x

δSH =

∫
U

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
δgµν

√
−gd4x = 0 (4.17)

Ορίσαμε την συναρτησιακή παράγωγο οπότε κάνοντας χρήση αυτής έχουμε.
δSH

δgµν
=

√
−g
(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
= 0 ⇒ 1√

−g
δSH

δgµν
= Rµν −

1

2
Rgµν = 0 (4.18)

Από όπου προέκυψε η εξίσωση πεδίου του EinStein για το κενό. Αυτή η μέθοδος έχει αρκετά
πλεονεκτήματα διότι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε όλες τις ιδιότητες αυτού του φορμαλισμού.
Μια σημαντική ιδιότητα την οποία θα χρησιμοποιήσουμε είναι το θεώρημα της Noether από το
οποίο μπορούμε να εξαγάγουμε έναν γενικό τανυστή ενέργειας-ορμής. Οπότε τώρα θα εξαγάγουμε
(εν μέρει) την πλήρη εξίσωση του EinStein εισάγοντας τον τανυστή ενέργειας ορμής.
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SM =
1

c

∫
Lfield

√
−gd4x (4.19)

δSM =
1

c

∫ ∂Lfield
√
−g

∂gµν
δgµν +

∂Lfield
√
−g

∂
(
∂gµν

∂xρ

) δ

(
∂gµν
∂xρ

) d4x = 0

δSM =
1

c

∫ ∂Lfield
√
−g

∂gµν
δgµν +

∂

∂xρ

∂Lfield√−g

∂
(
∂gµν

∂xρ

) δgµν

− ∂

∂xρ

∂Lfield√−g

∂
(
∂gµν

∂xρ

)
 δgµν

 d4x = 0

δSM =
1

2c

∫
2

∂Lfield
√
−g

∂gµν
− ∂

∂xρ

∂Lfield√−g

∂
(
∂gµν

∂xρ

)
 δgµνd

4x+

∫
∂Lfield

√
−g

∂
(
∂gµν

∂xρ

) δgµνd
3x

︸ ︷︷ ︸
θεωρ.Gauss

= 0

Ονομάζουμε την ποσότητα.
1

2

√
−gTµν =

δSM

δgµν
(4.20)

Γρµν =
1

2
gρτ (∂νgµτ + ∂µgντ − ∂τgνµ)

µ=ρ⇒ Γµµν =
1

2
gµτ (∂νgµτ +

0︷ ︸︸ ︷
∂µgντ − ∂τgνµ︸ ︷︷ ︸

gµτ∂τgµν=gτµ∂µgτν

) =
1

2
gµτ∂νgµτ (4.21)

∂τg = −ggµν∂τgµν
∂τ

√
−g = − 1

2
√
−g∂τg

}
⇒

Γµµτ = 1
2g
µν∂τgµν

∂τ
√
−g = −

√
−g

2
√
−g (−

√
−ggµν∂τgµν)

}
⇒

Γµµτ = 1
2g
µν∂τgµν

∂τ
√
−g = 1

2

√
−ggµν∂τgµν

}
∂τ

√
−g =

√
−gΓµµτ (4.22)

Μέσω ενός ισομετρικού μετασχηματισμού θα δείξουμε πως ο τανυστής είναι μια διατηρήσιμη πο-
σότητα.

δgµν(xτ ) = gµν(xτ )− g′µν(x′τ ) = Lξg
µν(xτ ) = ξτ ∇τg

µν︸ ︷︷ ︸
=0

+∇νξρg
µρ +∇µξρg

νρ = ∇νξµ +∇µξν (4.23)

δSM = 1
2c

∫
Tµνδg

µν√−gd4x

gµτgµν = δτν ⇒ δgµτgµν = −δgµνgµτ
δgµν = ∇νξµ +∇µξν

⇒ δSM =
1

2c

∫
Tµν(∇νξµ +∇µξν)

√
−gd4x⇒

δSM =
1

2c

∫
(Tµν∇νξµ + Tµν∇µξν)

√
−gd4x = − 1

2c

∫
(Tµν∇νξµ + Tνµ∇νξµ)

√
−gd4x T

µν
=Tνµ

=

1

c

∫
Tµν∇νξµ

√
−gd4x =

1

c

∫
∇ν(T

µνξµ)
√
−gd4x− 1

c

∫
ξµ∇νT

µν√−gd4x
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∇µA

µ = ∂µA
µ + ΓµρµA

ρ

Γµρµ = 1√
−g∂ρ

√
−g

}
⇒

∂µA
µ + 1√

−g∂ρ
√
−gAρ

Γµρµ = ∂ρ ln
√
−g

}
⇒

√
−g√
−g∂µA

µ + ∂ρ ln
√
−gAρ

Γµρµ = ∂ρ ln
√
−g

}
⇒

∇µA
µ =

1√
−g

∂ρ
(
Aρ

√
−g
)

(4.24)

∇µA
νµ = ∂µA

νµ + ΓνµτA
µτ + ΓµτµA

ντ =
1√
−g

∂τ
(
Aντ

√
−g
)
+ ΓνµτA

µτ (4.25)

∇µA
νµ = 1√

−g∂τ (A
ντ√−g) + ΓνµτA

µτ

Aµν = −Aνµ ⇒ ΓρµνA
µν = ΓρνµA

νµ = −ΓρνµA
µν

}
⇒ ∇µA

νµ =
1√
−g

∂τ
(
Aντ

√
−g
)

δSM =

∫
1√
−g

∂ν(T
µνξµ

√
−g)

√
−gd4x− 1

c

∫
∇ν(T

µ
τ g
ντ )ξµ

√
−gd4x =∫

∂ν(T
µνξµ

√
−g)︸ ︷︷ ︸

θεωρ.Gauss

d4x− 1

c

∫
∇ν(T

µ
τ g
ντ )ξµ

√
−gd4x =

∫
(Tµνξµ

√
−g)d3x− 1

c

∫
∇ν(T

µ
τ g
ντ )ξµ

√
−gd4x =

1

c

∫
∇νT

ν
τg
µτξµ

√
−gd4x =

1

c

∫
∇νT

ν
τξ
τ√−gd4x = 0

ξτ Αυθαίρετο οπότε ⇒ ∇νT
ν
τ = 0 ⇒ ∇νT

ντ = 0 (4.26)

Τανυστής ενέργειας-ορμής ηλεκτρομαγνητικού πεδίου

Για τον υπολογισμό του τανυστή ενέργειας ορμής του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου πρέπει να βρούμε
κάποια αναλλοίωτη βαθμωτή ποσότητα την οποία θα χρησιμοποιήσουμε ως την Lagrangian. Οι
αναλλοίωτες βαθμωτές ποσότητες οι οποίες προκύπτουν από τις εντάσεις των πεδίων είναι οι
εξής.

Fµν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Hz Hy

−Ey Hz 0 −Hx

−Ez −Hy Hx 0

 ∗ Fµν =


0 Hx Hy Hz

−Hx 0 −Ez Ey
−Hy Ez 0 −Ex
−Hz −Ey Ex 0

 (4.27)

FµνFµν = F 00F00 + F 10F10 + F 20F20 + F 30F30 + F 01F01 + F 11F11 + F 21F21 + F 31F31 + F 02F02

+ F 12F12 + F 22F22 + F 32F32 + F 03F03 + F 13F13 + F 23F23 + F 33F33 = 0− E2
x − E2

y − E2
z − E2

x + 0

+H2
z +H2

y − E2
y +H2

z + 0 +H2
x − E2

z +H2
y +H2

x + 0 = 2
(
H2 −E2

)
FµνFµν = 2

(
H2 −E2

)
(4.28)

Fµν ∗ Fµν = F 00 ∗ F00 + F 10 ∗ F10 + F 20 ∗ F20 + F 30 ∗ F30 + F 01 ∗ F01 + F 11 ∗ F11 + F 21 ∗ F21

+ F 31 ∗ F31 + F 02 ∗ F02 + F 12 ∗ F12 + F 22 ∗ F22 + F 32 ∗ F32 + F 03 ∗ F03 + F 13 ∗ F13 + F 23 ∗ F23

+ F 33 ∗ F33 = 0− ExHx − EyHy − EzHz − ExHx + 0−HzEz −HyEy − EyHy −HzEz

+ 0−HxEx − EzHz −HyEy −HxEx + 0

Fµν ∗ Fµν = −4E · H (4.29)

Οπότε επιλέγουμε την πρώτη ποσότητα για Lagrangian και την εισάγουμε στο ολοκλήρωμα της
δράσης.

Sem =

∫
Lem(Aµ, ∂νAµ)d

4x (4.30)

Όπου επιλέγουμε

Lem(Aµ, ∂νAµ) = − 1

16π
FµνF

µν (4.31)

Οπότε από το θεώρημα της Noether προκύπτει ο τανυστής ενέργειας-ορμής για το
ηλεκτρομαγνητικό πεδίο:

Tµν =
∂Aτ
∂xν

∂Lem
∂
(
∂Aτ

∂xµ

) − δµνLem (4.32)
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Για τον υπολογισμό των παραγώγων της Lagrangian παίρνουμε.

δLem =
−1

16π
δ(FµνF

µν) =
−1

8π
FµνδF

µν =
−1

8π
Fµν

(
δ
∂Aν

∂xµ
− δ

∂Aµ

∂xν

)
=

−1

8π

(
Fµνδ

∂Aν

∂xµ
− Fµνδ

∂Aµ

∂xν

)
=

−1

4π
Fµνδ

∂Aν

∂xµ
⇒

∂Lem
∂
(
∂Aν

∂xµ

) = − 1

4π
Fµν

Tµν = − 1

4π

∂Aτ

∂xµ
Fτν +

1

16π
δµνFρτF

ρτ =⇒ Tµν = − 1

4π

∂Aτ

∂xµ
F ντ +

1

16π
gµνFρτF

ρτ

Όμως ο τανυστής αυτός δεν είναι συμμετρικός οπότε για να τον συμμετρικοποιήσουμε προσθέτουμε
την ποσότητα. 1

4π
∂Aµ

∂xτ
F ντ . Και για το κενό (απουσία φορτίων και ρευμάτων) έχουμε ∂F ντ

∂xτ
= Jν = 0.

Tµν = − 1

4π

(
∂Aτ

∂xµ
− ∂Aµ

∂xτ

)
F ντ +

1

16π
gµνFρτF

ρτ

Tµν = − 1

4π

(
−FµτF ντ +

1

4
gµνF ρσFρσ

)
(4.33)

Tµν = − 1

4π

(
−FµτFντ +

1

4
δµνF

ρσFρσ

)
Όπου πλέον ο τανυστής εκτός από συμμετρικός έχει και την ιδίοτητα.

Tµµ = − 1

4π

(
−FµτFµτ +

1

4
δµµF

ρσFρσ

)
= − 1

4π

(
−FµτFµτ +

1

4
4F ρσFρσ

)
= 0 (4.34)

T00 = − 1

4π
(−F 00F00 − F 01F01 − F 02F02 − F 03F03 +

1

4
δ002(H

2 −E2)) = − 1

8π
(E2 +H2)

Tii = − 1

4π
(−F i0Fi0 − F i1Fi1 − F i2Fi2 − F i3Fi3 +

1

4
δii2(H

2 −E2)) =

− 1

4π
(−F 10F10 − F 20F20 − F 30F30 − F 11F11 − F 21F21 − F 31F31 − F 12F12 − F 22F22 − F 32F32

− F 13F13 − F 23F23 − F 33F33 +
1

2
3(H2 −E2)) = − 1

4π
(0 + E2

x + E2
y + E2

z − 0−H2
z −H2

y − 0−H2
x−

H2
y −H2

x − 0−H2
z +

3

2
(H2 −E2)) =

1

8π
(H2 +E2)

Tij = − 1

4π
(−F i0Fi0 − F j1Fi1 − F i2Fj2 − F i3Fj3 +

1

4
δij2(H

2 −E2)) = (4.35)

Tij =
1

4π
(F i0Fj0 + F i1Fj1 + F i2Fj2 + F i3Fj3)

T01 = − 1

4π
(−F 00F10 − F 01F11 − F 02F12 − F 03F13 +

1

4
δ012(H

2 −E2)) = − 1

4π
(−EyHz +BxEz) =

Sx
c

T0j =
1

4π
(F i1F01 + F 02Fj2 + F 03Fj3) =

1

4π
(E ∧H)j ≡

Sj
c

T12 = F 10F20 + F 11F21 + F 12F22 + F 13F23 = −ExEy + 0 + 0−HxHy = − (ExEy +HxHy)

T23 = F 20F30 + F 21F31 + F 22F32 + F 23F33 = −EyEz −HyHz + 0 + 0 = − (EyEz +HyHz)

Tij = − 1

4π
(−(EiEj +HiHj) +

1

2
δij(H

2 +E2)) =
1

4π
(EiEj +HiHj −

1

2
δij(H

2 +E2))

Tij =
1

4π
(EiEj +HiHj −

1

2
δij(H

2 +E2)) ≡ −σij

Tµν =


T00 T01 T02 T03

T10 T11 T12 T13

T20 T21 T22 T23

T30 T31 T32 T33

 =


1
2 (H

2 +E2) Sx

c
Sy

c
Sz

c

−Sx

c −σxx −σxy −σxz
−Sx

c −σyx −σyy −σyz
−Sz

c −σzx −σzy −σzz

 (4.36)
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4.3 Λύση εξίσωσης EinStein

Η λύση της εξίσωσης του EinStein, που περιγράφει το βαρυτικό πεδίο έξω από σφαιρική κα-
τανομή μάζας, είναι η λύση που προτάθηκε από τον Schwarzschild. Η λύση που πρότεινε ο
Schwarzschild περιγράφει στατικά, σφαιρικά συμμετρικά πεδία. Η λύση αυτή εξήγησε κάποια
παρατηρούμενα φαινόμενα όπως η μετάπτωση του περιηλίου του Ερμή και η καμπύλωση των
ακτίνων φωτός από τον ήλιο.

4.3.1 Λύση Schwarzschild

Εφόσον τα άστρα έχουν (σχεδόν) σφαιρικό σχήμα είναι λογική η υπόθεση της σφαιρικής συμμετρίας
στις λύσεις της εξίσωσης του EinStein Ξεκινάμε παίρνοντας την μετρική για σφαιρικά συμμετρικό
χώρο η οποία δίνεται από την σχέση.

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + 2C(r)drdt+D(r)r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (4.37)
ορίζουμε νέες συντεταγμένες για τον χρόνο και θέτουμε: D(r)r2 ≡ R(r) (4.38)
T (t, r) = t+ ψ(r) ⇒ dT (t, r) = dt+ ψ′(r)dr ⇒ dT 2(t, r) = dt2 + 2ψ′(r)drdt+ ψ′2(r)dr2 (4.39)
Αντικαθιστώντας τις τελευταίες σχέσεις στην 4.37

ds2 = −(1 +A)dt2 + (B + ψ′2)dr2 + (2ψ′A+ 2C)drdt+R2(dθ2 + sin2 θdφ2)

Όπου λόγω συμμετρίας στον χρόνο θέτουμε τον συντελεστή των μη διαγώνιων όρων ίσο με μηδέν.

ψ′ = −C
A

⇒ C ≡ 0

Επιστρέφουμε στην μετρική και την γράφουμε στην μορφή.
ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (4.40)
Όπου θέσαμε D ≡ 1 διότι θέλουμε ισοτροπικό χώρο.

Αφού επιλέξαμε μετρική τώρα θα την εισάγουμε στην εξίσωση του EinStein. Όμως για να την
εισάγουμε πρώτα πρέπει να υπολογίσουμε τα σύμβολα Christoffel για αυτήν την μετρική. Ο
υπολογισμός των συμβόλων θα γίνει μέσω των εξισώσεων Euler-Lagrange. Η Lagrangian μας είναι.

L = −A(r)ṫ2 +B(r)ṙ2 + r2(θ̇2 + sin θ2φ̇2)
d

dτ

(
∂L

∂ẋµ

)
− ∂L

∂xµ
= 0

2
d(Bṙ)

dτ
−A′ṫṫ−B′ṙṙ − 2rθ̇θ̇ − 2r sin2 θφ̇φ̇ = 0

2B′ṙṙ + 2Br̈ +A′ṫṫ−B′ṙṙ − 2rθ̇θ̇ − 2r sin2 θφ̇φ̇ = r̈ +
B′

2B
ṙṙ +

A′

2B
ṫṫ− r

B
θ̇θ̇ − r sin2 θ

B
φ̇φ̇ = 0

− 2
d(Aṫ)

dτ
− 0 = −2(Aṫ+A′ṙẗ) = 0 ⇒ ẗ+

A′

A
ṙṫ = 0

2
d(r2θ̇)

dτ
− 2r2 sin θ cos θφ̇φ̇ = 2(θ̈r2 + 2rṙθ̇ − r2 sin θ cos θφ̇φ̇) = 0 ⇒ θ̈ +

2

r
ṙθ̇ − sin θ cos θφ̇φ̇ = 0

2
d(r2 sin2 θφ̇)

dτ
− 0 = 4 sin θ cos θθ̇r2φ̇+ 2r2 sin2 θφ̈+ 4r sin2 θφ̇ṙ = 0 ⇒ φ̈+ 2 cot θθ̇φ̇+

2

r
φ̇ṙ = 0

Από όπου προκύπτουν τα σύμβολα Christoffel. Γrtt =
A′

2B
,Γrrr =

B′

2B
,

Γrθθ = − r

B
Γrφφ = −r sin

2 θ

B
,Γttr =

A′

2A
,Γθφφ = cos θ sin θ,Γθrθ = Γφrφ =

1

r
,Γφφθ = cot θ
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Εφόσον υπολογίσαμε τα σύμβολα Christoffel θα χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση του EinStein για
το κενό διότι θέλουμε να βρούμε το πεδίο έξω από μια σφαιρική κατανομή μάζας (π.χ. ένα άστρο).

Rµν =
8πG

c2
Tµν (4.41)

Rµν = ∂αΓ
α
µν − ∂νΓ

α
µα + Γρ

µνΓ
α
ρα − Γρ

µαΓ
α
ρν (4.42)

Rtt = ∂αΓ
α
tt − ∂tΓ

α
tα︸ ︷︷ ︸

=0

+Γρ
ttΓ

α
ρα − Γρ

tαΓ
α
ρt = ∂r

(
A′

2B

)
+ Γρ

rρΓ
r
tt − Γt

trΓ
r
tt − Γt

trΓ
r
tt =

A′′B −A′B′

2B2
+

(
Γt

rt + Γr
rr + Γθ

rθ + Γφ
rφ

) A′

2B
− 2

(
A′

2B

A′

2A

)
=

A′′

2B
− A′B′

2B2
+

A′

2B

(
A′

2A
+

B′

2B
+

1

r
+

1

r

)
Rtt =

A′′

2B
− A′

4B

(
B′

B
+

A′

A

)
+

A′

rB2

Rrt = ∂αΓ
α
rt − ∂tΓ

α
rα︸ ︷︷ ︸

=0

+Γα
αρΓ

ρ
tr − Γρ

rαΓ
α
tρ = ∂tΓ

t
rt︸ ︷︷ ︸

=0

+Γρ
tρΓ

t
tr︸ ︷︷ ︸

=0

−Γr
trΓ

t
tr︸ ︷︷ ︸

=0

−Γt
rrΓ

r
tt︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

Rθt = ∂αΓ
α
tθ︸ ︷︷ ︸

=0

− ∂tΓ
α
θα︸ ︷︷ ︸

=0

+Γα
αρΓ

ρ
tθ︸ ︷︷ ︸

=0

−Γρ
θαΓ

α
tρ = −Γθ

rθΓ
r
tθ︸ ︷︷ ︸

=0

−Γφ
θφΓ

φ
tφ︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

Rφt = ∂αΓ
α
tφ︸ ︷︷ ︸

=0

− ∂tΓ
α
φα︸ ︷︷ ︸

=0

+Γα
αρΓ

ρ
tφ︸ ︷︷ ︸

=0

−Γρ
αφΓ

α
tρ = −Γρ

θφΓ
θ
tρ︸ ︷︷ ︸

=0

−Γρ
φφΓ

φ
tρ︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

Rrr = ∂αΓ
α
rr − ∂rΓ

α
rα + Γρ

rrΓ
α
ρα − Γρ

rαΓ
α
ρr = ∂r

(
B′

2B

)
+ ∂r

(
A′

2A
+

B′

2B
+

2

r

)
+

(
A′

2A
+

B′

2B
+

2

r

)
B′

2B

− Γt
trΓ

t
rt − Γr

rrΓ
r
rr − Γθ

rθΓ
θ
rθ − Γφ

rφΓ
φ
rφ =

B′′

2B
− B′B′

2B2
−

(
A′′

2A
− A′A′

2A2
+

B′′

2B
− B′B′

2B2
− 2

r2

)
+(

A′

2A
+

B′

2B
+

2

r

)
B′

2B
− A′A′

4A2
− B′B′

4B2
− 2

1

r2

Rrr = −A′′

2A
+

A′

4A

(
B′

B
+

A′

A

)
+

B′

rB

Rrθ = ∂αΓ
α
rθ − ∂θΓ

α
rα︸ ︷︷ ︸

=0

+Γρ
αρΓ

α
rθ − Γρ

αθΓ
α
rρ = ∂θΓ

θ
rθ︸ ︷︷ ︸

=0

+Γρ
ρθΓ

θ
rθ − Γθ

rθΓ
r
rθ︸ ︷︷ ︸

=0

−Γr
θθΓ

θ
rr︸ ︷︷ ︸

=0

−Γφ
θφΓ

φ
rφ

Rrθ = cot θ 1
r
− cot θ 1

r
= 0

Rrφ = ∂αΓ
α
rφ − ∂φΓ

α
rα︸ ︷︷ ︸

=0

+Γρ
αρΓ

α
rφ − Γρ

αφΓ
α
rρ = ∂φΓ

φ
rφ︸ ︷︷ ︸

=0

+Γρ
ρφΓ

φ
rφ︸ ︷︷ ︸

=0

−Γφ
rφΓ

r
rφ︸ ︷︷ ︸

=0

−Γr
φφΓ

φ
rr︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

Rθφ = ∂αΓ
α
θφ − ∂φΓ

α
θα︸ ︷︷ ︸

=0

+Γα
αρΓ

ρ
θφ − Γα

φρΓ
ρ
αθ = ∂φΓ

φ
θφ︸ ︷︷ ︸

=0

+Γα
αφΓ

φ
θφ︸ ︷︷ ︸

=0

−Γρ
θφΓ

θ
θρ = Γφ

θφΓ
θ
θφ︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

Rθθ = ∂αΓ
α
θθ − ∂θΓ

α
θα + Γρ

αρΓ
α
θθ − Γρ

αφΓ
α
θρ = ∂rΓ

r
θθ − ∂θ cot θ + Γρ

rρΓ
r
θθ − Γα

rθΓ
r
θα − Γα

θθΓ
θ
θα − Γα

φθΓ
φ
θα =

− 1

B
+

B′r

B2
− −1

sin2 θ
+

(
A′

2A
+

B′

2B
+

2

r

)
−r

B
+

2

B
− cot2 θ =

1− cos2 θ
sin2 θ

− 1

B
− r

2B

(
A′

A
− B′

B

)
Rθθ = 1− 1

B
− r

2B

(
A′

A
− B′

B

)
Rφφ = ∂αΓ

α
φφ − ∂φΓ

α
φα︸ ︷︷ ︸

=0

+Γρ
αρΓ

α
φφ − Γρ

αφΓ
α
φρ = ∂rΓ

r
φφ + ∂θΓ

θ
φφ + Γρ

rρΓ
r
φφ + Γρ

θρΓ
θ
φφ − Γρ

rφΓ
r
φρ − Γρ

θφΓ
θ
φρ−

Γρ
φφΓ

φ
φρ = − sin2 θ

(
1

B
− B′r

B2

)
− cos2 θ + sin2 θ − r sin2 θ

B

(
A′

2A
+

B′

2B
+

2

r

)
− cot θ sin θ cos θ−

Γφ
rφΓ

r
φφ − Γφ

θφΓ
θ
φφ − Γφ

θφΓ
θ
φφ − Γφ

rφΓ
r
φφ = sin2 θ − 3

sin2 θ

B
+

r sin2 θ

2B

(
A′

A
− B′

B

)
+ 2

sin2 θ

B

Rφφ = sin2 θ

(
1− r

2B

(
A′

A
− B′

B

)
− 1

B

)
= sin2 θRθθ (4.43)
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Το δεξί μέρος της εξίσωσης 4.41 είναι μηδέν εφόσον μιλάμε για έξω από την κατανομή μάζας. Οπότε
ο τανυστής Ricci πρέπει να είναι μηδέν (Rµν = 0). Άρα καλούμαστε να λύσουμε τις διαφορικές
εξισώσεις. Για τον προσδιορισμό τον συνοριακών συνθηκών θα υποθέσουμε πως στο άπειρο τα
πεδία εξαφανίζονται και ο χώρος γίνεται Minkowski. Συνεπώς πρέπει να ικανοποιούνται οι εξής
συνοριακές συνθήκες.

r → ∞ : A(r) → c2 B(r) → 1

Rθθ = 1− 1

B
− r

2B

(
A′

A
− B′

B

)
= 0

Rtt =
A′′

2B − A′

4B

(
B′

B + A′

A

)
+ A′

rB2 = 0

Rrr = −A′′

2A + A′

4A

(
B′

B + A′

A

)
+ B′

rB = 0

 ARrr+BRtt=⇒ B′A+A′B

rB2
= 0 ⇒ B′A+A′B = 0 ⇒ (AB)′ = 0 ⇒

A(r)B(r) = k −→
r→∞

k = c2

Rθθ = 1− A

c2
− Ar

2c2

(
A′

A
− −AA′

A2

)
= 0 ⇒ c2 −A− rA′ = 0 ⇒ c2 = A+ rA′ ⇒

(rA)′ = c2 ⇒ Ar = c2r + k ⇒ A(r) = c2
(
1 +

k

r

)
Τώρα για τον προσδιορισμό της σταθεράς k θα δεχτούμε πως στο όριο των ασθενών πεδίων οι
λύσεις τείνουν στην Newtonian σχέση για το δυναμικό που δίνει.

g00 = −(1 +
2Φ

c2
) = −

(
1− 2

GM

c2r

)
Άρα εξισώνοντας τις δύο σχέσεις έχουμε.(
1− 2

GM

c2r

)
=

(
1 +

k

r

)
⇒ −k =

2GM

c2
≡ rS

ds2 = −c2
(
1− rS

r

)
dt2 +

(
1− rS

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

Μετρώντας μήκη και χρόνους σε Schwarzschild γεωμετρία

Λόγω του ότι δεν πρόκειται για μια επίπεδη γεωμετρία περιμένουμε οι μετρήσεις να είναι κάπως
διαφορετικές. Για τον υπολογισμό του ιδιόχρονου υποθέτουμε ακίνητους παρατηρητές, δηλαδή
σταθερά (r, θ, φ), και παίρνουμε την μετρική Schwarzschild.

dτ2 = −ds
2

c2
⇒ dτ =

√
1− rS

r
dt < dt

ds =
1√

1− rS
r

dr > dr

Παρατηρούμε πως ο χρόνος διαστέλλεται και ο χώρος συστέλλεται όπως στην ειδική σχετικότητα
αλλά εδώ αυτό συμβαίνει για ακίνητους παρατηρητές Θα κάνουμε έναν προσεγγιστικό υπολογισμό
στον υπολογισμό του ολοκληρώματος της θέσης.∫

ds =

∫ r2

r1

1√
1− rS

r

dr ≈
∫ r2

r1

(
1 +

rS
2r

)
dr = r2 − r1 + rs ln

√
r2
r1
> r2 − r1

Όπου παρατηρούμε την απόκλιση από την ευκλείδεια απόσταση σε δυνάμεις της rS .
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Γεωδαισιακές στην γεωμετρία Schwarzschild

Αφού βρήκαμε την μετρική της γεωμετρίας αυτής τώρα θα δούμε πως κινούνται σε μια τέτοια γεω-
μετρία σωματίδια (με ή χωρίς μάζα). Αρχικά θα προσδιορίσουμε την Lagrangian η οποία περιγράφει
το σύστημα μας. Αν θεωρήσουμε ότι η μετρική Schwarzschild περιγράφει την γεωμετρία γύρω από
τον ήλιο θα μελετήσουμε τις τροχιές των πλανητών και της φωτεινές ακτίνες. Θα υπολογίσουμε
μέσω των εξισώσεων Euler-Lagrange τις γεωδαισιακές.

L = −c2
(
1− rS

r

)
ṫ2 +

(
1− rS

r

)−1

ṙ2 + r2(θ̇2 + sin2 θφ̇2)

d

dτ

∂L

∂ṫ
− ∂L

∂t︸︷︷︸
=0

= 0 ⇒ d

dτ

(
1− rS

r

)
2ṫ = 0 ⇒

ẗ+
rS
r2(

1− rS
r

) ṫṙ = 0 (4.44)

d

dτ

∂L

∂ṫ
− ∂L

∂t
= 0 ⇒ d

dτ

{(
1− rS

r

)−1

2ṙ

}
+ c2

rS
r2
ṫ2 − rS

r2

(
1− rS

r

)−2

ṙ2 + 2r(θ̇2 + sin2 θφ̇2) = 0 ⇒

2
(
1− rS

r

)−2 rS
r2
ṙ2 +

(
1− rS

r

)−1

2r̈ + c2
rS
r2
ṫ2 − rS

r2

(
1− rS

r

)−2

ṙ2 + 2r(θ̇2 + sin2 θφ̇2) = 0 ⇒

r̈ +
(
1− rS

r

)−1 rS
2r
ṙ2 + c2

(
1− rS

2r

) rS
r2
ṫ2 −

(
1− rS

r

)
r(θ̇2 + sin2 θφ̇2) = 0 (4.45)

d

dτ

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
= 0 ⇒ d

dτ

(
2θ̇r2

)
− 2r2 sin θ cos θφ̇2 = 0 ⇒

θ̈ +
2

r
θ̇ṙ − sin θ cos θφ̇2 = 0 (4.46)

d

dτ

∂L

∂φ̇
− ∂L

∂φ︸︷︷︸
=0

= 0 ⇒ d

dτ
2r2 sin2 θφ̇ = 0 ⇒ φ̈r2 sin2 θ + 2rφ̇ṙ + 2 sin θ cos θφ̇θ̇ = 0 ⇒

φ̈+
2

r
+ cot θφ̇θ̇ = 0 (4.47)

Παρατηρούμε πως οι εξισώσεις των γεωδαισιακών είναι περίπλοκες και είναι σχεδόν αδύνατη η
επίλυσή τους. Αυτή η δυσκολία μας οδηγεί στο να σκεφτούμε κάποια τεχνάσματα όπως η χρήση
των συμμετριών.

Ενεργό δυναμικό

Στην ενότητα αυτή θα εξαγάγουμε μέσω διατηρήσιμων ποσοτήτων (συμμετριών) το ενεργό δυ-
ναμικό το οποίο “νιώθουν” τα σωματίδια τα οποία υπόκεινται στο πεδίο του ήλιου. Από την
εξίσωση γεωδαισιακών θα αποδείξουμε ότι τα διανύσματα killing περιγράφουν συμμετρίες οπότε
σε Lagrangian μηχανική (θεωρ. Noether) διατηρήσιμες ποσότητες.

uµ∇µu
ρ = 0

m2

=⇒
pµ=muµ

pµ∇µp
ρ = 0

∇µp
ρ = ∂µp

ρ + Γρµτp
τ

 =
pµ = mdxµ

dτ
pµ∂µp

ρ

}
⇒ m

dpµ
dτ + Γρµτp

τpρ = 0
}
⇒

m
dpµ
dτ

=
1

2
gνρ (∂µgτν + ∂τgµν − ∂νgµτ ) p

τpρ =
1

2
(pτpν∂µgτν + pτ∂τgµνp

ν − pν∂νgµτp
τ ) =

1

2
pτpν∂µgτν

Κάνοντας έναν μετασχηματισμό θα εξαγάγουμε τις διατηρήσιμες ποσότητες.

m
dpµ∗
dτ

=
1

2
pτpν∂µ∗gτν = 0 ⇒ pµ∗ = ct
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Οπότε ορίζουμε διανύσματα τα οποία να μας δίνουν αυτήν την διατήρηση.
Xµ ≡ (∂τ∗)

µ
= δµτ∗

Λέμε πως τα διανύσματα αυτά γεννούν μια ισομετρία δηλαδή αφήνουν αναλλοίωτη την γεωμετρία.

pµ∗ = Xµpµ ⇒ dpµ∗
dτ

= 0 →

pµ∇µp
ρ∗ = pµ∇µ (Xρp

ρ) = 0 ⇒ pµXρ∇µp
ρ︸ ︷︷ ︸

=0

+pµpρ∇µXρ = pµpρ∇µXρ + pρpµ∇ρXµ = 0 ⇒

pµpρ (∇µXρ +∇ρXµ) = 0 ⇒ LXgµρ = ∇µXρ +∇ρXµ = 0

Η μετρική μας είναι ανεξάρτητη από τα t & φ οπότε δύο διανύσματα killing είναι.

Xµ
t = (∂t)

µ = (1, 0, 0, 0) & Xµ
φ = (∂φ)

µ = (0, 0, 0, 1)

LXgφφ = 2∂φXφ + 2ΓρφφXρ = 0 ⇒ ∂φXφ − sin θ cos θXρ = 0

LXgθθ = 2∂θXθ + 0 = 0 ⇒ Xθ = f(φ)

LXgφθ = ∂φXθ+∂θXφ+2ΓρφθXρ = 0 ⇒ ∂φXθ + ∂θXφ + 2 cot θXφ = 0
∂φ⇒ ∂2φf + ∂θ∂φXφ + 2 cot θ∂φXφ = 0

∂2φf(φ) + ∂θ sin θ cos θf(φ) + 2sin2θf(φ) = 0 ⇒ ∂2φf(φ) + (cos2 θ − sin2 θ)f(φ) + 2 sin2 θf(φ) = 0

f(φ) = sinφ ή cosφ⇒ X1θ = sinφ & X2θ = − cosφ

Xφ = sin θ cos θ
∫

sinφdφ ή − sin θ cos θ
∫

cosφdφ = − sin θ cos θ cosφ ή − sin θ cos θ sinφ

Xφ = gφµXµ = gφφXφ = sin−2 (− sin θ cos θ cosφ ή − sin θ cos θ sinφ) ⇒
X1φ = − cot θ cosφ & X2φ = − cot θ sinφ
Xρ

1∂ρ = sinφ∂θ − cot θ cosφ∂φ = (0, 0, sinφ,− cot θ cosφ)
Xρ

2∂ρ = − cosφ∂θ − cot θ sinφ∂φ = (0, 0,− cosφ,− cot θ sinφ)

Από τα διανύσματα killing έχουμε.

Xµt = Xµgtµ =
(
−c2

(
1− rS

r

)
, 0, 0, 0

)
⇒ E = −Kµu

µ = c2
(
1− rS

r

)
ṫ

Xµφ = Xµgφµ =
(
0, 0, 0, r2 sin2 θφ̇

)
⇒ L = Xµφu

µ = r2 sin2 θφ̇

μπορούμε να υποθέσουμε ότι θ = π

2
οπότε θ̇ = 0

L = r2φ̇

Θα ταυτοποιήσουμε την ποσότητα E με την ενέργεια ανά μονάδα μάζας.

E(r → ∞) = c2ṫ ṫ =
dt

dτ
έχουμε πει πως για r → ∞ η γεωμετρία Schwarzschild καταλήγει σε Minkowski συνεπώς ισχύει.
dt

dτ
= γ Οπότε E(r → ∞) = c2γ ≡ Esr

m

Από την εξίσωση των γεωδαισιακών και την εξίσωση killing παίρνουμε.
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dL

dτ
= 2gµν ẋ

µ∇τ ẋ
ν = 0 ⇒ L =

ε

c2
⇒ −c2

(
1− rS

r

)
ṫ2 +

(
1− rS

r

)−1

ṙ2 + r2φ̇2 = ε⇒

−
(
1− rS

r

)−1 E2

c2
+
(
1− rS

r

)−1

ṙ2 +
L2

r2
=

ε

c2
⇒ E2 + ε

2c2
=
ṙ2

2
+
L2

2r2
− rSL

2

2r3
+

rSε

2c2r

Eeff =
ṙ2

2
+ Veff , όπου. Eeff =

E2 + ε

2c2
& Veff =

L2

2r2
− rSL

2

2r3
+

rSε

2c2r

ε =

{
−1 Για χρονοειδής γεωδαισιακές.
0 Για φωτοειδής γεωδαισιακές.

Το ενεργό δυναμικό που προέκυψε έχει τις εξής ιδιότητες

i) r → ∞ Veff → −GM
2c2r Newtonian δυναμικό

ii) για r = rS ⇒ Veff (rS) = − 1
2c2

iii) dVeff (r)
dr = 0 ⇒ r2 − 2L2c2 r

rS
+ 3L2c2 = 0 ⇒ r± = L2c2

rS

(
1±

√
1− 3r2S

L2c2

)
L→∞⇒ (rmin, rmax) =

( 2L
2c2

rS
, 3rS)

Από τις ιδιότητες θα εξαγάγουμε κάποιες σημαντικές πληροφορίες για το δυναμικό. Για ακτίνα
ίση με την ακτίνα Schwarzschild δεν υπάρχει κάποιο πρόβλημα όπως στην μετρική (στην οποία
εμφανίζεται λόγω κακής επιλογής συντεταγμένων). Το δυναμικό αυτό πέρα του όρου L2

2r2 , που
για μικρές αποστάσεις στην Newtonian βαρύτητα έπαιζε τον κυριότερο ρόλο, έχει και τον όρο
rSL

2

2r3 ο οποίος υπερισχύει για μικρές αποστάσεις. Θα δούμε και μια σημαντική ιδιότητά για άμαζα
σωματίδια (όπως το φωτόνιο) όπου το ενεργό δυναμικό είναι.

Veff =
L2

2r2

(
1− rS

r

)
⇒ dVeff (r)

dr
= 0 ⇒ rc =

3rS
2

⇒ Veff (rc) =
2L2

27r2S

Όπου για τα άμαζα σωματίδια έχουμε μια ακτίνα μεγίστου ανεξάρτητη της στροφορμής εν αντιθέσει
με τα μαζικά των οποίων οι ακτίνες εξαρτώνται άμεσα από την στροφορμή. Όπου για μεγάλες τιμές
της στροφορμής έχουμε δύο κυκλικές τροχιές, μια με ευστάθεια και μια χωρίς. Όπου η ευσταθής
κυκλική τροχιά εξαφανίζεται, όταν η ασταθής πλησιάζει την rmax = 3rS

2 . Όταν η στροφορμή παίρνει
μικρές τιμές οι δύο τροχιές τείνουν να συμπέσουν και αυτό συμβαίνει όταν 3r2S = L2c2 όπου η
rc = 3rS και τελικά εξαφανίζονται για πολύ μικρές τιμές της στροφορμής. Όπου rc = 3rS είναι
η μικρότερη δυνατή ακτίνα ευσταθούς κυκλικής τροχιάς στην μετρική Schwarzschild. Επίσης
υπάρχουν μη δέσμιες τροχιές, οι οποίες ξεκινούν και καταλήγουν στο άπειρο, και δέσμιες μη
κυκλικές τροχιές, οι οποίες ταλαντεύονται γύρω από την κυκλική ακτίνα. Σημειώνουμε ότι οι
τροχιές στην γενική σχετικότητα δεν περιγράφουν τις κωνικές τομές της Newtonian βαρύτητας αυτό
γίνεται εμφανές όταν λύσουμε την εξίσωση των γεωδαισιακών για φ̇. Συνοψίζοντας στην μετρική
Schwarzschild έχουμε ευσταθείς κυκλικές τροχιές για r > 3rS και ασταθείς για 3rS

2 < r < 3rS
αυτά όμως ισχύουν για σωματίδια που κινούνται πάνω σε γεωδαισιακές όμως είναι δυνατόν ένα
σωματίδιο να επιταχύνει οπότε να μην κινείται πάνω σε γεωδαισιακή.
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Ελλειπτικές τροχιές

Eeff =
ṙ2

2
+ Veff

φ̇−2= r4

L2⇒ 1

2

(
dr

dφ

)2

+
r4

L2
Veff =

r4

L2
Eeff ⇒

(
dr

dφ

)2

+ r2 − rrS − rSr
3

c2L2
+

r4

c2L2
=

2Er4

c2L2

Για την λύση της διαφορικής θέτουμε x =
2L2c2

rSr
⇒ xr =

2L2c2

rS
⇒ dx

dr
= −2L2c2

rSrr
= −x

r(
dr

dx

dx

dφ

)2

+ r2 − rrS − rSr
3

c2L2
+

r4

c2L2
=

2Er4

c2L2
⇒
(
dx

dφ

)2

+ x2 − x3r2S
2L2c2

− 2x+
4

r2S
=

8r2SE

L2c2

d
dφ⇒

2
dx

dφ

d2x

dφ2
+ 2x

dx

dφ
− 3

x2r2S
2L2c2

dx

dφ
− 2

dx

dφ
= 0 ⇒ d2x

dφ2
+ x− 1 = 3

x2r2S
4L2c2

(4.48)

Το δεξί μέλος της εξίσωσης αποτελεί την σχέση του Newton για της κωνικές τομές. Εμείς θα
χωρίσουμε σε δύο κομμάτια τις λύσεις μια Newtonian συν μια διαταραχή δηλαδή θέτουμε.

x = xN + xp όπου για την διαταραχή ισχύει. xp � 1

d2(xN + xp)

dφ2
+ xN + xp − 1 = 3

(xN + xp)
2r2S

4L2c2
≈ 3

x2Nr
2
S

4L2c2

d2xN
dφ2

+ xN = 1 ⇒ xN = 1 + e cosφ

Το αποτέλεσμα αυτό δίνει της τροχιές του Kepler οι οποίες είναι τέλειες ελλείψεις με εκκεντρότητα
e. Μια έλλειψη καθορίζεται από τον μεγάλο ημιάξονα a, ο οποίος είναι η απόσταση από το κέντρο
ως το απώτατο σημείο της έλλειψης, και τον μικρό άξονα b, ο οποίος είναι η απόσταση από το
κέντρο ως το κοντινότερο σημείο της έλλειψης, η εκκεντρότητα ικανοποιεί την σχέση e2 = 1− b

a .
d2xp

dφ2 + xp = 3
(1+e cosφ)2r2S

4L2c2

(1 + e cosφ)2 = 1 + e2 cos2 φ+ 2e cosφ
cos2 φ = 1+cos 2φ

2

}
⇒ (1 + 1

2e
2) + 2e cosφ+ 1

2e
2 cos 2φ

⇒

d2xp
dφ2

+ xN + xp = 3
r2S

4L2c2
(1 +

1

2
e2) + 2e cosφ+

1

2
e2 cos 2φ)

d2φ sinφ
dφ2 = d

dφ (sinφ+ φ cosφ) = cosφ+ cosφ− φ sinφ
d2 cos 2φ
dφ2 = d

dφ (−2 sin 2φ) = −4 cos 2φ

}
⇒

d2φ sinφ
dφ2 + φ sinφ = 2 cosφi

d2 cos 2φ
dφ2 + cos 2φ = −3 cos 2φ

}

xp = 3
r2S

4L2c2

(
(1 +

1

2
e2) + eφ sinφ− 1

6
e2 cos 2φ

)
Ο πρώτος όρος της λύσης είναι μια σταθερά την οποία μπορούμε να αγνοήσουμε ο τρίτος όρος
είναι αμελητέος διότι πρόκειται για μια διακύμανση γύρω από το μηδέν. Ο δεύτερος όρος είναι
αυτός ο οποίος μας ενδιαφέρει οπότε η λύση γίνεται.

x = xN + xp = 1 + e cosφ+ τeφ sinφ, τ =
3r2S

4L2c2

cos{(1− τ)φ} ≈ cos{(1− τ)φ}|τ=0 − τ d
dτ cos{(1− τ)φ}

∣∣
τ=0

+ . . .

⇒ x = 1 + e cos{(1− τ)φ}

r(φ) =
(1− e2)a

1 + e cosφ Εξίσωση έλλειψης στις πολικές συντεταγμένες (4.49)

L2 = xr
rS
2c2

= 1 + e cos{(1− τ)φ} (1− e2)a

1 + e cosφ
rS
2c2

≈ (1− e2)a
rS
2c2

∆φ = 2πτ =
6πr2S
4L2c2

=
6πr2S

4c2(1− e2)a rS2c2
=

3πrS
(1− e2)a

Διατήρηση στροφορμής & To Διάνυσμα Runge-Lenz

Ένα αποτέλεσμα της διατήρησης της στροφορμής αποτελούν οι ελλειπτικές τροχιές που παρα-
τήρησε ο Kepler και εξήγησε ο Newton. Ο πιο αριστοτεχνικές τρόπος να εξαγάγουμε τα αποτελέ-
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σματα αυτά είναι το αποκαλούμενο διάνυσμα Runge-Lenz. Γνωρίζουμε ότι, λόγω της διατήρησης
της στροφορμής, οι τροχιές σε ένα οποιοδήποτε σφαιρικά συμμετρικό δυναμικό είναι επίπεδες. Οι
δέσμιες τροχιές στο πρόβλημα του Kepler είναι επιπλέον και κλειστές. Υποθέτουμε ένα σφαιρικά
συμμετρικό δυναμικό Φ οπότε το έχουμε το διάνυσμα.

A =
1

m
ẋ ∧ L+Φ(r)x ⇒ Ai =

1

m
εijkẋjLk +Φ(r)xi

έχουμε υποθέσει ότι διατήρηση στροφορμής L̇ = 0

dAi
dt

=
1

m
εijkẍjLk +

∂Φ(r)

∂r

∂r

∂t
xi +Φ(r)ẋi

Lk = mεklmxlẋm ẍj = −∇jΦ

dAi
dt

= εijkεklmxlẋm(−∇jΦ) + ṙ∇rΦ(r)xi +Φ(r)ẋi = −(δliδ
m
j − δmi δ

l
j)xlẋm∇jΦ+ ṙ∇rΦxi +Φẋi =

dAi
dt

= −ẋm∇mΦxi + ẋixm∇mΦ+ ṙ∇rΦxi +Φẋi = (r∇rΦ+ Φ) ẋi = 0 ⇒ r∇rΦ+ Φ = 0

Άρα πρέπει το δυναμικό να είναι ομογενής συνάρτηση τάξης -1. Άρα στην περίπτωση την οποία
μελετάμε θα γράψουμε το δυναμικό στην μορφή.

Φ =
ε

r
Άρα το διάνυσμα A γράφεται.

A = ẋ ∧ L+
mε

r
x ⇒ (4.50)

A · A = A2 = |ẋ ∧ L|2 + m2ε2

r2
|x|2 = |ṙ|2L2 +m2ε2 =

E2 + ε

c2
L2 +m2ε2 ⇒

A2 =
E2L2

c2
+ ε

(
L2

c2
+m2ε

)
A · r = Ar cosφ = r · ẋ ∧ L+mεr

1
mr · p ∧ L = 1

mL · r ∧ p = 1
mL · L = 1

mL
2

}
⇒ 1

r
=
m2

L2

(
A

m
cosφ− ε

)
1

r
=

{
m2

L2

(
A
m cosφ+ 1

)
ε = −1

mA
L2 cosφ ε = 0

(4.51)

Όπου μπορούμε να αναγνωρίσουμε από την εξίσωση της έλλειψης σε πολικές.
1

r(φ)
=

1 + ε cosφ
(1− ε2)a

=
m2

L2

(
A

m
cosφ+ 1

)
⇒ m2

L2
=

1

(1− ε2)a
η εκκεντρότητα ε =

A

m
(4.52)

Στην γενική σχετικότητα στο δυναμικό υπεισέρχεται ένας επιπλέον όρος, που επίσης είναι σφαι-
ρικά συμμετρικός, οπότε η γενίκευση του διανύσματος Runge-Lenz είναι.

V (r) =
mε

r
− 2rSL

2

r3

dA
dt = − d

dt

(
2rSL

2r̂
r3

)
= 6rSL

2

r3
d
dt

(
x
r

)
x(r, θ = π

2 , φ) = (r sin π
2 cosφ, r sin π

2 sinφ, r cos π2 ) = r(cosφ, sinφ, 0)

}
⇒ dA

dt
=

6rSL
2

r4
(−y, x, 0)φ̇
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Προσεγγίζοντας την ακτίνα Schwarzschild

Μέχρι στιγμής έχουμε μιλήσει για σωμάτια τα οποία η ακτίνα τους είναι πολύ μεγαλύτερη της
ακτίνας Schwarzschild (π.χ. ο ήλιος). Τώρα θα μελετήσουμε σωμάτια των οποίων η ακτίνα είναι
μικρότερη της rS και την κίνηση σωμάτων γύρω από ένα τέτοιο σωμάτιο, όπου και θα δούμε τι
συμβαίνει όταν ένα σωμάτιο προσεγγίζει αυτήν την ακτίνα. Θα ξεκινήσουμε υποθέτοντας ακίνητους
παρατηρητές. Για τους οποίους έχουμε

ds2 = −
(
1− rS

r

)
dt2 +

(
1− rS

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

ds2 = −
(
1− rS

r

)
c2dt2 ⇒ dτ2 = −ds

2

c2
=
(
1− rS

r

)
dt2 ⇒ dt

dτ
= ṫ =

(
1− rS

r

)− 1
2

aµ = ∇τ ẋ
µ =

dẋµ

dτ
+ Γµντ ẋ

ν ẋτ

aµ =
dẋµ

dτ
+ Γµttṫṫ⇒ ar

dẋr

dτ
+ Γrttṫṫ = ẍr +

c2rS
2r2

(
1− rS

r

)(
1− rS

r

)−1

ar = (0,
Gm

r2
, 0, 0) ⇒ a(r) =

√
gµνaµaν =

Gm

r2

(
1− rS

r

)−1

Παρατηρούμε πως για r → ∞ παίρνουμε την σχέση της Newtonian βαρύτητας. Επίσης στην ακτίνα
rS η επιτάχυνση αποκλίνει υποδεικνύοντας μας ότι ακίνητοι παρατηρητές θα βρίσκουν όλο και πιο
δύσκολο το να μείνουν ακίνητοι, και πρέπει να κινούνται κοντά στην ταχύτητα του φωτός, καθώς
πλησιάζουν την ακτίνα rS . Τώρα θα δούμε ένα σώμα να κάνει κατακόρυφη ελεύθερη πτώση. Με
τον όρο κατακόρυφη εννοούμε φ̇ = 0 δηλαδή L2 = 0 οπότε το ενεργό δυναμικό παίρνει την μορφή.

Veff = − rS
2c2r

E2

c2
= ṙ2 +

1

c2
− rS
c2r

⇒ ṙ2 +
1

c2

(
1− rS

r

)
=
E2

c2

Επιλέγουμε τα σημεία στα οποία ο παρατηρητής είναι ακίνητος.
dr

dτ

∣∣∣∣
r=ri

= 0 ⇒

E2 = 1− rS
ri

E = c2
(
1− rS

r

)
ṫ

Όπου για r → ∞ E → c2

ṙ2 +
1

c2

(
1− rS

r

)
=
E2

c2
⇒ ṙ =

√
rS
r

⇒
√
rdr =

√
rSdτ∫ τ

0

√
rdr =

∫ τ0

τ

√
rSdτ ⇒ 2

3
r

3
2

∣∣∣∣τ
0

=
√
rS (τ0 − τ) ⇒

r(τ) =

(
9rS
4

) 1
3

(τ − τ0)
2
3

Παραγωγίζοντας την σχέση ṙ2 +
1

c2

(
1− rS

r

)
=
E2

c2
Παίρνουμε

2r̈ṙ +
rS
c2r2

ṙ = 0 ⇒ r̈ = − rS
c2r2

Όπου καταλήξαμε στην γνωστή μας σχέση για το πεδίο. Αυτό ήταν αναμενόμενο διότι το ενεργό
δυναμικό για μηδενική στροφορμή καταλήγει στο δυναμικό του Newton.
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Η Γεωμετρία κοντά στην ακτίνα Schwarzschild και Χώρος Minkowski σε συντεταγμένες
Rindler

Είδαμε πως οι συντεταγμένες Schwarzschild δεν είναι οι κατάλληλες να περιγράψουν την φυσική
για ακτίνες ίσες και μικρότερες από την rS . Αυτό συμβαίνει διότι η μετρική απειρίζεται για αυτήν
την ακτίνα όμως διάφορες αναλλοίωτες ποσότητες δεν επηρεάζονται από αυτήν την ακτίνα άρα
αυτό μας προϊδεάζει ότι δεν πρόκειται για κάποια φυσική απαίτηση αλλά είναι πρόβλημα κακής
επιλογής των συντεταγμένων
Κατ’ αρχάς από την αρχή ισοδυναμίας θα εξαγάγουμε της συντεταγμένες Rindler. Σύμφωνα με
την αρχή της ισοδυναμίας μπορούμε μια σταθερή επιτάχυνση να την αντικαταστήσουμε από ένα
κατάλληλο βαρυτικό πεδίο. Αν ένας παρατηρητής επιταχύνεται ,προς μια κατεύθυνση έστω την
r, όπου στο στιγμιαίο σύστημα ηρεμίας, με το σύστημα ηρεμίας εννοούμε ένας παρατηρητής να
έχει σταθερή την μία του συντεταγμένη, έχει uµ = (c, 0, 0, 0) & aµ = (0, α, 0, 0), Θα λέμε ότι ο
παρατηρητής υπόκειται σε σταθερή βαρύτητα αν η α είναι χρονοανεξάρτητη. Για τον προσδιορισμό
της κοσμικής γραμμής του παρατηρητή έχουμε.

uµuµ = −c2 ⇒ −(u0)2 + (u1)2 = −c2 ⇒ u0 = c coshF (τ), u1 = c sinhF (τ)
aµ = cḞ (τ)(sinhF (τ), coshF (τ), 0, 0)
Εξ’ υποθέσεως η επιτάχυνση είναι σταθερή οπότε

aµaµ = α2 ⇒ c2Ḟ 2(− sinh2 F (τ) + cosh2 F (τ)) = c2Ḟ 2 ⇒ c2Ḟ 2 = α2 ⇒ F (τ) =
α

c
τ

uµ =
(
c cosh

(α
c
τ
)
, c sinh

(α
c
τ
)
, 0, 0

)
⇒

xµ =

(
c2

α
sinh

(α
c
τ
)
,
c2

α
cosh

(α
c
τ
)
, 0, 0

)
η κοσμική γραμμή του παρατηρητή (για σταθερή επιτάχυνση & xµ(τ = 0) = (0,

c2

α
, 0, 0))

ορίζει την υπερβολή.

ηµνx
µxν = −(x0)2 + (x1)2 =

c4

α2

Πρέπει να βρούμε έναν μετασχηματισμό ((x0, x1) → (ρ, η)) στον οποίο οι κοσμικές γραμμές των
επιταχυνόμενων παρατηρητών να χαρακτηρίζονται από σταθερή την ρ και η η να είναι ανάλογη
του ιδιοχρόνου. Οπότε καταλήγουμε στις σχέσεις αυτές η οποίες μας δίνουν την μετρική Rindler.

x0 = ρ sinh η
x1 = ρ cosh η

}
d⇒ dx0 = dρ sinh η + ρ cosh ηdη

dx1 = dρ cosh η + ρ sinh ηdη

}
⇒ ds2 = −

(
dx0)2 + (

dx1)2
ds2 = −dρ2 sinh2 η − ρ2 cosh2 ηdη2 − 2ρ cosh η sinh ηdηdρ+ dρ2 cosh2 η + ρ2 cosh2 ηdη2 + 2ρ cosh η sinh ηdηdρ

ds2 = dρ2(cosh2 η − sinh2 η)− ρ2dη2(cosh2 η − sinh2 η) = −ρ2dη2 + dρ2

ds2 = −ρ2dη2 + dρ2 (4.53)

gµν =

(
−ρ2 0
0 1

)
Μετρική Rindler (4.54)

Την μετρική Rindler μπορούμε να την θεωρήσουμε ως την μετρική των αντίστοιχων πολικών σε
Minkowski χώρο.

ds2 = r2dφ2 + dr2 (4.55)

gµν =

(
r2 0
0 1

)
Μετρική Πολικών (4.56)

Παρατηρούμε επιπλέον η μετρική δεν είναι ανεξάρτητη από των χωρόχρονο και περιγράφει μια
σταθερή επιτάχυνση και δεδομένου ότι η σταθερή επιτάχυνση περιγράφει ένα “ψεύτικο” βαρυτικό
πεδίο έχουμε, ωστόσο, από την αρχή της ισοδυναμίας, ότι ένας αδρανειακός παρατηρητής δεν
μπορεί να ξεχωρίσει το “ψεύτικο” βαρυτικό πεδίο και το γεγονός αυτό μας λέει ότι ένα ”πραγματι-
κό” βαρυτικό πεδίο μπορεί να περιγραφεί από συντεταγμένες που εξαρτώνται από τον χωρόχρονο.
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Σχήμα 4.1: Κώνος Φωτός σε
συντεταγμένες Rindler

Σχετικά με την συμπεριφορά των κώνων φωτός όταν εκφράζονται στις
συντεταγμένες (ρ, η) έχουμε ότι για αυτούς ισχύει ds2 = 0 οπότε προ-
κύπτει το σχήμα 4.1 Την μετρική Rindler μπορούμε να την θεωρή-
σουμε ως την μετρική των αντίστοιχων πολικών σε Minkowski χώ-
ρο.

ds2 = 0 ⇒ ρ2dη2 = dρ2 ⇒ dη = ±ρ−1dρ

Αυτή η σχέση περιγράφει τα εξερχόμενα (το ρ αυξάνει με το η) αντί-
στοιχα για τα εισερχόμενα (το ρ μειώνεται αυξανόμενου του η). Οι κώνοι
φωτός έχουν το ίδιο σχήμα με τους κώνους του Minkowski χώρου όταν το ρ = c αλλά οι κώνοι
ανοίγουν για ρ > c και γίνονται όλο και πιο στενοί όταν το ρ→ 0.

Θα εισαγάγουμε την μεταβλητή r̂ = r − rS η οποία μετράει την απόσταση μας από τον ορίζοντα.
Σε όρους της r̂ η μετρική γίνεται:

ds2 = −c2
(

r̂

r̂ + rS

)
dt2 +

(
r̂ + rS
r̂

)
dt2 + (r̂ + rS)

2(dθ2 + sin2 θdφ2)

Η επιλογή της r̂ έγινε διότι θέλουμε να προσεγγίσουμε την rS οπότε έχουμε.
r̂

r̂+rS
≈ r̂

rS
& r̂+rS

r̂ ≈ rS
r̂ & r̂2 ≈ 0 ⇒ r2 ≈ r2S

ds2 = −c2
(

r̂
r̂+rS

)
dt2 +

(
r̂+rS
r̂

)
dr̂2 + (r̂ + rS)

2(dθ2 + sin2 θdφ2)

dθ2 + sin2 θdφ2 ≈ dθ2 + θ2dφ2

⇒

ds2 = −c2 r̂
rS
dt2 +

rS
r̂
dr̂2 + r2S(dθ

2 + θ2dφ2)

Εισαγάγουμε νέες συντεταγμένες για (t, r) dρ2 =
rS
r̂
dr̂2 ⇒ ρ = 2

√
2rS r̂

ds2 = −c2 ρ
2

4r2S
dt2 + dρ2 + r2S(dθ

2 + θ2dφ2) = −ρ2dη2 + dρ2 + dζ2 + ζ2dφ2 Όπου., η =
ct

2rS
, ζ = rSθ,

gµν =


−ρ2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ζ2

Μετρική Rindler Για γεωμετρία Schwarzschild κοντά στην rS

Με αυτόν τον μετασχηματισμό η ιδιομορφία της μετρικής Schwarzschild χάνετε διότι για r = rS ⇒
ρ = 0 και πλέον κατανοούμε ότι αυτή η ιδιομορφία εμφανιζόταν λόγω του ότι κοντά στην rS οι
παρατηρητές δεν ήταν ακίνητοι αλλά ίσα ίσα που είχαν επιτάχυνση. Οπότε αυτή η επιτάχυνση
δημιουργεί μια φαινόμενη βαρύτητα η οποία διαστρεβλώνει την γεωμετρία για τους ίδιους τους
παρατηρητές. Οι παρατηρητές επίσης τείνοντας να μείνουν σε σταθερό r κινούνται ολοένα και πιο
κοντά στην ταχύτητα του φωτός κάτι που τους κάνει να χάνουν την πραγματικότητα.

4.3.2 Μελανές Οπές Schwarzschild

Η έννοια της Μελανής οπής θα γίνει παρακάτω κατανοητή. Ένα σώμα για να αποτελέσει μελανή
οπή πρέπει η ακτίνα Schwarzschild του να είναι συγκρίσιμη με την ακτίνα του σώματος ειδάλλως
δεν έχουμε ως αποτέλεσμα μια μελανή οπή. Τώρα εφόσον έχουμε πει ποια φυσική κρύβεται πίσω
από την ιδιομορφία rS θα κάνουνε κάποιους μετασχηματισμούς ώστε να την απαλείψουμε ώστε
να γίνει κατανοητή η φυσική που κρύβει η μετρική Schwarzschild. Θα ξεκινήσουμε ορίζοντας
της συντεταγμένες της χελώνας ή Regge-Wheeler, θα γίνει παρακάτω κατανοητός ο λόγος που
ονομάστηκαν έτσι.
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Συντεταγμένες της χελώνας

Θα ξεκινήσουμε από την μετρική Schwarzschild θα δούμε μια διαφορετική προσέγγιση της ιδιο-
μορφίας της μετρικής και τέλος θα εξαγάγουμε τον μετασχηματισμό των συντεταγμένων. Θεωρώ-
ντας τις θ & φ σταθερές θα κάνουμε το διάγραμμα r − t για φωτοειδής γεωδαισιακές.

ds2 = −
(
1− rS

r

)
dt2 +

(
1− rS

r

)−1

dr2 = 0 ⇒ dt2

dr2
=
(
1− rS

r

)−2

⇒ dt

dr
=
(
1− rS

r

)−1

Η οποία αποτελεί την κλίση του κώνου φωτός και για r = rS τείνει στο άπειρο οπότε οι κώνοι
φωτός σε αυτήν την ακτίνα εξαφανίζονται. Η σχέση αυτή μας υποδεικνύει πως η ταχύτητα dr

dt
τείνει στο μηδέν για φωτοειδείς γεωδαισιακές. Ήρθε η ώρα να ορίσουμε της συντεταγμένες της
χελώνας.

ds2 =
(
1− rS

r

)(
−c2dt2 +

(
1− rS

r

)−2

dr2
)
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

ορίζουμε την.

dr∗ =
(
1− rS

r

)−1

dr =
r

r − rS
dr =

r − rS + rS
r − rS

dr =(
1 +

rS
r − rS

)
dr = dr + rS

d( rrS − 1)
r
rS

− 1
= d

(
r + rSln

(
r

rS
+ 1

))
⇒

r∗ = r + rSln

(
r

rS
− 1

)
(4.57)

Επίσης μπορούμε να γράψουμε.
ct = ±r∗ + C, C μια αυθαίρετη σταθερά.

ds2 =
(
r − rS

r

) (
−c2dt2 + dr∗2

)
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (4.58)

gµν =


−c2

(
1− rS

r

)
0 0 0

0
(
1− rS

r

)
0 0

0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

Μετρική Schwarzschild Σε Συντεταγμένες της χελώνας

Την ονομασία την πήραν διότι καθώς η πλησιάζουμε την ακτίνα Schwarzschild συνεχώς επιβρα-
δύνουμε και τελικά η ταχύτητα καταλήγει στο μείον άπειρο άρα συνεχώς πηγαίνει και πιο αργά
όπως η πηγαίνει μια χελώνα.
Ο μετασχηματισμός αυτός ορίζεται για r > rS και για r = rS εκτινάσσεται στο άπειρο. Επίσης
παρατηρούμε ότι ο μετασχηματισμός αυτός μας απαλλάσσει από την ιδιομορφία και μας αποκα-
λύπτει την φυσική πίσω από αυτήν Όμως και αυτός ο μετασχηματισμός έχει πρόβλημα διότι η
ορίζουσα της μετρικής μηδενίζεται για r = rS οπότε δεν μπορούμε να ορίσουμε αντίστροφο.

Συντεταγμένες Eddington-Finkelstein & Ορίζοντας γεγονότων

Είναι φυσικό να εισάγουμε συντεταγμένες οι οποίες να είναι προσαρμοσμένες σε φωτοειδείς γεωδαι-
σιακές. Από της συντεταγμένες της χελώνας είπαμε πως μπορούμε να τις γράψουμε προσθέτοντας
μια σταθερά στον συγκεκριμένο μετασχηματισμό θα χρησιμοποιήσουμε αυτήν την σταθερά ώστε
να ορίσουμε τις καθυστερημένες και τις προχωρημένες χρονικές συντεταγμένες.

cu = ct− r∗ ≡ cu− & cv = ct+ r∗ ≡ cu+ (4.59)

Η προσπίπτουσα ακτινική φωτοειδής γεωδαισιακή (dr∗dt = −c) χαρακτηρίζεται από v = σταθ και
η εξερχόμενη ακτινική φωτοειδής γεωδαισιακή (dr∗dt = c) χαρακτηρίζεται από u = σταθ. Τώρα θα
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περάσουμε στις συντεταγμένες Eddington-Finkelstein για εισερχόμενο (cv = ct+ r∗) και εξερχόμενο
σωματίδιο (cu = ct− r∗).

cdu+ dr∗ = cdt
cdv − dr∗ = cdt

}
(cdt)2⇒

c2dt2 = c2du2 + dr∗2 + 2cdudr∗

c2dt2 = c2dv2 + dr∗2 − 2cdvdr∗

ds2 =
(
1− rS

r

) (
−c2dt2 + dr∗2

)
⇒ ds2 =

(
1− rS

r

) (
−c2du2± ∓ 2cdu±dr

∗)
ds2 =

(
1− rS

r

) (
−c2du2± ∓ 2cdu±dr

∗)+ r2dΩ

dr =
(
1− rS

r

)
dr∗

}
⇒

ds2 = −
(
1− rS

r

)
c2du2± ∓ 2cdu±dr + r2dΩ (4.60)

gµν =


−c2

(
1− rS

r

)
∓c 0 0

∓c 0 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

Μετρική Schwarzschild Σε Συντεταγμένες Eddington-Finkelstein.

Αυτή η μετρική εκτός της απαλλαγής της από την ιδιομορφία για r = rS έχει και μη μηδενική
ορίζουσα οπότε μπορεί να οριστεί ο αντίστροφός. Από την κλίση των κώνων φωτός γίνεται φα-
νερή πλέον η κακή επιλογή των συντεταγμένων Schwarzschild οι οποίες έδιναν μια επιπλέον
ιδιομορφία.

ds2 = −
(
1− rS

r

)
c2du2± ∓ 2cdu±dr = 0 ⇒ −

(
1− rS

r

)
c2du2± = ±2cdu±dr ⇒

d(cu±)

dr
= ∓2

(
1− rS

r

)−1

Σχήμα 4.2: Διάγραμμα v − r.
Δείχνει την συμπεριφορά των κώνων
φωτός για εισερχόμενο παρατηρητή.

Παρατηρούμε ότι η λύση αυτών των εξισώσεων δίνει

d(cu±)

dr
= ∓2

(
1− rS

r

)−1

⇒ cv = 2r∗ + C ⇒ cv = ct− r∗ = C

Άρα οι κώνοι δεν αναδιπλώνουν οπότε ορίζουν μια επιφάνεια. Διό-
τι η μια πλευρά του κώνου μένει οριζόντια για (v = σταθ) και η
άλλη γίνεται κάθετη ( dvdr

∣∣
r=rS

= ∞) με τα κοίλα προς την άλλη
πλευρά. Ειδικότερα, πέρα από την ακτίνα Schwarzschild όλες
οι μελλοντικός κατευθυνόμενες διαδρομές, εκείνες που κατευθύ-
νονται προς τα εμπρός του κώνου φωτός, πρέπει να κινηθούν
προς την κατεύθυνση μειούμενης της r : Σαφώς οι εισερχόμενες
φωτοειδείς γεωδαισιακές κινούνται προς την κατεύθυνση προς μι-
κρότερες τιμές της r, αλλά αυτές για r > rS πηγαίνουν προς τα
έξω ( drdv

∣∣
r<rS

< 0 και δεν υπάρχει τρόπος να γυρίσουν πίσω σε μεγαλύτερες τιμές της r, όχι μόνο
σε γεωδαισιακή άλλα ακόμα και με μεγάλη επιτάχυνση!.
Ωστόσο, ακόμα και αν τοπικά κοντά στην rS η φυσική δεν παρουσιάζει κάποια περίεργη συμπερι-
φορά, συνολικά η επιφάνεια r = rS είναι πολύ σημαντική γιατί είναι ένα σημείο χωρίς επιστροφή.
Αν κάποιος περάσει την ακτίνα Schwarzschild γι’ αυτόν δεν υπάρχει επιστροφή. Αυτή η επιφά-
νεια ονομάζεται ορίζοντας γεγονότων. Σημειώνεται ότι είναι μια φωτοειδής επιφάνεια, ειδικότερα,
αν κάποιος περάσει τον ορίζοντα γεγονότων πρέπει να ταξιδεύει με την ταχύτητα του φωτός
για να παραμείνει εκεί και να μην αναγκαστεί να κινηθεί προς το r = 0. Σημειώνεται ότι επειδή
ισχύει cv = ct + r∗ και το r∗

r→rS−→ −∞ για σταθερή cv πρέπει ο χρόνος t → ∞. Άρα η νέα πε-
ριοχή για r < rS είναι κατά κάποιον τρόπο μια μελλοντική επέκταση του αρχικού χωρόχρονου
Schwarzschild. Επίσης πλέον είναι φανερό ότι οτιδήποτε ξεπεράσει, ακόμα και το φως πόσο
μάλλον οτιδήποτε άλλο, αυτήν την ακτίνα δεν υπάρχει τρόπος να ξεφύγει από την περιοχή που
ορίζεται για r < rS . Το γεγονός ότι είναι αδύνατη η επιστροφή, ακόμα και του φωτός, από αυτήν
την περιοχή έδωσε το όνομα Μελανές οπές διότι “φαίνονται” μαύρες.
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Συντεταγμένες Kruskal-Szekeres

Με την αλλαγή σε συντεταγμένες Eddington-Finkelstein μελετήσαμε μια περιοχή του χωρόχρο-
νου αλλά αυτό έγινε μόνο για φωτοειδής γεωδαισιακές. Τώρα θα εξερευνήσουμε τον χωρόχρονο
από χωροειδείς γεωδαισιακές. Μια ιδέα είναι να χρησιμοποιήσουμε, ταυτόχρονα τις συντεταγμένες
Eddington-Finkelstein, (u, v) αντί των (t, r), με αυτήν την επιλογή έχουμε.

cdu+ dr∗ = cdt
cdv − dr∗ = cdt

}
+⇒
−

4dt2 = du2 + dv2 + 2dudv
4
c2 dr

∗2 = dv2 + dv2 − 2dvdu
ds2 =

(
1− rS

r

) (
−c2dt2 + dr∗2

)
⇒ ds2 = −c2

(
1− rS

r

)
dudv (4.61)

Όμως σε αυτές τις συντεταγμένες ο ορίζοντας είναι μακριά, για u = ∞ & v = −∞, οπότε ορίζουμε
νέες συντεταγμένες

U = −e−
u

2rS & V = e
v

2rS

c
v − u

rS
=

r

rS
+ ln

(
r

rS
− 1

)
1− r

rS
=
rS
r

(
r

rS
− 1

)
=
rS
r
e
− r

rS e
c v−u

rS

ds2 =
4r3S
r e

− r
rS

1
2rS

ce
c v
rS dv(− 1

2rS
ce
c v
rS du) + r2dΩ

dU = −(− 1
2rS

ce
c v
rS du) & V = 1

2rS
ce
c v
rS dv

}
⇒ ds2 = −4r3S

r
dUdV + r2dΩ

UV = −e
c(v−u)

2rS = −e−
r∗
rS = −e

r
rS

(
r

rS
− 1

)
& U

V
= −e−

c(v+u)
2rS = −e−

ct
rS

Τελικά θα κάνουμε έναν ακόμα μετασχηματισμό από τις φωτοειδής συντεταγμένες (U, V ) σε χρο-
νοειδείς και χωροειδείς συντεταγμένες

U = cT −X & V = cT +X ⇒ cT =
1

2
(V + U) & X =

1

2
(V − U) (4.62)

dU = cdT − dX
dV = cdT + dX

}
dUdV⇒

dUdV = c2T 2 −X2

ds2 = −4r3S
r dUdV + r2dΩ

}
⇒ ds2 = −4r3S

r

(
c2T 2 −X2

)
+ r2dΩ (4.63)

c2T 2 −X2 =
1

4
(U2 + V 2 + 2UV − U2 − V 2 + 2UV ) = UV = −e

c(v−u)
2rS = −e

r
rS

(
r

rS
− 1

)
X(t, r) = e

r
2rS

√
r

rS
− 1 cosh

(
ct

2rS

)
(4.64)

cT (t, r) = e
r

2rS

√
r

rS
− 1 sinh

(
ct

2rS

)
(4.65)

Διάγραμμα Kruskal

Με τις νέες συντεταγμένες η μετρική δεν έχει καμία, μη πραγματική, ιδιομορφία για κανένα σημείο
του χωρόχρονου. Οπότε μπορούμε να γενικεύσουμε τον χωρόχρονο Schwarzschild. Εφόσον η μόνη
ιδιομορφία εμφανίζεται για r = 0 θα μελετήσουμε την γεωμετρία γύρω από αυτήν όπου.

r = 0 : c2T 2 −X2 = 1 ⇒ cT = ±
√
1 +X2

Η γεωμετρία είναι όντως προβληματική για r = 0. Παρόλα αυτά έχουμε ότι η μετρική είναι ομαλή
για οποιαδήποτε τιμή του r θα υποθέσουμε τον περιορισμό r > 0 για τις συντεταγμένες (cT,X)
οπότε c2T 2 − X2 < 1. Συμπεριλαμβανομένου αυτού του περιορισμού θα ορίσουμε το διάγραμμα
Kruskal, το οποίο έχει τις εξής ιδιότητες.

i) Οι φωτοειδέις γεωδαισιακές είναι διαγώνιες (X = ±cT + σταθ.) όπως στον χώρο Minkowski.

ii) Ο ορίζοντας σε δύο ευθείες γραμμές X = ±cT .



4.3 Λύση εξίσωσης EinStein 55
iii) Οι καμπύλες με σταθερό r είναι υπερβολές.

iv) Οι υπερβολές για r < rS γεμίζουν τις περιοχές I, II και για r > rS γεμίζουν τις περιοχές
III, IV .

v) Η ιδιομορφία δίνεται από τα δύο φύλλα της υπερβολής cT = ±
√
1 +X2.

vi) Στις περιοχές II, IV οι κοσμικές γραμμές είναι χωροειδείς.

vii) Οι γραμμές με σταθερό χρόνο t είναι ευθείες γραμμές και όπου cT (t, r) = coth
(
ct
2rS

)
X(t, r).

viii) Οι συντεταγμένες E -F καλύπτουν τις περιοχές I, II οι (v, r) και III, IV οι (u, r) αντίστοιχα.

ix) Η περιοχή III πρωτοεμφανίζεται και και διαχωρίζεται από την I κατά μια χωροειδή από-
σταση.

Παρατηρητές στην περιοχή I μπορούν να λαμβάνουν σήματα από την περιοχή IV και να στέλνουν
στην περιοχή II . Ένας παρατηρητής που θα βρεθεί στην περιοχή II είναι καταδικασμένος να
πέσει στην r = 0 καθώς επίσης γεγονότα τα οποία λαμβάνουν χώρα σε αυτήν την περιοχή δεν
παρατηρούνται δηλαδή σε αυτήν την περιοχή βρίσκεται η μελανή οπή.

Σχήμα 4.3: Διάγραμμα Kruskal

Μια ενδιαφέρουσα ιδιότητα των συντε-
ταγμένων Kruskal είναι ότι παρόλο που
ξεκινήσαμε με μια στατική γεωμετρία εμ-
φανίζουν δυναμικές ιδιότητες. Οι ιδιότη-
τες αυτές εμφανίζονται μόνο στις περιο-
χές I, III η εξερεύνηση των χωροειδών γε-
ωδαισιακών μας αποκαλύπτει συνεχόμενη
βαρυτική κατάρρευση προς την περιοχή
II η οποία είναι μια δυναμική ιδιότητά Η
απώλεια της στατικότητας εξηγείται διό-
τι το χρονικό διανυσματικό πεδίο killing
στην περιοχή I εκφρασμένο στις συντε-
ταγμένες Kruskal γίνεται φωτοειδές στον
ορίζοντα και χωροειδές στην περιοχή II .
Όντως παρατηρούμε πως ο μετασχηματι-
σμός (t, r)→(t+ t0, r) οδηγεί.

U → e
− ct0

2rS U & V → e
ct0
2rS V

Όπου αυτός ο μετασχηματισμός αφήνει συνολικά την μετρική αναλλοίωτη διότι έχουμε όρους dUdV
και η ακτίνα r ∼ UV . Τα διανύσματα killing προκύπτουν από τον μετασχηματισμό t→ t+ t0.

U → U ′ = e
− c(t+t0)

2rS = e
− ct0

2rS U ≈ (1− ct0
2rS

)U ⇒ δU = − ct0
2rS

U

V → V ′ = e
c(t+t0)

2rS = e
ct0
2rS V ≈ (1− ct0

2rS
)V ⇒ δV = ct0

2rS
V

 kµ = cV ∂V −U∂U
2rS

= cX∂T+T∂X
2rS

kµkµ = rS
r
e
− r

rS

(
c2T 2 −X2

) (4.66)

Από όπου προκύπτουν για την περιοχή I .

kµkµ = rS
r e

− r
rS

(
c2T 2 −X2

)
c2T 2 −X2 = −

(
r
rS

− 1
)
e

r
rS

}
⇒ kµkµ = −

(
1− rS

r

)
Όπου αποτελεί το χρονικό διάνυσμα killing για την γεωμετρία Schwarzschild.
Για την περιοχή II έχουμε ήδη παρατηρήσει πως είναι χωροειδής.
Για τον ορίζοντα r = rS .

kµkµ = rS
r e

− r
rS

(
c2T 2 −X2

)
c2T 2 −X2 = −

(
r
rS

− 1
)
e

r
rS

}
⇒ kµkµ = 0
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Ορίζοντας killing και Επιφανειακή Βαρύτητα

Γενικά αν ένα διανυσματικό πεδίο killing είναι φωτοειδές κατά μήκος μιας φωτοειδούς υπερε-
πιφάνειας Σ λέμε ότι η Σ είναι Ορίζοντας killing του διανυσματικού πεδίου killing. Πρέπει να
επισημάνουμε ότι το διανυσματικό πεδίο πρέπει να είναι κάθετο στην Σ διότι μια φωτοειδής
επιφάνεια δεν μπορεί να έχει δύο γραμμικός ανεξάρτητα εφαπτόμενα διανύσματα. Σε αυτό το
σημείο πρέπει να διαχωρίσουμε τις έννοιες ορίζοντας γεγονότων και ορίζοντας killing οι οποίες
είναι ανεξάρτητες αλλά, για στατικές γεωμετρίες, όπως η Schwarzschild, στις οποίες υπάρχει η
συμμετρία της χρονικής μετατόπισης, συνδέονται στενά. Θα προσθέσουμε μερικές συνθήκες για τις
οποίες αυτές οι δύο έννοιες συνδέονται. Κάθε ορίζοντας γεγονότων ο οποίος είναι σταθερός και
βρίσκεται σε ασυμπτωτικά επίπεδο χωρόχρονο είναι και ορίζοντας killing για ένα διανυσματικό
πεδίο το οποίο είναι φωτοειδές. Ειδικότερα αν ο χωρόχρονος είναι στατικός τότε το διανυσματικό
πεδίο είναι ∂t. Είναι σημαντικό να σημειώσουμε πως αν έχουμε έναν ορίζοντα killing τότε αυτό
δεν συνεπάγεται ότι θα έχουμε είτε σταθερό είτε στατικό ορίζοντα γεγονότων ένα παράδειγμα θα
μας πείσει για αυτό.

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2

Lkgtt = ∂xkx = 0
Lkgtt = ∂tkt = 0

Lkgtx = ∂tkx + ∂xkt = 0

⇒
kx = f(t)
kt = g(x)

∂tf(t) + ∂xg(x) = 0

⇒
kx = t
kt = −x

kµ = kτ∂τ = gµνkν∂µ

⇒

kµ = gtνkν∂µ + gxνkν∂µ = −ckt∂t + 1kx∂x = −1

c
(−x)∂t + t∂x = c(x∂t + ct∂x)

kµkµ = c2(−x2 + c2t2) = 0 ⇒ x = ±ct

Όπου έχουμε ορίζοντα killing αλλά ούτε λόγος για ορίζοντα γεγονότων.
Σε κάθε ορίζοντα killing μπορούμε να συσχετίσουμε μια ποσότητα η οποία ονομάζεται επιφα-
νειακή βαρύτητα. Υποθέτουμε ένα διάνυσμα killing kµ σε έναν ορίζοντα killing Σ. Έχουμε ένα
διάνυσμα lµ κάθετο στον Σ, δηλαδή ισχύει lµ∇µl

ρ = 0, λόγω του ότι το kµ είναι συγγραμμικό του
lµ έχουμε kµ = flµ.

kτ∇τk
µ = kτ∇τ (fl

µ) = kτ (∂τf)l
µ + f2lτ∇τ l

µ︸ ︷︷ ︸
=0

= kτ
1

f
(∂τf)k

µ = kτ (∂τ ln |f |)kµ = κkµ (4.67)

Η ποσότητα κ ονομάζεται επιφανειακή βαρύτητα

Για να δούμε όμως τι είναι η επιφανειακή βαρύτητα. Για στατικό, ασυμπτωτικά επίπεδο χωρόχρονο
αν υποθέσουμε ένα σωματίδιο μάζας m το οποίο βρίσκεται επάνω στην τροχιά ενός διανύσματος
killing σε ηρεμία όπου για να γίνει διαισθητικά κατανοητό υποθέτουμε ότι βρίσκεται επάνω σε
μια άμαζη, ανελαστική, κλωστή την οποία την κρατάει ένας παρατηρητής ο οποίος βρίσκεται πολύ
μακριά, πρακτικά στο άπειρο. Έστω ότι η F δύναμη ανά μονάδα μάζας, η τάση της κλωστής εδώ,
την οποία μετράμε στο άπειρο. Η F → κ όσο οι τροχιές πλησιάζουν όλο και πιο κοντά στον
ορίζοντα killing. Άρα η επιφανειακή βαρύτητα είναι η δύναμη η οποία απαιτείται στο άπειρο
ώστε να κρατήσει ένα σωματίδιο με μάζα m σε ηρεμία επάνω στην τροχιά του διανύσματος killing
κοντά στον ορίζοντα killing.
Στο σημείο αυτό καλό είναι να δούμε που δεν ορίζεται η επιφανειακή βαρύτητα. Από τον ορισμό της
επιφανειακής βαρύτητας για την γεωμετρία Schwarzschild στις συντεταγμένες Kruskal-Szekeres
υπάρχει πρόβλημα όταν UV = 0 όταν U = 0 & V = 0 διότι το διάνυσμα killing μηδενίζεται,
k ∼ V ∂V − U∂U . Ας δούμε όμως τι συμβαίνει και υπάρχει αυτό το πρόβλημα. Έχουμε

U = −e−c
u

2rS = 0 ⇒ e
−c
2rS

(
t−r−rS ln

(
r
rS

−1
))

= 0 ⇒ ln
(
r

rS
− 1

)
→ −∞ ⇒ r → rS

V = e
c v
2rS = 0 ⇒ e

c
2rS

(
r+rS ln

(
r
rS

−1
)
−t

)
= 0 ⇒ ln

(
r

rS
− 1

)
→ −∞ ⇒ r → rS

Όπου ορίζεται μια σφαιρική επιφάνεια ακτίνας rS αυτήν την σφαίρα την ονομάζουμε σφαίρα
διακλάδωσης, του ορίζοντα killing για την γεωμετρία Schwarzschild, διότι διακλαδώνονται οι
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συντεταγμένες U, V . Εφόσον το διάνυσμα killing εξαφανίζεται αυτή η σφαίρα παραμένει αναλλοί-
ωτη κάτω από χρονικές μετατοπίσεις.
Τώρα από την ερμηνεία της κ = F (r → ∞) = α έχουμε ότι είναι η επιτάχυνση ενός στατικού
σωματιδίου, μάζας m, κοντά στον ορίζοντα όπως μετράται από έναν παρατηρητή στο άπειρο.
Στατικός όμως σημαίνει πως η τετραταχύτητα είναι ανάλογη του διανύσματος killing της χρονικής
μετατόπισης άρα.

kµ = vuµ ⇒ kµkµ = vuµvuµ = v2(−c2) ⇒ v =
1

c

√
−kµkµ ⇒ uτ =

ckτ√
−kµkµ

uτ = ckτ√
−kµkµ

aµ = uτ∇τu
µ

}
⇒

ckτ

(−kνkν)∇τk
µ + ckµkτ

(−kνkν)
1
2
∇τ (−kµkµ)−

1
2

∇τg
µρ = 0

}
⇒

ckτ

(−kµkµ)g
µρ∇τkρ − 2ckµkτ

2(−kνkν)−2∇τkµ

Lkgτµ = ∇τkµ +∇µkτ = 0

−ckτ
−kνkν ∇

µkτ − 2kµkτ

2(−kνkν)−2∇τkµ

2kµkτ∇τkµ = kµkτ (∇τkµ +∇µkτ )

}
⇒

c∂µ(kτk
τ )

2kτkτ

v2 = −kτk
τ

c2

}
⇒

c
2v2 ∂

µ(v2)
∂µg
g = ∂µ ln |g| ⇒

aµ = c∂µ ln
(
−k

τkτ
c2

) 1
2

= c∂µ ln v (4.68)

α =
√
aµaµ = c

√
∂µ ln v∂µ ln v = cv−1

√
∂µv∂µv (4.69)

Από το θεώρημα του Frobenius έχουμε ότι, διότι k κάθετο στην επιφάνεια Σ, ισχύει.

k[µ∇νkρ] =
1

3!
(kµ∇νkρ − kµ∇ρkν + kρ∇µkν − kν∇µkρ + kν∇ρkµ + kρ∇νkµ)

1

3
(kµ∇νkρ + kρ∇µkν + kν∇ρkµ) = 0 ⇒ kµ∇νkρ − kρ∇νkµ + kν∇ρkµ = 0

∇νkρ⇒

kµ∇νkρ∇νkρ −∇νkρkρ∇νkµ +∇νkρkν∇ρkµ = 0
∇νkρ=−∇ρkν=⇒

kµ∇νkρ∇νkρ = −2kν∇νkρ∇ρkµ = −2κkρ∇ρkµ = −2κκkµ = −2κ2kµ ⇒ kµ
(
∇νkρ∇νkρ + 2κ2

)
= 0 ⇒

κ2 = −1

2
∇νkρ∇νkρ (4.70)

Ας κάνουμε μερικούς υπολογισμούς για την επιφανειακή βαρύτητα σε γεωμετρία Schwarzschild
που γνωρίζουμε πως είναι μια στατική γεωμετρία.

kµ = (1, 0, 0, 0) uµ =

((
1− rS

r

)− 1
2

, 0, 0, 0

)
v =

√
−kµkµ =

√
−kµkνgµν = c

(
1− rS

r

) 1
2

aµ = c∂µ ln v =
c

2

(
1− rS

r

)−1 (
−rS
r2

)
∂µr ⇒ α2 = aµa

µ = aµaνg
µν =

c

2

(
1− rS

r

)−1 (rS
r2

)
c

2

(
1− rS

r

)−1 (rS
r2

)
grr ⇒ α = (aµa

µ)
1
2 =

crS
2r2

(
1− rS

r

)−1 (
1− rS

r

) 1
2 ⇒ αv =

crS
2r2

Όπου έχουμε πως ασυμπτωτικά η επιφανειακή βαρύτητα για r = rS είναι κ = vα.

κ = αv =
crS
2r2

∣∣∣
r=rS

=
c

2rS
=

c3

4GM

Αφού υπολογίσαμε πόση είναι η επιφανειακή βαρύτητα για την μελανή οπή Schwarzschild. Θα
δούμε πως η γεωμετρία κοντά στον ορίζοντα γεγονότων, σε αυτήν την περίπτωση ταυτίζεται με τον
killing, περιγράφεται από τις συντεταγμένες Rindler και το πως συνδέεται η σταθερή επιτάχυνση
με την επιφανειακή βαρύτητα και αργότερα με την θερμοκρασία. Παρατηρούμε πως η μετρική
Rindler έχει μια ιδιομορφία για ρ = 0 αλλά τώρα θα αποδείξουμε πως αυτή είναι λόγω κακής
επιλογής συντεταγμένων και όχι πραγματική ιδιομορφία, η απόδειξη θα γίνει χρησιμοποιώντας
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συντεταγμένες τύπου Kruskal.

ds2 = −ρ2dη2 + dρ2 + r2SdΩ = −k2dt2 + dρ2 +
c2

4k2
dΩ

U ′ = −ρe−η
V ′ = ρeη

}
d⇒ dU ′ = −dρe−η + ρe−ηdη

dV ′ = dρeη + ρeηdη

}
⇒ eηdU ′ = −dρ+ ρdη

e−ηdV ′ = dρ+ ρdη

}
⇒ dV ′dU ′ = ρ2dη2 − dρ2

U ′ = cT −X
V ′ = cT +X

}
d⇒ dU ′ = cdT − dX

dV ′ = cdT + dX

}
⇒ dU ′dV ′ = −c2dT 2 + dX2

Θεωρούμε μια μετατόπιση στον χρόνο t→ t+ t0 οπότε παίρνουμε η → η + η0.

U ′ → Û ′ = ρe−(η+η0) = ρe−ηe−η0 = U ′e−η0 ≈ (1− η0 + . . . )U ′ ⇒ δU ′ = −η0U ′

V ′ → V̂ ′ = ρe(η+η0) = ρeηeη0 = V ′eη0 ≈ (1 + η0 + . . . )V ′ ⇒ δV ′ = η0V
′

kµ = κ (V ′∂V ′ − U ′∂U ′) ⇒ kµkµ = κ2(V ′2 gV ′V ′︸ ︷︷ ︸
=0

−V ′U ′ gV ′U ′︸ ︷︷ ︸
=− 1

2

−U ′V ′ gU ′V ′︸ ︷︷ ︸
=− 1

2

+U ′2 gU ′U ′︸ ︷︷ ︸
=0

) = −η20ρ2 ⇒

kµkµ = −κ2ρ2 = −(κρ)2

aµ = c∂µ ln
(
−kτkτ

c2

) 1
2

⇒ aµ = c∂µ ln
(κρ
c

)
= c

c

κρ

κ

c
∂µρ = c

1

ρ
δµρ

aµaµ =
c2

ρ2
⇒ α =

√
aµaµ =

c

ρ

Για να δούμε πως συνδέονται όλες αυτές οι ποσότητες πρέπει να διερευνήσουμε τι διεργασίες
συμβαίνουν κοντά σε μια μελανή οπή. Για τον λόγο αυτό θα πρέπει να δούμε τα κβαντικά φαινόμενα
τα οποία λαμβάνουν χώρα στην περιοχή αυτή.

Σύμμορφοι Μετασχηματισμοί και Διάγραμμα Penrose

Πριν προχωρήσουμε στην κβαντική θεωρία πεδίου ας δούμε τις περιοχές του χωρόχρονου στις
οποίες θα μελετήσουμε τα κβαντικά φαινόμενα. Σύμμορφος χαρακτηρίζεται ένας μετασχηματισμός
ο οποίος διατηρεί τις γωνίες αλλά μεταβάλλει το μέγεθος, είτε μειώνει είτε αυξάνει, της ποσότητας
στην οποία κάνουμε τον μετασχηματισμό, στην περίπτωσή μας η μετρική. Θα υποθέσουμε ομαλή,
C∞, και υπερβολική ψευδο-Riemannian, gµν = (−,+,+,+), πολλαπλότητα του χωρόχρονου οι
δύο αυτές απαιτήσεις μας εξασφαλίζουν την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων και την ύπαρξη
υπερεπιφανειών Cauchy οι οποίες ορίζουν των χώρο γύρω από την μελανή οπή.

Ορισμός 4.3.1. Υπερεπιφάνεια Cauchy
Μια υπερεπιφάνεια Cauchy είναι ένα στιγμιαίο επίπεδο στον χωρόχρονο. Χαρακτηριστικό της
οποίας είναι ότι μας δίνει τις αρχικές συνθήκες του επίπεδου και καθορίζει μοναδικά το μέλλον
και το παρελθόν. Μαθηματικώς περιγράφεται από ένα υποσύνολο του χωρόχρονου τα σημεία του
οποίου δεν επικαλύπτονται από καμία χρονοειδή ή φωτοειδή καμπύλη.

gµν → g̃µν = Ω2(x)gµν

ds2 = −c2dt2 + dx2 2-D Minkowski ⇒
{
u = ct− x
v = ct+ x

}
⇒ ds2 = dudv{

u′ = 2
tanu u′ ≤ −π

v = 2
tanu v ≤ π

}
⇒ ds2 =

1

4 cos2 u′

2 cos2 v′2
du′dv′ ⇒ Ω2 =

1

4 cos2 u′

2 cos2 v′2
ds′2 = du′dv′

Ο Σύμμορφος αυτός μετασχηματισμός άφησε αναλλοίωτη την γεωμετρία η μόνη αλλαγή που επήλ-
θε είναι η συρρίκνωση του άπειρου στις συνοριακές γραμμές, (u, v), οι οποίες εμφανίζονται στο
διάγραμμα. Στο διάγραμμα αυτό εμφανίζονται κάποια σημαντικά χαρακτηριστικά πρώτα από όλα
οι φωτοειδείς καμπύλες σχηματίζουν γωνία π

4 , οι φωτοειδείς καμπύλες τερματίζουν στις συνοριακές
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γραμμές I ± οι οποίες ορίζουν το µελλοντικό, +, και παρελθοντικό, -, ϕωτοειδές άπειρο. Επίσης
ασυμπτωτικά οι χρονοειδής καμπύλες τερματίζουν στο i+ (χρονοειδές άπειρο) ενώ οι χωροειδείς
στο i0(χωροειδές άπειρο).

Σχήμα 4.4: Διάγραμμα Penrose για
Minkowski

Στην περίπτωση της 4 − D μετρικής Minkowski έχουμε ότι τα
φωτοειδή άπειρα είναι 3−D φωτοειδείς επιφάνειες και κάθε σημείο
του χωρόχρονου περιγράφεται από μια 2 − D σφαίρα εκτός από
το i0.
Μια χρονοειδής καμπύλη μπορεί ασυμπτωτικά να είναι φωτοει-
δής, π.χ. ένα σωματίδιο το οποίο υπόκειται σε συνεχόμενη σταθε-
ρή επιτάχυνση, πλησιάζοντας την ταχύτητα του φωτός καθώς ο
χρόνος τείνει στο άπειρο. Ανάλογα έχουμε το διάγραμμα Penrose
για την μετρική Schwarzschild σε συντεταγμένες Kruskal.

ds′2 = −rS
r
e−

r3S
r du′dv′ + r2dΩ

Το παρελθόν και το μέλλον περιγράφονται από τις ευθείες που
ισχύει r = 0.

Σχήμα 4.5: Διάγραμμα Penrose για Kruskal
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Κεφάλαιο 5

Κβαντική Θεωρία Πεδίου

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε κάποιες διεργασίες οι οποίες λαμβάνουν χώρα στον καμπυ-
λωμένο χωρόχρονο. Θα δούμε πως συμπεριφέρονται κβαντισμένα πεδία (σωματίδια) στον καμπυ-
λωμένο χωρόχρονο, δηλαδή παρουσία βαρυτικού πεδίου, όπως κοντά στον ορίζοντα γεγονότων
μιας μελανής οπής. Είναι γνωστό πως δεν υπάρχει κάποια ενιαία θεωρία για την κβάντωση του
βαρυτικού πεδίου αλλά η κβάντωση των άλλων πεδίων παρουσία του βαρυτικού πεδίου δίνει κομ-
ψά αποτελέσματα. Πριν ξεκινήσουμε με την κβάντωση των πεδίων θα χειριστούμε κλασικά πεδία
τα οποία θα κβαντώσουμε. Ως συνέπεια αυτών θα δούμε την κβάντωση των πεδίων σε επίπεδο
χωρόχρονο και ύστερα θα γενικεύσουμε σε καμπυλωμένο χωρόχρονο

5.1 Αξιώματα της Κβαντομηχανικής

Για αρχή θα δούμε τα αξιώματα της κβαντομηχανικής και στην συνέχεια μέσω αυτών θα προκύψει
η κβαντική θεωρία για τα πεδία.

i) Περιγραφή Της κατάστασης:
Όλες οι φυσικές καταστάσεις ενός κβαντικού συστήματος περιγράφονται μαθηματικά από ένα σύνολο
από αριθμήσιμες ποσότητες pk:

∑
k
pk = 1, και από μοναδιαία διανύσματα |Ψ(x; t)〉 στο χώρο Hilbert H

ii) Μετρήσιμες Ποσότητες:
Οι μετρήσιμες ποσότητες στην Κβαντομηχανική περιγράφονται από αυτοσυζυγείς (Hermitian) τελεστές
που δρουν στον χώρο των καταστάσεων, δηλαδή στον χώρο Hilbert H

iii) Μετρήσεις Παρατηρούμενων Ποσοτήτων:
Οι πιθανές τιμές των παρατηρήσιμων μεγεθών που μετρώνται δίνονται από την μέση τιμή του αυτοσυ-
ζυγούς (Hermitian) τελεστή που τις περιγράφει.

〈A〉 =
∑
i

aipi

iv) Η Δυναμική του συστήματος
Η Καταστάσεις του συστήματος που εξελίσσονται στον χρόνο υπακούουν στην εξίσωση.

d

dt
|Ψ(x; t)〉 = 1

i~
H |Ψ(x; t)〉

v) Αδυναμία Διάκρισης Των σωματιδίων:
Τα σωματίδια των οποίων οι κυματοσυναρτήσεις είναι άρτιες στην εναλλαγή ονομάζονται BoSonS και
τα σωματίδια των οποίων οι κυματοσυναρτήσεις είναι περιττές στην εναλλαγή ονομάζονται FermionS
και υπακούν τις εξής μεταθετικές και αντιμεταθετικές σχέσεις αντίστοιχα.

[Ψ̂1, Ψ̂2] = Ψ̂1Ψ̂2 − Ψ̂2Ψ̂1 = 0 {Ψ̂1, Ψ̂2} = Ψ̂1Ψ̂2 + Ψ̂2Ψ̂1 = 0
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5.1.1 Χώρος Hilbert

Τώρα θα ορίσουμε των χώρο Hilbert H των κβαντικών καταστάσεων. Όπως είπαμε κάθε κβαντι-
κή κατάσταση περιγράφεται από ένα μοναδιαίο διάνυσμα σε αυτών τον μιγαδικό διανυσματικό
χώρο. Έχουμε συζητήσει σχετικά με τους διανυσματικούς χώρους έναν τέτοιο θα αποτελέσει και
ο Hilbert.

H = {|ψ1〉, |ψ2〉, ..., |ψn〉}
όπου |ψ1〉 αποτελούν τα διανύσματα (ket) και τα 〈ψ1| τα δυικά διανύσματα (bra). Τα οποία ορίζουν

H ∗ = {〈ψ1|, 〈ψ2|, ..., 〈ψn|}

Μεταξύ των διανυσμάτων (ή των δυικών διανυσμάτων) ορίζεται το τανυστικό γινόμενο .

|ψ1, ψ2, ...ψn〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ ...⊗ |ψn〉

και μεταξύ των διανυσμάτων και των δυικών τους ορίζεται το εσωτερικό γινόμενο

〈ψ2|ψ1〉 ≥ 0 ίσο με 0 ⇔ |ψ1〉 = 0 ή 〈ψ2| = 0 ή |ψ1〉 ⊥ 〈ψ2|

5.1.2 Κβαντικός Αρμονικός Ταλαντωτής - BoSonS

Ένα χαρακτηριστικό και πολύ σημαντικό δυναμικό της κβαντομηχανικής είναι αυτό του αρμονικού
ταλαντωτή. Όπου από το θεώρημα του Taylor μπορούμε να υποθέσουμε πως κάθε δυναμικό το
οποίο έχει ακρότατο μπορεί να προσεγγιστεί από το δυναμικό αυτό

Απόδειξη. Έστω F μια αναλυτική συνάρτηση με ακρότατο στο x0. Από το θεώρημα Taylor έχουμε.

F (x) ≈
a︷ ︸︸ ︷

F (x0)+
1
1!

=0︷ ︸︸ ︷
∂x F (x)|x=x0

(x− x0) +
1
2!

k︷ ︸︸ ︷
∂2x F (x)|x=x0

(x− x0)
2 = a+ 1

2!k(x− x0)
2

Η εξίσωση Schrödinger στην μια διάσταση έχει την μορφή.

H |ψ〉 =
[
p̂2x
2m

+
1

2
kx2
]
|ψ〉 =

[
− ~2

2m

∂2

∂x2
+

1

2
mω2x2

]
|ψ〉 = E|ψ〉

ορίζουμε τις αδιάστατες ποσότητες. z =
√
mω

~
x e =

E

~ω

H =

[
− ~2

2m

∂

∂x

(
∂z

∂x

∂

∂z

)
+

~ω
2
z2
]
=

[
− ~2

2m

(
∂z

∂x

)2
∂2

∂z2
+

~ω
2
z2

]
=

[
− ~2

2m

(√
mω

~

)2
∂2

∂z2
+

~ω
2
z2

]
=

H = −~ω
2

[
− ∂2

∂z2
+ z2

]
=

~ω
2

[(
− ∂

∂z
+ z

)(
∂

∂z
+ z

)
− [z, ∂z]

]
=

~ω
2
(2â†â+ 1) = ~ω(N̂ +

1

2
)

â† = (−∂z + z)
â = 1√

2
(∂z + z)

}
⇒

â† =
(

i2~√
2m~ω∂x +

√
mω
~ x
)

â =
(
− i2~√

2m~ω∂x +
√

mω
~ x
) ⇒

â† =
(

ip̂x√
2m~ω +

√
mω
~ x̂
)

â =
(
− ip̂x√

2m~ω +
√

mω
~ x̂
) 

Θα ορίσουμε τις μεταθετικές σχέσεις των τελεστών αυτών και θα τους δώσουμε φυσική σημασία.
â, â] = 0, [â†, â†] = 0

[â, â†] = 1, [N̂ , â] = [â†â, â] = [â†, â]â+ â†[â, â] = −â,
[N̂ , â†] = [â†â, â†] = [â†, â†]â+ â†[â, â†] = â†

Υποθέτουμε |n〉 ένα κανονικοποιημένο ιδιοδιάνυσμα του τελεστή N̂ οπότε έχουμε.

N̂ |n〉 = n|n〉 (5.1)
Υποθέτουμε ότι ο τελεστής N̂ δρα στην â|n〉 και στην â†|n〉 έχουμε
N̂ â|n〉 = (âN̂ − â)|n〉 = â(n− 1)|n〉 = (n− 1)â|n〉 = N̂ |n− 1〉 (5.2)
N̂ â†|n〉 = (â†N̂ + â†)|n〉 = â†(n+ 1)|n〉 = (n+ 1)â†|n〉 = N̂ |n+ 1〉 (5.3)
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Οπότε ο τελεστής â μειώνει κατά ένα κβάντο ενώ ο τελεστής â† αυξάνει κατά ένα κβάντο. Συνεπώς
τους τελεστές αυτούς τους ονομάζουμε τελεστές καταστροφής και δημιουργίας αντίστοιχα, διότι
ο â καταστρέφει ενώ ο â† δημιουργεί κβάντα ενέργειας. Ο τελεστής N̂ είναι ο τελεστής αρίθμησης
των κβάντων ενέργειας. Η ιδέα του ταλαντωτή θα μας φανεί χρήσιμη παρακάτω διότι τα κβάντα
στην θεωρία πεδίου θα είναι τα σωματίδια και θα τα καταστρέφουμε σε ένα σημείο του χώρου και
θα τα δημιουργούμε σε ένα άλλο. Άλλη μια χρήσιμη έννοια είναι η κατάσταση κενού όπου έχουμε.

N̂ |0〉 = 0|0〉 (5.4)
â†|n〉 = bn|n− 1〉 (5.5)
N̂ |n〉 = â†â|n〉 ⇒ n〈n|n〉 = 〈n|â†â|n〉 ⇒ b∗nbn〈n− 1|n− 1〉 = n⇒
bn =

√
n (5.6)

â†|n〉 = an|n+ 1〉
N̂ |n〉 = (ââ† − 1)|n〉 ⇒ ââ†|n〉 = (n+ 1)|n〉 ⇒ 〈n|ââ†|n〉 = (n+ 1)〈n|n〉 ⇒ 〈n+ 1|a∗nan|n+ 1〉 = n+ 1

an =
√
n+ 1 (5.7)

â†|0〉 =
√
0 + 1|1〉 = |1〉 ⇒ â†|1〉 =

√
1 + 1

√
0 + 1|2〉 ⇒ . . . (â†)n|0〉 =

√
(n− 1) + 1 · · ·

√
1|n〉 =

√
n!|n〉

|n〉 = 1√
n!
(â†)n|0〉 (5.8)

5.1.3 Κβαντικός Αρμονικός Ταλαντωτής - FermionS

Κατ’ αναλογία με τα BoSonS θα θεωρήσουμε μια hamiltonian και για τα FermionS. Θα υποθέσουμε.

H =
~ω
2

(
ĉ†ĉ− ĉĉ†

)
(5.9)

όπου ισχύουν οι αντιμεταθετικές σχέσεις
{ĉ, ĉ} = 0, {ĉ†, ĉ†} = 0, {ĉ, ĉ†} = ĉĉ† + ĉ†ĉ = 1

Η hamiltonian με αυτές τις σχέσεις αντιμετάθεσης γίνεται.

H =
~ω
2

(
ĉ†ĉ− (−ĉ†ĉ+ 1)

)
= ~ω

(
ĉ†ĉ− 1

2

)
Επίσης από τις σχέσεις αντιμετάθεσης έχουμε.
ĉĉ|n〉 = 0|n〉 & ĉ†ĉ†|n〉 = 0|n〉
N̂2 = ĉ†ĉĉ†ĉ = ĉ†(1− ĉ†ĉ)ĉ = ĉ†ĉ− ĉ†ĉ†ĉĉ = N̂ − 0 = N̂ ⇒ N̂(N̂ − 1) = 0

H |0〉 = ~ω(0− 1

2
)|0〉 = −~ω

2
|0〉, H |1〉 = ~ω(1− 1

2
)|1〉 = ~ω

2
|1〉

ĉ†|0〉 = |1〉, ĉ|0〉 = ĉĉ|1〉 = 0, ĉ†|1〉 = ĉ†ĉ†|0〉 = 0, ĉ|1〉 = ĉĉ†|0〉 = (−ĉ†c+ 1)|0〉 = 1|0〉

Αν θεωρήσουμε δυο Spinors. |0〉 =
(
0
1

)
|1〉 =

(
1
0

)
ĉ|0〉 =

(
a b
c d

)(
0
1

)
= 0

(
0
1

)
⇒
(
b
d

)
= 0

(
0
0

)
⇒ b = d = 0 & ĉĉ = 0 ⇒(

a 0
c 0

)(
a 0
c 0

)
=

(
0
0

)
⇒
(
a2

ac

)
=

(
0
0

)
⇒ a = 0

ĉ =

(
0 0
c 0

)(
1
0

)
= c

(
0
1

)
=

(
1
0

)
⇒ c = 1 ⇒

ĉ =

(
0 0
1 0

)
ĉ† =

(
0 1
0 0

)
ĉ†ĉ =

(
0 1
0 0

)(
0 0
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
H =

~ω
2

(
1 0
0 −1

)
(5.10)

Τώρα είμαστε σε θέση να προχωρήσουμε στον ορισμό των πεδίων σε κλασικό επίπεδο για αρχή
και εν συνεχεία θα εισαγάγουμε την έννοια της κβάντωσης.
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5.2 Πεδία Σε Ευκλείδειο Χώρο
Ένα πεδίο σε κλασικό πλαίσιο είναι μια αλληλουχία από N σωματίδια μάζας m τα οποία ισαπέχουν
(κατά a) και είναι συνδεδεμένα μεταξύ τους με δύναμη Hooke των οποίων η σταθερά ελατηρίου
είναι K . Οπότε από τις εξισώσεις κίνησής του Newton έχουμε.

mq̈l(t) = −K(ql(t)− ql−1(t)) +K(ql+1(t)− ql(t)) ⇒ q̈l(t) =
K

m
(ql−1(t)− 2ql(t) + ql+1(t)) (5.11)

όπου οι λύσεις της εξισώσεις είναι τα επίπεδα κύματα με περιοδικές συνθήκες για K : ql+N = ql

ql(t) = Ce±i(kla−ωt)

mq̈l =
K
m (ql−1 − 2ql + ql+1)

}
ω2e±i(kla−iωt) =

−K
m

(e±i(k(l−1)a−ωt) − 2e±i(kla−ωt) + e±i(k(l+1)a−ωt))

ω2
k = −K

m
(e∓ika − 2 + e±ika) = −K

m
(2 cos ka− 2) =

2K

m
2 sin2 ka

2
⇒ ωk = 2

√
K

m

∣∣∣∣sin ka2
∣∣∣∣ = ω−k

(5.12)
Τελικά η λύση είναι υπέρθεση για όλα τα k.

ql(t) =
∑
k

Cke
i(kla−ωkt) + C∗

ke
−i(kla−ωkt)

pl(t) = im
∑
k

− ωkCke
i(kla−ωkt) + ωkC

∗
ke

−i(kla−ωkt)

Ak = Cke
−iωkt

⇒
ql(t) =

∑
k

Ake
ikla +A∗

ke
−ikla

pl(t) = i
∑
k

−mωkAke
ikla +mωkA

∗
ke

−ikla

ql(t) =
∑
k

Ake
ikla +

∑
k

A∗
ke

−ikla

pl(t) = i
∑
k

−mωkAke
ikla +

∑
k

mωkA
∗
ke

−ikla

⇒
ql(t) =

∑
k

Ake
ikla +

∑
−k
A∗

−ke
ikla

pl(t) = i
∑
k

−mωkAke
ikla +

∑
−k
mω−kA

∗
−ke

−ikla

ql(t) =
∑
k

(
Ak +A∗

−k
)
eikla

pl(t) =
∑
k

imωk
(
A∗

−k −Ak
)
eikla

1
N

N∑
l=0

eil(k−k
′)a = δk

′

k

⇒
Ak +A∗

−k = 1
N

N∑
l=0

ql(t)e
−ikla

Ak −A∗
−k = i

Nmωk

N∑
l=0

pl(t)e
−ikla


Ak = 1

2N

N∑
l=0

(
ql +

i
mωk

pl

)
e−ikla

A∗
k = 1

2N

N∑
l=0

(
ql − i

mωk
pl

)
eikla

Από τις σχέσεις αυτές θα προκύψει η hamiltonian του συστήματος η οποία είναι.

H =
1

2m

N∑
l=0

p2l +
1

2
K

N∑
l=0

(ql − ql+1)
2

H =

N∑
k,k′,l=0

i2m2ωkωk′

2m
(A∗

−k −Ak)(A
∗
−k′ −Ak′)

2ei(k+k
′)la

+
K

2
(A∗

−k +Ak)(A
∗
−k′ +Ak′)(1− eika)(1− eik

′a)ei(k+k
′)la

H =
∑
k,k′

Nδk−k′

2

(
mω2

k(A
∗
−kAk′ +AkA

∗
−k′−A∗

−kA
∗
−k′ −AkAk′)

+K(A∗
−kA

∗
−k′ +AkAk′ +A∗

−kAk′ +AkA
∗
−k′)(1− eika − eik

′a + ei(k+k
′)a)
)

H = N
∑
k

mω2
k

2
(A∗

−kA−k +AkA
∗
k −A∗

−kA
∗
k −AkA−k)

+
K

2
(A∗

−kA
∗
k +AkA−k +A∗

−kA−k +AkA
∗
k)(

2(1−cos ka)=m
K ω2

k︷ ︸︸ ︷
1− eika − e−ika + ei(k−k)a)
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H = N
∑
k

mω2
k

2

(
A∗

−kA−k +AkA
∗
k −A∗

−kA
∗
k −AkA−k +A∗

−kA
∗
k +AkA−k +A∗

−kA−k +AkA
∗
k

)
H =

∑
k

Nmω2
k

(
A∗

−kA−k +AkA
∗
k

)
H =

∑
k

Nmω2
kA

∗
−kA−k +

∑
k

Nmω2
kAkA

∗
k

ωk=ω−k
=

∑
k

Nmω2
k(A

∗
kAk +AkA

∗
k)

Εφόσον τα πεδία είναι κλασικά ισχύει.

H = 2Nm
∑
k

ω2
kA

∗
kAk

5.2.1 Κβάντωση Κλασικού Πεδίου

Εφόσον εξαγάγαμε την κλασική hamiltonian θα την κβαντώσουμε μέσω των μεταθετικών σχέσεων.

[q̂a, q̂b] = 0 [p̂a, p̂b] = 0 [q̂a, p̂b] = i~δab (5.13)

[Âk, Â
†
k′ ] =

[
1

2N

N∑
l=0

(
q̂l +

i

mωk
p̂l

)
e−ikla,

1

2N

N∑
l′=0

(
q̂l′ −

i

mωk′
p̂l′

)
eik

′l′a

]

[Âk, Â
†
k′ ] =

N∑
l,l′=0

e−ik
′l′a+ikla

22N2

[
q̂l +

i

mωk
p̂l, q̂l′ −

i

mωk′
p̂l′

]

[Âk, Â
†
k′ ] =

N∑
l,l′=0

e−ik
′l′a+ikla

22N2

{
[q̂l, q̂l′ ]−

(
i

mωk

)2

[p̂l, p̂l′ ]−
i

mωk′
[q̂l, p̂l′ ] +

i

mωk
[p̂l, q̂l′ ]

}

[Âk, Â
†
k′ ] =

N∑
l,l′=0

e−ik
′l′a+ikla

22N2

(
− i2~
mωk′

δll′ −
i2~
mωk

δll′

)
=

N∑
l=0

e−i(k
′+k)la

22N2

(
~

mωk′
+

~
mωk

)

[Âk, Â
†
k′ ] =

Nδkk′

22N2

(
~

mωk′
+

~
mωk

)
=

1

22N

2~
mωk

δkk′ =
1

2N

~
mωk

δkk′ (5.14)

Κανονικοποιούμε τους τελεστές Âk, Â†
k έτσι ώστε [âk, â

†
k′ ] = δkk′

âk =
√

2Nmωk

~ Âk

â†k =
√

2Nmωk

~ Â†
k

⇒
q̂l =

∑
k

√
~

2mNωk

(
â†−k + ak

)
eikla

p̂l =
∑
k

i
√

~mωk

2N

(
â†−k − âk

)
eikla

H =
∑
k

Nmω2
k(Â

†
kÂk + ÂkÂ

†
k) =

∑
k

Nmω2
k

~
2Nmωk

(â†kâk + âkâ
†
k) =

∑
k

~ωk
2

(â†kâk + âkâ
†
k)

H =
∑
k

~ωk
(
â†kâk +

1

2

)
Η οποία αποτελεί την hamiltonian του κβαντικού αρμονικού ταλαντωτή. Αν υποθέσουμε ότι περνάμε
στο όριο του συνεχούς (a→ 0) δηλαδή τα σωματίδια έρχονται πολύ κοντά και τείνουν να δημιουρ-
γήσουν μια συνεχή χορδή. Η χορδή αυτή πλέον θα αποτελέσει το πεδίο το οποίο θα μελετήσουμε
στα πλαίσια της κβαντικής θεωρίας πεδίου (Όπως το φωτόνιο που είναι ηλεκτρομαγνητικό πεδίο).
Καθώς

a→ 0 ⇒ la = x όπου είναι η μεταβλητή προσδιορισμού της θέσης.
a→ 0
m→ 0

}
⇒ m

a
= µ όπου είναι η γραμμική πυκνότητα μάζας.

a→ 0
N → ∞

}
⇒ Na = L όπου είναι το μήκος της χορδής.

Με αυτές τις αντικαταστάσεις θα επαναορίσουμε τις σχέσεις για τα (q̂l, p̂l).
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q(x) =
∑
k

√
~

2mNωk

(
â†−k + âk

)
eikla =

∑
k

√
~

2ma aNωk

(
â†−k + âk

)
eikla

q(x) =
∑
k

√
~

2µLωk

(
â†−k + âk

)
eikx

p(x) =
∑
k

i

√
~mωk
2N

(
â†−k − âk

)
eikla =

∑
k

ia

√
~ma ωk
2Na

(
â†−k − âk

)
eikla = a

∑
k

i

√
~µωk
2L

(
â†−k − âk

)
eikx

π(x) ≡
∑
k

i

√
~µωk
2L

(
â†−k − âk

)
eikx

Σε αυτήν την περίπτωση τα αθροίσματα θα μετατραπούν σε ολοκληρώματα ως προς la ≡ x.

ak =

∫ L

0

(√
mωk
2~L

q(x) + i

√
1

2~ωkµL
π(x)

)
e−ikxdx â†k =

∫ L

0

(√
mωk
2~L

q(x)− i

√
1

2~ωkµL
π(x)

)
eikxdx[

â†−k ± âk, â
†
−k′ ± âk′

]
= [â†−k, â

†
−k′ ]︸ ︷︷ ︸

=0

±[â†−k, âk′ ]± [âk, â
†
−k′ ] + [âk, âk′ ]︸ ︷︷ ︸

=0

= ±([â†−k, âk′ ]︸ ︷︷ ︸
=−δ−k,k′

+ [âk, â
†
−k′ ]︸ ︷︷ ︸

=δ−k,k′

= 0

[
â†−k ± âk, â

†
−k′ ∓ âk′

]
= [â†−k, â

†
−k′ ]︸ ︷︷ ︸

=0

∓[â†−k, âk′ ]± [âk, â
†
−k′ ]− [âk, âk′ ]︸ ︷︷ ︸

=0

= ∓ [â†−k, âk′ ]︸ ︷︷ ︸
=−δ−k,k′

+ [âk, â
†
−k′ ]︸ ︷︷ ︸

=δ−k,k′

= ±2δ−k,k′

Οπότε οι σχέσεις μετάθεσης των πεδίων γίνονται
[q̂(x), q̂(x′)] ∼ [â†−k + âk, â

†
−k′ + âk′ ] = 0 [π̂(x), π̂(x′)] ∼ [â†−k − âk, â

†
−k′ − âk′ ] = 0

[q̂(x), π(x′)] =
∑
kk′

i
~
2L

(
â†−k + âk

)(
â†−k′ − âk′

)
eik

′x′
eikx =

∑
kk′

i
~
2L

2δ−kk′e
ik′x′

eikx

[q̂(x), π̂(x′)] =
∑
k

i
~
L
eik(x

′−x) = i
~
L
Lδ(x′ − x) = i~δ(x− x′)

5.2.2 Εικόνες Schrödinger & Heisenberg

Εφόσον έχουμε ορίσει πλέον τις μεταθετικές σχέσεις των πεδίων και έχουμε περάσει από την
κλασική στην κβαντική θεωρία θα κάνουμε την πλήρη σύνδεση της κβαντικής θεωρίας με την
κλασική.
Η αναπαράσταση των καταστάσεων με τον συμβολισμό του Dirac μας δίνει.

q̂k|q′〉 = q′k|q′〉
〈q|q′〉 = δ(q − q′)

〈q|p̂k|q′〉 = −i~ ∂

∂qk
〈q|q′〉 = −i~∂δ(q − q′)

∂qk

〈q|p′〉 = 1

(2π)
n
2
e−ip

′
kq

k

Οπότε για κάθε (αναλυτική) συνάρτηση των (q, p) έχουμε.
〈q|Â (q,−i~∂q) |q′〉 = Â (q,−i~∂q) 〈q|q′〉 = Â (q,−i~∂q) δ(q − q′)

Στην εικόνα Schrödinger η κατάσταση ενός σωματιδίου στην αναπαράσταση της θέσης δίνεται
από την σχέση Ψ(q) = 〈q|Ψ〉. Η δυναμική ενός κβαντικού συστήματος περιγράφεται από την
εξίσωση.

d

dt
|Ψ(t)〉 = 1

i~
H (q, p; t)|Ψ(t)〉

∂

∂t
|Ψ(q; t)〉 = 〈q| d

dt
|Ψ(t)〉 = 1

i~
〈q|H (q, p; t)|Ψ(t)〉 =

∫
〈q|H (q, p; t)|q′′〉dq′′〈q′′| = 1

i~
H (q,−i~∂q; t)|Ψ(q; t)〉
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|Ψ(t)〉 = Û(t; t0)|Ψ(t0)〉 ⇒ |Ψ(t0)〉 = Û(t0; t0)|Ψ(t0)〉 ⇒ Û(t0; t0) = 1

d

dt
Û(t; t0)|Ψ(t0)〉 =

1

i~
H (t)Û(t; t0)|Ψ(t0)〉 ⇒

d

dt
Û(t; t0) =

1

i~
H (t)Û(t; t0)

Η δυναμική του τελεστή Û(t; t0) επιβάλει
Û(t; t0)Û(t0; t) = Û(t0; t0) = 1 ⇒ Û(t; t0) = Û(t0; t)

−1 = Û†(t0; t) ⇒ Û(t; t0)Û
†(t0; t) = Û†(t; t0)Û(t0; t)

Άρα στην εικόνα Schrödinger η δυναμική του συστήματος, το οποίο εξελίσσεται αιτιωδώς, περι-
γράφεται από την δράση ενός μοναδιαίου τελεστή ο οποίος δρα σε κάθε σταθερή κατάσταση του
συστήματος. Για την εικόνα Heisenberg έχουμε πως οι καταστάσεις περιγράφονται από την δρά-
ση του συζυγούς μοναδιαίου τελεστή πάνω στις καταστάσεις Schrödinger. Η εικόνα Heisenberg
περιγράφει σταθερές καταστάσεις και εξελισσόμενους τελεστές ενώ η Schrödinger εξελισσόμε-
νες καταστάσεις και στατικούς τελεστές. Εδώ οι δείκτες S και H θα αναφέρουν ποια εικόνα
χρησιμοποιείται κάθε φορά.

|ΨH〉 = Û†(t0; t)|ΨS(t)〉 = Û†(t0; t)Û(t; t0)|ΨS(t0)〉 = |ΨS(t0)〉
ÂH |ΨH〉 = Û†(t0; t)ÂS |ΨS(t)〉 = Û†(t0; t)ÂSÛ(t; t0)|ΨS(t0)〉 ⇒ ÂH = Û†(t0; t)ÂSÛ(t; t0) (5.15)

ÂH = Û†ÂSÛ
dÂH

dt

}
⇒

dÂH

dt = dÛ†

dt ÂSÛ + Û† dÛ
dt ÂSÛ + ∂ÂH

∂t
dU
dt = 1

i~H Û & dÛ†

dt = − 1
i~ Û

†H

}
⇒

dÂH
dt

= − 1

i~
Û†H ÂSÛ +

1

i~
Û†ÂSH Û + Û† ∂ÂS

∂t
Û

dÂH
dt

=
1

i~
[Û†Û Û†ÂSÛ Û

†H Û − Û†H Û Û†ÂSÛ Û
†Û ] + Û† ∂ÂS

∂t
Û ⇒

dÂH
dt

=
1

i~
[ÂHHH − HHÂH ] + Û† ∂ÂS

∂t
Û

B̂S = ∂ÂS

∂t ⇒ B̂H = Û†B̂SÛ = Û† ∂ÂS

∂t Û

i~dÂH

dt = ÂHHH − HHÂH + i~Û† ∂ÂS

∂t Û

⇒ i~
dÂH
dt

=
[
ÂH ,HH

]
+ i~

∂ÂH
∂t

, ÂH = ÂH(q, p; t)

(5.16)

Η τελευταία σχέση αποτελεί την σύνδεση της κλασικής δυναμικής με την κβαντομηχανική στην
οποία ταυτίζουμε των μεταθέτη των τελεστών με τις αγκύλες Poisson. Επίσης έχουμε το θεώρημα
Ehrenfest.

i~
d〈Â〉
dt

=
[
Â,H

]
+ i~

〈
∂Â

∂t

〉
(5.17)

Το οποίο δείχνει πως εξελίσσονται στον χρόνο οι μέσες τιμές των δυναμικών ποσοτήτων

5.2.3 Χώρος Fock, Τελεστές Πεδίου και Συναρτησιακή Παράγωγος

Στην κβαντική, σε αντίθεση με την κλασική, θεωρία πεδίου έχουμε να χειριστούμε πλήθος μη
διακρίσιμων σωματιδίων. Τα σωματίδια αυτά χαρακτηρίζονται από δυο στατιστικές τις στατιστι-
κές BoSe-EinStein και Fermi-Dirac. Όπου σωματίδια που υπακούουν την στατιστική BoSe-EinStein,
αντίστοιχα Fermi-Dirac, έχουν συμμετρικές, αντίστοιχα αντισυμμετρικές, κυματοσυναρτήσεις. Όπως
είδαμε στον κβαντικό αρμονικό ταλαντωτή οι κυματοσυναρτήσεις |n〉 μετρούν τον αριθμό των κβά-
ντων στο συγκεκριμένο σύστημα. Στην κβαντική θεωρία πεδίου θα γενικεύσουμε αυτήν την ιδέα
και θα ορίσουμε τα κβάντα να αποτελούν τα πεδία μας και οι κυματοσυναρτήσεις να μετρούν σε
ένα συγκεκριμένο σημείο του χώρου των αριθμό των κβάντων. Για την περιγραφή όλων των σω-
ματιδίων θα ορίσουμε έναν ενιαίο χώρο (χώρος Fock) στον οποίο θα έχουμε μια κυματοσυνάρτηση
για όλες τις καταστάσεις.

|Ψ〉 = |n1(ψ1)〉|n2(ψ2)〉 . . . |nn(ψn)〉 = |n1(ψ1), n2(ψ2), . . . , nn(ψn)〉 (5.18)
Όπου ni αριθμός των σωματιδίων που ορίζουν τα πεδία ψi μέσα στον χώρο Fock
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Στον χώρο Fock μπορούμε να ορίσουμε τελεστές δημιουργίας και καταστροφής αντίστοιχους με
του ταλαντωτή. Οι τελεστές αυτοί όταν δρούν σε μία κατάσταση του χώρου αυτού αυξάνουν η
μειώνουν αντίστοιχα ένα κβάντο δηλαδή έχουμε ότι.

â(ψi)|Ψ〉 = |n1(ψ1), n2(ψ2), . . . , ni−1(ψi−1), ni(ψi)− 1, . . . , nn(ψn)〉 (5.19)
â†(ψi)|Ψ〉 = |n1(ψ1), n2(ψ2), . . . , ni−1(ψi−1), ni(ψi) + 1, . . . , nn(ψn)〉 (5.20)

Ορίζουμε την κατάσταση κενού όπου ισχύει â(ψi)|0〉 = 0, ∀ i = 1, 2 . . . n

Μέσω του τελεστή δημιουργίας θα ορίσουμε την ολική κυματοσυνάρτηση.

|Ψ〉 = |n1(ψ1), n2(ψ2), . . . , nn(ψn)〉 =
(â†(ψ1))

n1(â†(ψ2))
n2 · · · (â†(ψn))nn

√
n1!

√
n2! . . .

√
nn!

|0〉 (5.21)

Μέσω αυτών των τελεστών θα ορίσουμε τους τελεστές πεδίου. Οι τελεστές πεδίου πήραν το όνομα
τους επειδή δημιουργούν, ή καταστρέφουν, ένα σωματίδιο σε κάποιο σημείο του χώρου. Οπότε
ορίζoυμε.

Ψ̂(x) =
∑
n

ψn(x)ân (5.22)

Ψ̂†(x) =
∑
n

ψ∗
n(x)â

†
n (5.23)

Από τις μεταθετικές σχέσεις για τους (ân, â
†
n) προκύπτουν οι μεταθετικές σχέσεις

των τελεστών πεδίου.[
Ψ̂(x), Ψ̂†(x′)

]
=
∑
n,m

ψ∗
n(x

′)ψm(x) [âm, â
†
n]︸ ︷︷ ︸

δnm

=
∑
n

ψ∗
n(x

′)ψn(x) =
∑
n

ψ∗
n(x

′)ψn(x) = δ(x − x′) (5.24)

Όπου ταυτοποιούμε τον τελεστή της συζυγούς ορμής.

Π̂(x) ≡ i~Ψ̂†(x) :
[
Ψ̂(x), Π̂(x′)

]
= i~δ(x − x′) (5.25)

(5.26)

Για ένα συναρτησιοειδές F [Ψ̂(x)] ορίζουμε την μεταβολή δF [Ψ̂(x)] ως.

δF [Ψ̂(x)] =

∫
Vx

δ

δΨ̂(x)
F [Ψ̂(x)]δΨ̂(x)dVx (5.27)

Αν επιπλέον για το συναρτησιοειδές ισχύει.

F [Ψ̂(x)] =

∫
Vx

f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))dVx (5.28)

δF [Ψ̂(x)] =

∫∫
Vx∪Vx′

(
∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂Ψ̂(x)
δΨ̂(x) +

∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂(∂iΨ̂(x))
δ∂iΨ̂(x)

)
dVxdVx′

δ∂i=∂iδ=

∫∫
Vx∪Vx

(
∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂Ψ̂(x)
δΨ̂(x) + ∂i

(
∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂(∂iΨ̂(x))
δΨ̂(x)

)

−∂i

(
∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂(∂iΨ̂(x))

)
δΨ̂(x)

)
dVxdVx′ =

∫∫
Vx∪Vx′

(
∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂Ψ̂(x)
− ∂i

∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂(∂iΨ̂(x))

)
δΨ̂(x)dVxdVx′

+

∫
Vx′∪∂Vx

∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂(∂iΨ̂(x))
δΨ̂(x)dSix︸ ︷︷ ︸

δΨ̂=0 x∈∂Vx

dVx′
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Όπου τελικά προκύπτει η συναρτησιακή παράγωγος.

δF [Ψ̂(x)]

δΨ̂(x)
=
∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂Ψ̂(x)
− ∂i

(
∂f(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂(∂iΨ̂(x))

)
(5.29)

Αν f(Ψ̂(x)) = Ψ̂(x′) ⇒ ∂F [Ψ̂(x)]

∂Ψ̂(x)
=
∂Ψ̂(x′)

∂Ψ̂(x)
− ∂i

(
∂Ψ̂(x′)

∂(∂iΨ̂(x))

)
= δ(x − x′) (5.30)

Από τις σχέσεις αυτές και από το γεγονός ότι η δράση αποτελεί ένα συναρτησιοειδές
του τύπου 5.28.

S[Ψ̂(x; t)] =

∫
Vt

L (Ψ̂(x; t))dt =

∫
Vt∪Vx

L(Ψ̂(x; t), ∂iΨ̂(x; t), ∂tΨ̂(x; t))dVxdt =

∫
Ωx

L(Ψ̂(x), ∂µΨ̂(x))dΩx

δS[Ψ̂(x)]

δΨ̂(x)
=
∂L(Ψ̂(x), ∂jΨ̂(x))

∂Ψ̂(x)
− ∂µ

(
∂L(Ψ̂(x), ∂νΨ̂(x))

∂(∂µΨ̂(x))

)
= 0 Εξισώσεις Euler-Lagrange πεδίων

(5.31)

Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει η συζυγής ορμή να είναι.

Π̂(x; t) =
δL [Ψ̂(x)]

δ(∂tΨ̂(x))
=
∂L(Ψ̂(x′), ∂µΨ̂(x))

∂(∂tΨ̂(x))
− ∂ν

(
∂L(Ψ̂(x′), ∂µΨ̂(x))

∂(∂ν(∂tΨ̂(x)))

)
=
∂L(Ψ̂(x′), ∂µΨ̂(x))

∂(∂tΨ̂(x))
(5.32)

Επίσης η hamiltonian αποτελεί συναρτησιοειδές τέτοιου είδους οπότε.

H [Ψ̂(x; t), Π̂(x; t)] =

∫
Vx

{
Π̂µ(x; t)∂tΨ̂

µ(x; t)− L(Ψ̂(x; t), Π̂(x; t))
}
dVx (5.33)

Για την κβάντωση των πεδίων έχουμε τις μεταθετικές σχέσεις.[
Ψ̂a(x), Ψ̂b(x

′)
]
= 0,

[
Π̂a(x), Π̂b(x

′)
]
= 0,

[
Ψ̂a(x), Π̂b(x

′)
]
= i~δabδ(x − x′) (5.34)

Ψ[ψ′] = 〈ψ′|Ψ〉 (5.35)
Ψ̂(x)|ψ′〉 = ψ′(x)|ψ′〉 (5.36)

〈ψ′|Π̂(x; t)|Ψ〉 = −i~ δ

δψ′ 〈ψ
′|Ψ〉 = −i~ δ

δψ′Ψ[ψ′] (5.37)

Η εξίσωση Schrödinger για τα πεδία παίρνει την μορφή.

i~
d

dt
|Ψ(t)〉 = H (Ψ̂, Π̂)|Ψ(t)〉 (5.38)

i~
∂

∂t
Ψ[ψ′; t] = H

(
ψ′,−i~ δ

δψ′

)
Ψ[ψ′; t] (5.39)

Οι εξισώσεις κίνησης στην εικόνα Heisenberg γίνονται.

i~
d

dt
A(Ψ̂, Π̂) =

[
A(Ψ̂, Π̂),H (Ψ̂, Π̂)

]
+ i~

∂A(Ψ̂, Π̂)

∂t
(5.40)

xµ → x′µ = xµ + δxµ Ψ̂ → Ψ̂′ = Ψ̂ + δ0Ψ̂ (5.41)
Από την αρχή δράσης του Schwinger παίρνουμε.
δS = G(t2)−G(t1) (5.42)
i~δ0F [Ψ̂, Π̂] = [F,G] Αρχή Δράσης του Schwinger για Τελεστές (5.43)

G(t) =

∫
vx

{Π̂aδΨ̂a − T0νδxν} (5.44)
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5.2.4 Κβαντική Στατιστική Μηχανική

Όταν έχουμε να διαχειριστούμε πολλά σωματίδια είναι αδύνατον να μελετήσουμε το κάθε ένα ξεχω-
ριστά γι’ αυτό χρησιμοποιούμε την στατιστική μηχανική η οποία μελετά τις συλλογικές διεργασίες
των πολλών σωματιδίων.

Τελεστής Πυκνότητας, Εντροπία και Κανονικά Σύνολα

Οπότε θα ορίσουμε τον τελεστή πυκνότητας καταστάσεων και θα ορίσουμε μέσω αυτού τις θερ-
μοδυναμικές ιδιότητες ενός συστήματος.

ρ̂ ≡
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|Tr{ρ̂} =
∑
i,j

pi〈ψj |ψi〉〈ψi|ψj〉 =
∑
i,j

piδi,j =
∑
i

pi ≡ 1 (5.45)

〈Â〉 ≡ Tr{ρ̂Â} =
∑
i,j

pi〈ψj |Â|ψi〉〈ψi|ψj〉
Â|ψi〉=ai|ψi〉

=
∑
i,j

aipi〈ψj |ψi〉〈ψi|ψj〉 =
∑
i,j

aipiδi,j =
∑
i

aipi

(5.46)

S = −kBTr{ρ̂ ln ρ̂} = −kB
∑
i

〈ψiρ̂ ln ρ̂|ψi〉 = −kB
∑
i

pi ln pi Εντροπία Von Neumann (5.47)

Ορίζουμε την ποσότητα S και μέσω του αξιώματος Boltzman-Gibbs και των περιορισμών,Tr{ρ̂} = 1
και 〈Âi〉 ≡ Tr{ρ̂Âi}, θα εξαγάγουμε τον τελεστή πυκνότητας ο οποίος μεγιστοποιεί την εντροπία.

S =
S
kB

+ λ0 − λi〈Âi〉 = −Tr{ρ̂ ln ρ̂}+ λ0Tr{ρ̂} − λiTr{ρ̂Âi} (5.48)

dT

dρ̂
= −Tr{ln ρ̂+ ρ̂−1ρ̂}+ λ0Tr{I} − λiTr{IÂi} = Tr{− ln ρ̂− I+ λ0I− λiIÂi} = 0 ⇒

ln ρ̂+ I− λ0I+ λiIÂi = 0 ⇒ eln ρ̂+(1−λ0)I = e−λiÂi
[ln ρ̂,I]=0=⇒

eA+B=eAeB :[A,B]=0
eln ρ̂e(1−λ0)I = e−λiÂi

ρ̂e(1−λ0)I = e−λiÂi

Tr{eÂ} =
∑
i

eai

 Tr{e(1−λ0)δll ρ̂} = Tr{e−λiÂi}
Tr{ρ̂} = 1 Tr{cρ̂} = cTr{ρ̂}

}
e−(1−λ0)n = Tr{e−λiÂi}

Z = Tr{e−λiÂi}

}
ρ̂ =

e−λiÂi

Z

(5.49)

〈Âj〉 = Tr{ρ̂Âj} =
1

Z
Tr{e−λiÂiAj} = − 1

λjZ
Tr{e−λiÂi(−λjÂj)} = − 1

λjZ
Tr{∂λje

−λiÂi}

〈Âj〉 = − 1

λj

1

Z
∂λjTr{e−λiÂi} − 1

λj

1

Z
∂λjZ = − 1

λj
∂λj lnZ (5.50)

S = −kBTr{ρ̂ ln ρ̂} = −kBTr{ρ̂(−
∑
i

λiÂi − lnZ)} = kB lnZ + kB
∑
i

λi〈Âi〉 = kB lnZ − kB
∑
i

∂λi lnZ

Εφόσον έχουμε ορίσει τον τελεστή πυκνότητας καταστάσεων θα δούμε τις θερμοδυναμικές ποσό-
τητες που ορίζονται μέσω αυτού. Καθώς και τα κανονικά σύνολα.

1. Μικροκανονικό Σύνολο (microcanonical ensemble): Σε αυτό το σύνολο είναι καθορισμένες
όλες οι θερμοδυναμικές ποσότητες. Η εντροπία ορίζεται να είναι.

S = −kBTr{ρ̂ ln ρ̂}
ρ̂ = 1

Ω , Ω : # καταστάσεων

}
⇒ S = −kBTr

{
1

Ω
ln 1

Ω

}
= kB

1

Ω
lnΩTr{I} = kB lnΩ (5.51)

2. Κανονικό Σύνολο (Canonical ensemble): Σε αυτό το σύνολο είναι καθορισμένες οι N̂ αριθμός
σωματιδίων V̂ όγκος και η η ενέργεια H είναι καθορισμένη κατά μέσο όρο. Οι θερμοδυναμικές
ποσότητες είναι.

S = −kBTr{ρ̂ ln ρ̂}
ρ̂ = e−βH∑

n
e−βEn

, β ≡ 1
kBT

}
⇒ S = −kBTr{ρ̂(−βH − lnZ)}

U = 〈H 〉 = Tr{ρ̂H }

}
⇒ S = kBβU + kB lnZ (5.52)
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3. Μεγαλοκανονικό Σύνολο (Grandcanonical ensemble): Σε αυτό το σύνολο είναι καθορισμένος

μόνο ο όγκος.

S = −kBTr{ρ̂ ln ρ̂}
ρ̂ = e−β(H +µN̂)∑

n
e−βEn+µn

 S = kBTr{ρ̂(βH − µN̂ + lnZ)}

n = 〈N̂〉 = Tr{ρ̂N̂}

}
S = kBβU + kBµn+ kB lnZ (5.53)

Θερμοδυναμικοί Νόμοι

Για αρχή θα ορίσουμε την εξωτερική ενέργεια. Η εσωτερική ενέργεια ενός μακροσκοπικού συστή-
ματος είναι η μέση τιμή της ενέργειας των σωματιδίων που το απαρτίζουν συνεπώς έχουμε.

U = 〈H 〉 = Tr{ρ̂H } (5.54)
dU = d〈H 〉 = Tr{d(ρ̂H )} = Tr{dρ̂H + ρ̂dH } ≡ δT + δW 1ος Θερμοδυναμικός Νόμος (5.55)

Όπου ταυτοποιήσαμε την θερμότητα ως την μεταβολή της πιθανότητας να μετρηθεί κάποια ενέρ-
γεια, Tr{dρ̂H }, και το έργο ως την μεταβολή της ενέργειας, Tr{ρ̂dH }. Όπου προέκυψε ο πρώτος
θερμοδυναμικός νόμος.

S = kBβU + kB lnZ

dS = kBβdU + kBd lnZ = kBβdU + kB
1

Z
dTr{e−βH } = kBβdU + kB − β

1

Z
Tr{ρ̂dH }

dS = kBβdU − kBβδW = kBβδT 2ος Θερμοδυναμικός Νόμος (5.56)

C =
∂U

∂T
=
∂β

∂T

∂U

∂β
= −kBβ2 ∂

∂β

(
− 1

Z
∂Z
∂β

)
= kBβ

2 ∂

∂β

(
∂ lnZ
∂β

)
= kBβ

2 ∂
2 lnZ
∂β2

(5.57)

Κβαντικά Αέρια

Υποθέτουμε πως έχουμε αέρια τα οποία απαρτίζονται από κβαντικά σωματίδια. Τα σωματίδια
αυτά καταλαμβάνουν συγκεκριμένες κβαντικές καταστάσεις οπότε θα χρησιμοποιήσουμε τον Fock
οπότε.

H =
∑
j

Ejnj N̂ =
∑
j

nj ρ̂ =
e−β(H −µN̂)∑
n
e−β(En−µn)

=
e−β

∑
j(Ej−µ)nj∑

n
e−β(En−µn)

(5.58)

Z =
∑
{nj}

e−β
∑

j(Ej−µ)nj =
∑
{nj}

∏
j

e−β(Ej−µ)nj =
∑
{nj}

∏
j

(
e−β(Ej−µ)

)nj

=
∏
j

nj=0,1,2...∑
nj=0,1

(
e−β(Ej−µ)

)nj

Z± =


∏
j

1

1−e−β(Ej−µ) nj = 0, 1, 2 . . .∏
j

(
1 + e−β(Ej−µ)

)
nj = 0, 1

 =


∏
j

(
1− e−β(Ej−µ)

)−1
nj = 0, 1, 2 . . .∏

j

(
1 + e−β(Ej−µ)

)+1
nj = 0, 1

 (5.59)

Ορίζουμε τον συντελεστής κατάληψης Nj να είναι η μέση τιμή του αριθμού κατάληψης 〈n̂j〉

Nj = 〈n̂j〉 = Tr{ρ̂n̂j} = − 1

β

∂Z±

∂Ej
= − 1

β

∂

∂Ej
ln
∏
j

(
1± e−β(Ej−µ)

)±
= − 1

β

∂

∂Ej

∑
j

ln
(
1± e−β(Ej−µ)

)±
Nj = ∓ 1

β

∑
j

1(
1± e−β(Ej−µ)

) ∂(1± e−β(Ej−µ))

∂Ej
=
∑
j

e−β(Ej−µ)

1± e−β(Ej−µ)

Nj =


∑
j

1

eβ(Ej−µ)+1
Στατιστική Fermi-Dirac∑

j

1

eβ(Ej−µ)−1
Στατιστική BoSe-EinStein

(5.60)

Τα σωματίδια που ακολουθούν την στατιστική Fermi-Dirac τα ονομάζουμε FermionS και τα σωματίδια
που ακολουθούν την στατιστική BoSe-EinStein BoSonS. Αυτές οι στατιστικές προκύπτουν από
το γεγονός ότι τα κβαντικά σωματίδια είναι μη διακρίσιμα. Η στατιστική Fermi-Dirac περιέχει την
απαγορευτική αρχή του Pauli.
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5.2.5 Μετασχηματισμοί Bogolyubov

Στην κβαντική θεωρία οι καταστάσεις του συστήματος, οι οποίες έχουν αναπτυχθεί σε κάποια
βάση και περιέχουν τους τελεστές δημιουργίας και καταστροφής, δεν είναι μοναδικά ορισμένες
γι’ αυτό έχουμε την δυνατότητα να κάνουμε κάποιον μετασχηματισμό αυτών των καταστάσεων
ώστε να τις αναπτύξουμε συναρτήσει κάποιων άλλων τελεστών δημιουργίας και καταστροφής. Οι
μετασχηματισμοί Bogolyubov αποτελούν τέτοιου είδους μετασχηματισμούς. Οι μετασχηματισμοί
αυτοί ονομάζονται κανονικοί μετασχηματισμοί.

Ψ̂ =
∑
i

âifi + â†if
∗
i =

∑
j

b̂jgj + b̂†jg
∗
j

(fi, fj) = −(f∗i , f
∗
j ) = δij , (fi, f

∗
j ) = 0, (gi, gj) = −(g∗i , g

∗
j ) = δij , (gi, g

∗
j ) = 0

gi =
∑
j

cijfj + dijf
∗
j cij = (gi, fj)

fi =
∑
j

c∗ijgj − dijg
∗
j dij = −(gi, f

∗
j )

 (5.61)

Ψ̂ =
∑
i

âi

(∑
k

c∗ikgk − dikg
∗
k

)
+ â†i

(∑
k

c∗ikgk − dikg
∗
k

)∗

=
∑
j

b̂jgj + b̂†jg
∗
j

Ψ̂ =
∑
i,k

(âic
∗
ik − â†id

∗
ik)gk + (−âidik + â†i cik)g

∗
k =

∑
j

b̂jgj + b̂†jg
∗
j

(gk,gj)⇒
(g∗k,g

∗
j )


b̂j =

∑
i

âic
∗
ij − â†id

∗
ij

b̂†j =
∑
i

− âidij + â†i cij

Ψ̂ =
∑
i

b̂i

(∑
k

c∗ikfk + dikf
∗
k

)
+ b̂†i

(∑
k

c∗ikfk + dikf
∗
k

)∗

=
∑
j

âjfj + â†jf
∗
j

Ψ̂ =
∑
i,k

(b̂ic
∗
ik + b̂†id

∗
ik)fk + (b̂idik + b̂†i cik)f

∗
k =

∑
j

âjfj + â†jf
∗
j

(fk,fj)⇒
(f∗

k ,f
∗
j )


âj =

∑
i

b̂ic
∗
ij + b̂†id

∗
ij

â†j =
∑
i

b̂idij + b̂†i cij

(gi, gj) = −i
∫
Vx

∑
i,j

(cikfk + dikf
∗
k )g

0ν
↔
∂ ν(cjlfl + djlf

∗
l )

∗√−gd3x

(gi, gj) =
∑
i,j

cikc
∗
jl

δij︷ ︸︸ ︷
(fk, fl)+cikd

∗
jl

0︷ ︸︸ ︷
(fk, f

∗
l )+dikc

∗
jl

0︷ ︸︸ ︷
(f∗k , fl)+dikd

∗
jl

δkl︷ ︸︸ ︷
(f∗k , f

∗
l ) =

∑
i,j

cikc
∗
jk − dikd

∗
jk = δkl

(gi, g
∗
j ) = −i

∫
Vx

∑
i,j

(cikfk + dikf
∗
k )g

0ν
↔
∂ ν(cjlfl + djlf

∗
l )
√
−gd3x

(gi, g
∗
j ) =

∑
i,j

cikcjl

0︷ ︸︸ ︷
(fk, f

∗
l )+cikdjldik

δkl︷ ︸︸ ︷
(fk, fl)+dikcjl(−

δkl︷ ︸︸ ︷
(fk, fl)

∗) + dikdjl

0︷ ︸︸ ︷
(fk, f

∗
l ) =

∑
i,j

cikdjk−dikcjk = 0

Τώρα όμως οι καταστάσεις στον χώρο Fock έχουν μεταβληθεί μετά από τους εν λόγω μετασχημα-
τισμούς οπότε πρέπει να τις επαναορίσουμε. Γνωρίζουμε ότι όταν ο τελεστής καταστροφής δράσει
στο κενό τότε θα δώσει μηδέν οπότε θα ορίσουμε το κενό, θα οριστούν δυο διαφορετικά κενά ένα
για καταστάσεις αναπτυγμένες ως προς f και ένα ως προς g και εν συνεχεία θα μελετήσουμε τι
συμβαίνει όταν δρουν οι τελεστές του ενός κενού στο άλλο. Έχουμε

â|0f 〉 = 0 & b̂|0g〉 = 0 & n̂f ≡ â†â & n̂g ≡ b̂†b̂ (5.62)

〈0f |n̂g,i|0f 〉 = 〈0f |
∑
m,l

(c∗miâm − d∗miâ
†
m)†(c∗lj âl − d∗lj â

†
l )|0f 〉 = 〈0f |

∑
m,l

(cimâ
†
m − dimâm)(c∗liâl − d∗liâ

†
l )|0f 〉

〈0f |n̂g|0f 〉 = 〈0f |
∑
m,l

(cimc
∗
liâ

†
mâl − cimd

∗
liâ

†
mâ

†
l − dimc

∗
liâmâl + dimd

∗
liâmâ

†
l )|0f 〉

〈0f |â†=0⇒
â|0f 〉=0

〈0f |n̂g|0f 〉 =
∑
i,j

dimd
∗
li〈0f |âmâ

†
l |0f 〉 =

∑
m,l

dimd
∗
li〈0f |â†mâl + δlm|0f 〉 =

∑
i

dimd
∗
im =

∑
i

|dim|2 (5.63)
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5.3 Πεδία Σε Minkowski Χωρόχρονο

Πλέον είμαστε έτοιμοι να ξεκινήσουμε την κβάντωση των πεδίων σε επίπεδο χωρόχρονο και στην
συνέχεια θα τα γενικεύσουμε σε καμπύλο χωρόχρονο. Θα ξεκινήσουμε μελετώντας ένα (ψεύ-
δο)βαθμωτό πεδίο σε χωρόχρονο Minkowski, με μετρική την ηµν = (−,+,+,+).

5.3.1 Πεδίο Klein-Gordon

.

L = 1
2 (−~2c2ηµν∂µΨ̂∂νΨ̂− (mc2)2Ψ̂2)

∂µ

(
∂L(Ψ̂,∂νΨ̂)

∂(∂µΨ̂)

)
− ∂L(Ψ̂,∂jΨ̂)

∂Ψ̂
= 0

}
ηµν

2 ∂µ

(
∂(∂µΨ̂∂νΨ̂)

∂(∂µΨ̂)

)
(mc2)2

2
∂Ψ̂2

∂Ψ̂


ηµν

2 ~2c2∂µ
(
∂νΨ̂ + ∂µΨ̂δµν

)
(mc2)2

2 2Ψ̂
ηµν∂ν∂µ = �2


(~2c2�2 − (mc2)2)Ψ̂ = 0 Εξίσωση Klein-Gordon (5.64)

Π̂ = ~
∂Ψ̂

∂t
= ~ ˆ̇Ψ Συζυγής Ορμή (5.65)

Οι λύσεις την εξίσωσης Klein-Gordon είναι τα επίπεδα κύματα ψ(x) ∼ e−ik
µxµ , kµ = (ωk,k). Από το

θεώρημα της Noether έχουμε, λόγω του ότι η Lagrangian density παραμένει βαθμωτή κάτω από
χωροχρονικές μετατοπίσεις, την διατήρηση της τετραορμής (kµ). Επίσης ορίζεται μια επιπλέον
αναλλοίωτη ποσότητα, η οποία γενικεύεται σε καμπύλο χωρόχρονο, μέσω της οποίας θα προ-
κύψουν οι μεταθετικές σχέσεις για τα πεδία. Η ποσότητα αυτή ορίζεται μέσω των λύσεων της
εξίσωσης Klein-Gordon.

(ψk, ψk′) = −i
∫
Vx

ψ∗
k∂tψk′ − ∂t(ψ

∗
k)ψk′dVx ≡ −i

∫
Vx

ψ∗
k

↔
∂ tψk′ (5.66)

∂tψk′
∂tψ

∗
k

}
⇒

∂t
1√

(2π)3(2ωk′ )
e−ik

′µxµ

∂t
1√

(2π)3(2ωk)
eik

µxµ

⇒
iωk′√

(2π)3(2ωk′ )
e−ik

′µxµ

−iωk√
(2π)3(2ωk)

eik
µxµ

⇒ iωk′ψk′
−iωkψ

∗
k

}
⇒

(ψk, ψk′) = −i
∫
Vx

{iωk′ψ∗
kψk′ − (−iωk)ψ

∗
kψk′}dVx = −i2 (ωk′ + ωk)e

i(ωk′−ωk)t

(2π)3
√
(4ωkωk′)

∫
Vx

ei(k−k′)·xdVx

(ψk, ψk′) =
(ωk′ + ωk)e

i(ωk′−ωk)t

(2π)3
√
(4ωkωk′)

(2π)3δ(k − k′) =
2ωke

i(ωk−ωk)t

(2π)3(2ωk)
(2π)3δ(k − k′) = δ(k − k′)

(ψ∗
k, ψk′)

∗ = i

∫
Vx

{−iωk′ψ∗
kψ

∗
k′ − (−iωk)ψ

∗
kψ

∗
k′}dVx =

(ωk′ − ωk)e
−i(ωk′+ωk)t

(2π)3
√
(4ωkωk′)

∫
Vx

e−i(k+k′)·xdVx ⇒

(ψ∗
k, ψk′)

∗ = −(ψk, ψ
∗
k′) =

(ωk′ − ωk)e
−i(ωk′+ωk)t

(2π)3
√
(4ωkωk′)

δ(k + k′)
ωk=ω−k

=
(ωk − ωk)e

−i(ωk+ωk)t

(2π)3
√
(4ωkωk)

δ(k + k′) = 0

(5.67)

Από τις σχέσεις αυτές και από την αρχή της υπέρθεσης (λόγω γραμμικότητας της Klein-Gordon)
έχουμε.

Ψ̂(x) =

∫
{â(k)ψk(x) + â†(k)ψ∗

k(x)}dk (5.68)

â(k) = (ψk, Ψ̂) = −i
∫
Vx

{ψ∗
k∂tΨ̂− (−iωk)ψ

∗
kΨ̂}dVx = −i

∫
Vx

ψ∗
k{Π̂ + iωkΨ̂}dVx (5.69)

â†(k) = (ψ∗
k, Ψ̂) = −i

∫
Vx

{ψk∂tΨ̂− iωkψkΨ̂}dVx = −i
∫
Vx

ψk{Π̂− iωkΨ̂}dVx (5.70)

[Ψ̂, Π̂] = i~δ(x − x′) [Π̂, Π̂] = 0 [Ψ̂, Ψ̂] = 0 (5.71)
[Π̂± iωkΨ̂, Π̂± iωk′Ψ̂] = [Π̂, Π̂] + i2ωkωk′ [Ψ̂, Ψ̂]± i([Π̂, Ψ̂]ωk′ + ωk[Ψ̂, Π̂]) = ∓~(−ωk′ + ωk)δ(x − x′)

[Π̂± iωkΨ̂, Π̂∓ iωk′Ψ̂] = [Π̂, Π̂]− i2ωkωk′ [Ψ̂, Ψ̂]∓ i([Π̂, Ψ̂]ωk′ − ωk[Ψ̂, Π̂]) = ∓~(ωk′ + ωk)δ(x − x′)
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[â(†)(k), â(†)(k′)] = (−i)2
∫∫

Vx∪Vx′

ψ∗
kψ

∗
k′ [Π̂± iωkΨ̂, Π̂± iωk′Ψ̂]dVxdVx′ = ± ~(−ωk′ + ωk)

(2π)3
√

(2ωk′2ωk)∫∫
Vx∪Vx′

eik
µxµeik

′νx′
ν δ(x − x′)dVx′dVx = ±~(−ωk′ + ωk)e

−i(ωk′+ωk)t

(2π)3
√
(2ωk′2ωk)

∫
Vx

ei(k+k′)·xdVx

[â(†)(k), â(†)(k′)] = ±~(−ωk′ + ωk)e
−i(ωk′+ωk)t

(2π)3
√
(2ωk′2ωk)

(2π)3δ(k + k′)
ω−k=ωk

= 0 (5.72)

[â(k), â†(k′)] = (−i)2
∫∫

Vx∪Vx′

ψ∗
kψk′ [Π̂ + iωkΨ̂, Π̂− iωk′Ψ̂]dVxdVx′ =

~(ωk′ + ωk)

(2π)3
√
(2ωk′2ωk)∫∫

Vx∪Vx′

eik
µxµe−ik

′νx′
ν δ(x − x′)dVx′dVx =

~(ωk′ + ωk)e
i(ωk′−ωk)t

(2π)3
√
(2ωk′2ωk)

∫
Vx

ei(k−k′)·xdVx

[â(k), â†(k′)] =
~(ωk′ + ωk)e

i(ωk′−ωk)t

(2π)3
√
(2ωk′2ωk)

(2π)3δ(k − k′) = ~δ(k − k′) (5.73)

Από όπου προέκυψαν οι μεταθετικές σχέσεις για τον κβαντικό αρμονικό ταλαντωτή. Τώρα θα
αναπτύξουμε την λύση σε ιδιοσυναρτήσεις οι οποίες είναι ορθογώνιες μεταξύ τους.

(fi, fj) = δij (fi, f
∗
j ) = 0 (5.74)

Ψ̂(x) =
∑
i

âifi(x) + â†if
∗
i (x) (5.75)

[âi, âj ] = 0 [â†i , â
†
j ] = 0 [âi, â

†
j ] = ~δij (5.76)

Όπου προκύπτει η ίδια άλγεβρα με του αρμονικού ταλαντωτή.

N̂j ≡ â†j âj (5.77)
âj |0〉 = 0 〈|0〉 = ∀j (5.78)
âi|Ψ〉 = âi|n1(j1), n2(j2), . . . , nn(jn)〉 =

√
ni|n1(j1), n2(j2), . . . , nn(jn)〉 (5.79)

â†i |Ψ〉 = â†i |n1(j1), n2(j2), . . . , nn(jn)〉 =
√
ni + 1|n1(j1), n2(j2), . . . , nn(jn)〉 (5.80)

|Ψ〉 = |n1(j1), n2(j2), . . . , nn(jn)〉 =
(â†(j1))

n1(â†(j2))
n2 · · · (â†(jn))nn

√
n1!

√
n2! . . .

√
nn!

|0〉 (5.81)

N̂i|Ψ〉 = N̂j |n1(j1), n2(j2), . . . , nn(jn)〉 = ni(ii)|n1(j1), n2(j2), . . . , nn(jn)〉 (5.82)

[N̂j , Ψ̂] =
∑
i

[â†j âj , âi]fi + [â†j âj , â
†
i ]f

∗
i =

∑
i

− δij âifi + â†jδijf
∗
i = −âjfj + â†jf

∗
j 6= 0 (5.83)

Όπου η κατάσταση |0〉 είναι η κατάσταση κενού στον χώρο Fock και οι τελεστές (ai, a
†
i ) είναι

τελεστές δημιουργίας και καταστροφής. Παρατηρούμε από την τελευταία σχέση ότι ο τελεστής
αρίθμησης δεν μετατίθεται με τον τελεστή πεδίου το γεγονός αυτό μας υποδηλώνει ότι κατάσταση
με καθορισμένο αριθμό κβάντων δεν έχει καθορισμένα πεδία που είναι μια έκφανση της δυικό-
τητας σωματίδιο/κύμα. Ας δούμε πώς συμπεριφέρονται οι λύσεις της Klein-Gordon κάτω από τους
μετασχηματισμούς Lorentz.

v =
dx

dt
γ(v) =

1√
1− v2

c2

(5.84)

t = γ(t′ − v · x′

c2
) x = γ(x′ + vt′) (5.85)

∂t′fk =
∂xµ

∂t′
∂µfk =

∂t

∂t′
∂tfk +

∂x

∂t′
∂xfk = γ(−iωk)fk +

γ

c2
v· (ik)fk = −i(γωk − γ

v · k
c2

)fk = −iω′
kfk

(5.86)

Όπου προέκυψε μια νέα συχνότητα μετατοπισμένη κατά Lorentz. Αυτό μας υποδεικνύει ότι η ίδια
κατάσταση περιγράφει τα ίδια σωματίδια απλώς με διαφορετική ορμή.
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Τανυστής ενέργειας-ορμής του Πεδίου Klein-Gordon

Για το πεδίο Klein-Gordon μπορούμε να γενικέυσουμε τον τανυστή ενέργειας ορμής για πεδία 3.16
απλώς αντικαθιστώντας τα q με τα αντίστοιχα πεδία Ψ̂ και διατηρώντας τις μεταθετικές σχέσεις.
Από το θεώρημα της Noether προκύπτει ο τανυστής ενέργειας-ορμής από όπου ταυτοποιούμε
κάποιες ποσότητες όπως η ενέργεια, hamiltonian, η ορμή και ο τανυστής των τάσεων.

H = T00 =
∂L

∂(∂0Ψ̂)
∂0Ψ̂− L = −~c

2
{(η0ρ∂ρΨ̂ + ητ0∂τ Ψ̂)∂0Ψ̂ + ((∂µΨ̂)2 +

(mc2)2

(~c)2
Ψ̂2)} (5.87)

H =
~c
2
( ˆ̇Ψ2 + (∂iΨ̂)2 +

(mc2)2

(~c)2
Ψ̂2) (5.88)

Pi = T
0
i =

∂L
∂(∂0Ψ̂)

∂iΨ̂ = −~c
2
(η0ρ∂ρΨ̂∂iΨ̂ + ∂iΨ̂η

τ0∂τ Ψ̂) =
~c
2
( ˆ̇Ψ∂iΨ̂ + ∂iΨ̂

ˆ̇Ψ) =
1

2
(Π̂∂iΨ̂ + ∂iΨ̂Π̂)

(5.89)

Sij = T
i
j =

∂L
∂(∂iΨ̂)

∂jΨ̂ = −~c
2
(ηiρ∂ρΨ̂∂jΨ̂ + ∂jΨ̂η

τi∂τ Ψ̂) = −~c
2
{∂iΨ̂∂jΨ̂ + ∂jΨ̂∂iΨ̂} (5.90)∫

Vx

Ψ̂2dVx =

∫∫∫
Vx

(âkψk + â†kψ
∗
k)(âk′ψk′ + â†

k′ψ
∗
k′)dVxdkdk

′ =

∫∫∫
Vx

(âkâk′ψkψk′ + âkâ
†
k′ψ

∗
k′ψk

+ â†kâk′ψk′ψ∗
k + â†kâ

†
k′ψ

∗
kψ

∗
k′)dVxdkdk

′ =

∫
{âkâk′

e2iωk

2ωk
δ(k + k′) +

âkâ
†
k′

2ωk
δ(k − k′) +

â†kâk′

2ωk
δ(k − k′)

+ â†kâ
†
k′
e−2iωk

2ωk
δ(k + k′)}dkdk′ ⇒∫

Vx

Ψ̂2dVx =

∫
1

2ωk
{âkâ−ke

2iωk + âkâ
†
k + â†kâk + â†kâ

†
−ke

−2iωk}dk (5.91)∫
Vx

(∂lΨ̂)2dVx =

∫∫∫
Vx

(âk(−ik)ψk + â†kikψ
∗
k)(âk′(−ik′)ψk′ + â†

k′ik
′ψ∗

k′)dVxdkdk
′ =

i2

2ωk

∫
(kk′){âkâk′e2iωkδ(k + k′)− âkâ

†
k′δ(k − k′)− â†kâk′δ(k − k′) + â†kâ

†
k′e

−2iωkδ(k + k′)}dkdk′

∫
Vx

(∂lΨ̂)2dVx =

∫
k2

2ωk
{âkâ−ke

2iωk + âkâ
†
k + â†kâk + â†kâ

†
−ke

−2iωk}dk∫
Vx

ˆ̇Ψ2dVx =

∫∫∫
Vx

(âkiωkψk + â†k(−iωk)ψ
∗
k)(âk′iωk′ψk′ + â†

k′(−iωk′)ψ∗
k′)dVxdkdk

′ =

i2
∫
ωk

2
{âkâk′e2iωkδ(k + k′)− âkâ

†
k′δ(k − k′)− â†kâk′δ(k − k′) + â†kâ

†
k′e

−2iωkδ(k + k′)}dkdk′∫
Vx

ˆ̇Ψ2dVx = −
∫
ωk

2
{âkâ−ke

2iωk − âkâ
†
k − â†kâk + â†kâ

†
−ke

−2iωk}dk∫
Vx
m2c4Ψ̂2dVx∫

Vx
~c(∂lΨ̂)2dVx

⇒

∫ ~2k2+(mc2)2

2~ωk
{âkâ−ke

2iωk + âkâ
†
k + â†kâk + â†kâ

†
−ke

−2iωk}dk

~2ω2
k = (~c)2k2 + (mc2)2

⇒

∫
Vx

m2c4

~c Ψ̂2 + ~c(∂lΨ̂)2dVx =
∫ ~ωk

2 {âkâ−ke
2iωk + âkâ

†
k + â†kâk + â†kâ

†
−ke

−2iωk}dk∫
Vx

~ ˆ̇Ψ2dVx = −
∫ ~ωk

2 {âkâ−ke
2iωk − âkâ

†
k − â†kâk + â†kâ

†
−ke

−2iωk}dk

⇒

H =

∫
~ωk

4
2{âkâ†k + â†kâk}dk =

∫
~ωk{â†kâk +

1

2
δ(k)}dk =

∫
~ωk{N̂k +

1

2
δ(k)}dk (5.92)
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pi =
~
2

∫∫∫
Vx

{(âkiωkψk − â†kiωkψ
∗
k)(−âk′ik′iψk′ + â†

k′ik
′
iψ

∗
k′)

+ (−âkikiψk + â†kikiψ
∗
k)(âk′iωk′ψk′ − â†

k′iωk′ψ∗
k′)}dVxdkdk′ =

− i4~
2

∫∫∫
Vx

ωk{k′i(âkâk′ψk′ψk − âkâ
†
k′ψk′ψk − â†

k′ âkψ
∗
k′ψk + â†

k′ â
†
kψ

∗
k′ψ∗

k)

+ ki(âk′ âkψkψk′ − âk′ â†kψkψk′ − â†kâk′ψ∗
kψk′ + â†kâ

†
k′ψ

∗
kψ

∗
k′)}dVxdkdk′ =

− ~
4

∫
{k′i(âkâk′e2iωkδ(k + k′)− âkâ

†
k′δ(k − k′)− â†

k′ âkδ(k − k′) + â†
k′ â

†
ke

−2iωkδ(k + k′))

+ ki(âk′ âke
2iωkδ(k + k′)− âk′ â†kδ(k − k′)− â†kâk′δ(k − k′) + â†kâ

†
k′e

−2iωkδ(k + k′))dkdk′ =

~
4

∫
ki{−âkâ−ke

2iωk − âkâ
†
k − â†kâk − â†−kâ

†
ke

−2iωk + â−kâke
2iωk − âkâ

†
k − â†kâk + â†kâ

†
−ke

−2iωk}dk

pi =

∫
{~kiâ†kâk +

1

2
kiδ(k)}dk

xδ(x)=0δ(x)
=

∫
{~kiN̂k +

1

2
0δ(k)}dk =

∫
~kiâ†kâkdk (5.93)

σij = −~
2

∫∫∫
Vx

{(−âkikiψk + â†kikiψ
∗
k)(−âkikjψk + â†kikjψ

∗
k)

+ (−âkikjψk + â†kikjψ
∗
k)(−âkikiψk + â†kikiψ

∗
k)}dVx

σij = −~
2

∫
~

~ωk
{k′ikj(âkâk′e2iωkδ(k + k′)− âkâ

†
k′δ(k − k′)− â†kâk′δ(k − k′) + âkâk′e2iωkδ(k + k′))

+ kik′j(âkâk′e2iωkδ(k + k′)− âkâ
†
k′δ(k − k′)− â†kâk′δ(k − k′) + âkâk′e2iωkδ(k + k′))

σij =

∫
~ki~kj
~ωk

{1
2
âkâ−ke

2iωk + N̂k +
1

2
â†kâ

†
−ke

−2iωk}dk (5.94)

5.3.2 Πεδίο Dirac

Στο σημείο αυτό θα μελετήσουμε την εξίσωση Dirac για πεδία η οποία αποδεικνύεται ότι περιγράφει
πεδία που ακολουθούν την στατιστική Fermi-Dirac. Κι εδώ χρησιμοποιούμε την μετρική ηµν =
(−,+,+,+).

L = Ψ̂(i~cγµ∂µ −mc2)Ψ̂, Ψ̂ ≡ Ψ̂†γ0 (5.95)
{γµ, γν} = 2ηµν (5.96)

∂µ

(
∂L(Ψ̂, ∂νΨ̂)

∂(∂µΨ̂)

)
− ∂L(Ψ̂, ∂jΨ̂)

∂Ψ̂
= 0 ⇒ 0− (i~cγµ∂µ −mc2)Ψ̂ = 0 ⇒

(i~cγµ∂µ −mc2)Ψ̂ = 0 Εξίσωση Dirac (5.97)

Π̂ =
∂L(Ψ̂, ∂νΨ̂)

∂(∂tΨ̂)
= Ψ̂i~γ0 = i~Ψ̂†γ0γ0 = i~Ψ̂† Συζυγής ορμή (5.98)

Για την Lagrangian density της εξίσωσης Dirac έχουμε τις ακόλουθες αντιμεταθετικές σχέσεις. Επίσης
ορίζουμε την αναλλοίωτη ποσότητα 5.100 που προκύπτει από δυο λύσεις της εξίσωσης Dirac. Κα-
θώς και τις λύσεις θετικής και αρνητικής ενέργειας, που όπως θα δούμε αναπαριστούν σωματίδια
και αντισωματίδια αντίστοιχα.
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{Π̂a(x), Π̂b(x′)} = 0, {Ψ̂a(x), Ψ̂b(x′)} = 0, {Ψ̂a(x), Π̂b(x′)} = i~δabδ(x − x′) (5.99)

(ψ1, ψ2) =

∫
Vx

Ψ̂1γ
0Ψ̂2dVx =

∫
Vx

Ψ̂†
1γ

0γ0Ψ̂2dVx =

∫
Vx

Ψ̂†
2Ψ̂1dVx (5.100)

ψk,s(x) =


uk,s(x) =


√

m
ωkL3u(k, s)e

−ikµxµ m 6= 0

1√
2ωkL3

u(k, s)e−ik
µxµ m = 0


vk,s(x) =


√

m
ωkL3 v(k, s)e

ikµxµ m 6= 0

1√
2ωkL3

v(k, s)eik
µxµ m = 0


{/p∓mc}ui = 0,

{
u− ≡ u

u+ ≡ v
(5.101)

θα αναπτύξουμε στην βάση των επίπεδων κυμάτων το πεδίο Dirac.

Ψ̂ =
∑
k,s

ĉk,suk,s(x) + d̂†k,svk,s(x) (5.102)

(uk,s, uk′,s′) =

∫
Vx

u†k,suk′,s′dVx =

∫
Vx

√
m2

V 2ωkωk′
ei(k−k

′)µxµu†k,suk′,s′dVx

(uk,s, uk′,s′) =
mV δk,k′

V ωk
ei(ωk−ωk′ )tu†k,suk′,s′ =

mδk,k′

ωk

ωk

m
δs,s′ = δs,s′δk,k′ (5.103)

(uk,s, vk′,s′) =

∫
Vx

u†k,suk′,s′dVx =

∫
Vx

√
m2

V 2ωkωk′
ei(k+k

′)µxµu†k,svk′,s′dVx

(uk,s, vk′,s′) =
mV δk,−k′

V ωk
e2iωktu†k,sv−k,s′ = 0 (5.104)

(uk,s, u
†
k′,s′

) =

∫
Vx

u†k,su
†
k′,s′

dVx =

∫
Vx

√
m2

V 2ωkωk′
ei(k+k

′)µxµu†k,suk′,s′dVx

(uk,s, u
†
k′,s′

) =
mV δk,−k′

V ωk
e−i(ωk+ωk′ )tu†k,suk′,s′ =

mδk,−k′

ωk
e−i2.ωktu†k,su−k,s′ = 0 (5.105)

Από την σχέση 5.100 έχουμε για τους τελεστές (ĉk,s, ĉ
†
k,s).

ĉk,s = (uk,s, Ψ̂) ĉ†k,s = (u†k,s, Ψ̂
†) (5.106)

Όπου θα αποδείξουμε τις αντιμεταθετικές τους σχέσεις.

{ĉk,s, ĉk′,s′} =

∫∫
Vx∪Vx′

(u†k,s(x)Ψ̂(x)u†
k′,s′

(x′)Ψ̂(x′) + u†
k′,s′

(x′)Ψ̂(x′)u†k,s(x)Ψ̂(x))dVxdVx′

{ĉk,s, ĉk′,s′} =

∫∫
Vx∪Vx′

(u†k,s(x)u
†
k′,s′

(x′)Ψ̂(x)Ψ̂(x′) + u†
k′,s′

(x′)u†k,s(x)Ψ̂(x)Ψ̂(x′))dVxdVx′

{ĉk,s, ĉk′,s′} =

∫∫
Vx∪Vx′

(u†k,s(x)u
†
k′,s′

(x′)(Ψ̂(x)Ψ̂(x′) + Ψ̂(x)Ψ̂(x′))dVxdVx′ = 0

{ĉk,s, ĉk′,s′} = 0 (5.107)

{ĉk,s, ĉ†k′,s′
} =

∫∫
Vx∪Vx′

(u†k,s(x)Ψ̂(x)(u†
k′,s′

(x′)Ψ̂†(x′)) + (u†
k′,s′

(x′)Ψ̂†(x′))u†k,s(x)Ψ̂(x))dVxdVx′

{ĉk,s, ĉ†k′,s′
} =

∫∫
Vx∪Vx′

(u†k,s(x)Ψ̂(x)Ψ̂†(x′)uk′,s′(x
′) + Ψ̂†(x′)uk′,s′(x

′)u†k,s(x)Ψ̂(x))dVxdVx′

{ĉk,s, ĉ†k′,s′
} =

∫∫
Vx∪Vx′

(u†k,s(x)Ψ̂(x)Ψ̂†(x′)uk′,s′(x
′) + u†k,s(x)Ψ̂

†(x′)Ψ̂(x)uk′,s′(x
′))dVxdVx′

{ĉk,s, ĉ†k′,s′
} =

∫∫
Vx∪Vx′

(u†k,s(x)(Ψ̂(x)Ψ̂†(x′) + Ψ̂†(x′)Ψ̂(x))uk′,s′(x
′))dVxdVx′

{ĉk,s, ĉ†k′,s′
} =

∫∫
Vx∪Vx′

(u†k,s(x)δ(x − x′)uk′,s′(x
′))dVxdVx′ =

∫
Vx

u†k,s(x)uk′,s′(x))dVx = δk,k′δs,s′

{ĉk,s, ĉ†k′,s′
} = δk,k′δs,s′ (5.108)
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Spin και Στροφορμή για το πεδίο Dirac

Μια από τις μεγαλύτερες επιτυχίες του Dirac ήταν η πρόβλεψη της εσωτερικής στροφορμής του
e−. Θα ξεκινήσουμε από την hamiltonian Dirac και από την απόδειξη ότι η στροφορμή δεν διατηρεί-
ται, από μόνη της, ενώ αν εισαγάγουμε την έννοια του Spin τότε η ολική στροφορμή θα διατηρείται.

(i~cγµ∂µ −mc2)Ψ̂ = 0
γ0·⇒ (i~cγ0γj∂j +mc2γ0)Ψ̂ = i~∂0Ψ̂ ⇒ H Ψ̂ = EΨ̂ ⇒

{
H ≡ i~cγ0γj∂j +mc2γ0

E ≡ i~∂0
(5.109)

L̂ = r̂ ∧ p̂ = εijkr̂j p̂k = −i~εijkr̂j∂k
[p̂i, γ

µ] = 0 [r̂i, γ
µ] = 0, [p̂i, p̂j ] = 0, [r̂i, p̂j ] = i~δij

[H , L̂i] = [γ0γlp̂lc+mc2γ0, iεijkr̂j p̂k] = γ0γlεijk[p̂lc, r̂j p̂k] = γ0γlεijk([p̂lc, r̂j ]p̂k + r̂j [p̂l, p̂k])

[H , L̂i] = γ0γlεjiki~cδlj p̂k
[H , L̂] = −i~cγ0γ ∧ p̂ (5.110)

Όπως παρατηρούμε δεν μετατίθενται οπότε πρέπει να υπάρχει κάποια επιπλέον συμμετρία την
οποία δεν έχουμε παρατηρήσει. Θα εισαγάγουμε τον τανυστή Σ̂µν μέσω του οποίου θα αποδείξουμε
ότι η συμμετρία που μας λείπει είναι το Spin.

Σ̂µν ≡ 1

4
[γµ, γν ], Σ̂i = i~εijkΣjk = i~εijk(γjγk − ηjk) = iεijkγ

jγk (5.111)

γ0Σ̂i = i~εijkγ0γjγk = −i~εijkγjγ0γk = i~εijkγjγkγ0 = Σ̂iγ0 (5.112)

Σ̂i = i~εijk
(

0 σj

−σj 0

)(
0 σk

−σk 0

)
= i~εijk

(
−σjσk 0

0 −σjσk
)

σjσk = δjk + iεjklσ
l

 δijεijk=0
=⇒

εijlεijk=δlk
Σ̂i = ~

(
σi 0
0 σi

)
(5.113)

[H , Σ̂i] = [γ0γjcpj +mc2γ0, Σ̂i] = [γ0γl, Σ̂i]cpl (5.114)[(
1 0
0 −1

)(
0 σj

−σj 0

)
, Σ̂i
]
=

[(
0 σj

σj 0

)
, ~
(
σi 0
0 σi

)]
~
(
σjσi 0
0 σjσi

)
− ~

(
0 σiσj

σiσj 0

)
=

~
(

0 σjσi − σiσj

σjσi − σiσj

)
=

(
0 2i~εjikσk

2i~cεjikσk 0

)
[H , Σ̂i] = i~cεjik

(
1 0
0 −1

)(
0 σk

−σk 0

)
pj = 2i~cεijkγ0γjpk ⇒ [H , Σ̂] = 2i~cγ0γ ∧ p (5.115)

Όπου καταλήξαμε στην σχέση

[H , L̂+
1

2
Σ̂] = [H , Ĵ ] = 0 (5.116)

Τώρα θα διερευνήσουμε την υπόθεση μας ότι ο επιπλέον όρος αποτελεί όντως το Spin. Ορίζουμε

sµ = (0, s) sµsµ = −0 + s · s = −1 (5.117)
Θα θεωρήσουμε ένα σωματίδιο σε ηρεμία k = 0 επίσης έχουμε.

Σ̂
2
= i2εijkεijkΣ̂

jkΣ̂jk = −(−1

4
) =

1

4
(5.118){

Σ · su(0,± 1
2 ) = ± 1

2u(0,±
1
2 )

Σ · sv(0,±1
2 ) = ∓ 1

2v(0,±
1
2 )

}
(5.119)
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Όπου η πρώτη εξίσωση περιγράφει ένα σωματίδιο το οποίο έχει θετική ενέργεια και θετική προ-
βολή Spin ενώ η δεύτερη περιγραφή ένα σωματίδιο το οποίο έχει αρνητική ενέργεια και αρνητική
προβολή Spin. Μια ακόμα συνεισφορά του Dirac είναι η περιγραφή των σωματιδίων σε αρνητική
ενεργειακή κατάσταση ως οπές των οποίων οι διεγέρσεις αποτελούν τα αντισωματίδια.

[Σµν , γρ] =

{
0 µ = ν
1
2 [γ

µγν , γρ] µ 6= ν

}
⇒ [Σµν , γρ] =

{
0 µ = ν
1
2 (γ

µγνγρ − γργµγν µ 6= ν

}
⇒

[Σµν , γρ] =

{
0 µ = ν
1
2 (γ

µγνγρ + γµγργν − γµγργν − γργµγν − γµγργν + γµγργν µ 6= ν

}
⇒

[Σµν , γρ] =

{
0 µ = ν
1
2 (γ

µ{γν , γρ} − {γρ, γµ}γν µ 6= ν

}
⇒

{
0 µ = ν

(γµηρν − ηρµγν µ 6= ν

}
(5.120)

[Σµν ,Σρτ ] =
1

2
[Σµν , γργτ ] =

1

2
([Σµν , γρ]γτ + γρ[Σµν , γτ ]) =

1

2
((γµηρν − ηρµγν)γτ + γρ(γµητν − ητµγν)

[Σµν ,Σρτ ]
γµγτ=Σµτ+ηµτ

=
1

2
((2Σµτ + ηµτ )ηρν − ηρµ(2Σντ + ηντ ) + ητν(2Σρµ + ηρµ)− ηµτ (2Σρν + ηρν))

[Σµν ,Σρτ ] = (Σµτηρν − ηρµΣντ + ητνΣρµ − ηµτΣρν) (5.121)

Έχουμε αποδείξει πως για μικρές μετατοπίσεις του χωρόχρονου έχουμε διατήρηση της στροφορμής.

x′τ = xτ + xρδΩ
τρ = xτ + ετρx

ρ ≡ xτ + εµν(Σ
µν)τρx

ρ

ψτ (x
′) = ψ(x)τ +

1
2 (δΩ

νµ)τρψρ = ψτ (x) +
1
2ε
µν(Σµν)τρψρ(x)

}
δxτ = xτ + εµν(Σ

µν)τρx
ρ

δψτ = 1
2ε
µν(Σµν)τρψρ

(5.122)

Τανυστής ενέργειας-ορμής του Πεδίου Dirac

Από το θεώρημα της Noether έχουμε πως υπάρχει ένα διατηρήσιμο ρεύμα για κάθε Lagrangian
density η οποία παραμένει κάτω από κάποιον μετασχηματισμό. Όμως όπως και στο πεδίο Klein-Gordon
πρέπει να τηρήσουμε, εδώ, τις αντιμεταθετικές σχέσεις για τα πεδία .Για την Lagrangian density
του πεδίου Dirac παρατηρούμε ότι παραμένει αναλλοίωτη κάτω από τον μετασχηματισμό.

Ψ̂ → Ψ̂′ = eiaΨ̂ ≈ (1 + ia+ . . . )Ψ̂ ⇒ δΨ̂ = iaΨ̂ (5.123)
δxµ = 0 (5.124)

Εφόσον τα πεδία τηρούν αντιμεταθετικές σχέσεις είναι αντισυμμετρικά οπότε μπορούμε να γρά-
ψουμε για κάθε πίνακα ο οποίος δρα στα πεδία χωρίς όμως να είναι κάποιος τελεστής που η
δράση του δίνει ιδιοτιμές των πεδίων (π.χ. τελεστής ορμής). Στην περίπτωση μας ο πίνακας είναι
ένας γάμμα πίνακας.

Ψ̂†
aAabΨ̂b ≡

1

2
(Ψ̂†

aAabΨ̂b −AabΨ̂bΨ̂
†
a) =

1

2
[Ψ̂†,AΨ̂] =

1

2
[Ψ̂†A, Ψ̂] (5.125)

J µ =
∂L

∂(∂µΨ̂)

∂Ψ̂′

∂a

∣∣∣∣∣
a=0

= i2
~
2
ae0[Ψ̂,γΨ̂] = −a~

2
[Ψ̂,γΨ̂] (5.126)

Αντικαθιστώντας το a με το φορτίο του ηλεκτρονίου παίρνουμε: J µ = −e
2
[Ψ̂,γΨ̂] (5.127)

Q = −e
2

∫
Vx

J 0dVx = −e
2

∫
Vx

[Ψ̂†, Ψ̂]dVx = −e
2

∫
Vx

(2Ψ̂†Ψ̂ + δ(x))dVx = −e
∫
Vx

Ψ̂†Ψ̂dVx +
e

2
(5.128)

Q = −e
∑

k,k′,s,s′

∫
Vx

(ĉ†k,sĉk′,s′u
†
k,suk′,s′+ĉ

†
k,sd̂k′,su

†
k,svk′,s′ + d̂k,sĉk′,s′v

†
k,suk′,s′+d̂k,sd̂

†
k′,s′

v†k,svk′,s)dVx +
e

2

Q = −e
∑

k,k′,s,s′

(ĉ†k,sĉk′,s′δk,k′δs,s′ + ĉ†k,sd̂k′,s0 + d̂k,sĉk′,s′0 + d̂k,sd̂
†
k′,s′

δk,k′δs,s′)−
e

2

Q = −e
∑
k,s

(ĉ†k,sĉk,s + d̂k,sd̂
†
k,s) +

e

2
= −e

∑
k,s

(ĉ†k,sĉk,s − d̂†k,sd̂k,s + δ(k)) +
e

2

Q = −e
∑
k,s

(ĉ†k,sĉk,s − d̂†k,sd̂k,s)−
e

2
(5.129)
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pµ = i~

∫
Vx

Ψ̂†∂µΨ̂dVx

pµ = i~
∑

k,k′,s,s′

∫
Vx

(ĉ†k,su
†
k,s + d̂k,sv

†
k,s)(ĉk′,s′(−ik′µ)uk′,s′ + d̂†

k′,s
ik′µvk′,s′)dVx

pµ = i2~
∑

k,k′,s,s′

k′µ

∫
Vx

(−ĉ†k,sĉk′,s′u
†
k,suk′,s′ + ĉ†k,sd̂

†
k′,s

u†k,svk′,s′

− d̂k,sĉk′,s′v
†
k,suk′,s′uk′,s′ + d̂k,sd̂

†
k′,s

v†k,svk′,s′)dVx

pµ = ~
∑

k,k′,s,s′

k′µ(ĉ
†
k,sĉk′,s′δk,k′δs,s′ − d̂k,sd̂

†
k′,s′

δk,k′δs,s′)

pµ =
∑
k,s

~kµ(ĉ†k,sĉk,s − d̂k,sd̂
†
k,s) =

∑
k,s

~kµ(ĉ†k,sĉk,s − d̂†k,sd̂k,s + δ(k))
kδ(k)=0δ(k)⇒

pµ


p =

∑
k,s

~k(ĉ†k,sĉk,s − d̂†k,sd̂k,s)

p0 =
∑
k,s

~ωk(ĉ
†
k,sĉk,s − d̂†k,sd̂k,s + δ(k))

(5.130)

Από την αρχή δράσης του Schwinger παίρνουμε για το πεδίο Dirac.

Mµν =

∫
Vx

Π̂aΣ
µν
abΨ̂b + xµPν − xνPµdVx Sµν =

∫
Vx

Π̂aΣ
µν
abΨ̂bdVx (5.131)

Όπου καταλήγουμε ο Sµν να ικανοποιεί τις μεταθετικές σχέσεις που έχουμε αποδείξει για το Spin.

[Sµν , Sρτ ] = i

∫
Vx

Π̂[Σµν ,Σρτ ]Ψ̂dVx = i(Σµτηρν − ηρµΣντ + ητνΣρµ − ηµτΣρν)

∫
Vx

Π̂Ψ̂dVx (5.132)

Παρατηρούμε πως και για το πεδίο Dirac συναντάμε την έννοια του Spin.

Σχήμα 5.1: Spinor πεδίο σε καμπυλωμένο χωρόχρονο.
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5.4 Πεδία Σε Καμπυλωμένο Χωρόχρονο

Πριν προχωρήσουμε στην γενίκευση της κβαντικής θεωρίας πεδίου από επίπεδο σε καμπυλωμένο
χωρόχρονο θα πούμε τους λόγους τους οποίους μας οδηγησαν σε αυτού του είδους την γενίκευ-
ση. Όπως είναι γνωστό δεν υπάρχει μια ενιαία θεωρία για την κβάντωση του βαρυτικού πεδίου
οπότε η μελέτη φαινομένων τα οποία οφείλονται στην κβάντωση του πεδίου αυτού δεν μπορούν
να προβλεφθούν ακριβώς. Όμως όπως πολλά μοντέλα της φυσικής μας επιτρέπουν προσεγγίσεις
έτσι υποθέτουμε την γενίκευση της θεωρία πεδίου από επίπεδο σε καμπυλωμένο χωρόχρονο δίνει
μια καλή προσέγγιση, αυτού του είδους η προσέγγιση είναι ανάλογη με την ημικλασική θεωρία
αλληλεπίδρασης ύλης ΗΜ ακτινοβολίας, των φαινομένων τα οποία λαμβάνουν χώρα παρουσία του
βαρυτικού πεδίου. Επίσης από τα νέα φαινόμενα τα οποία προκύπτουν μπορούμε να κατανοή-
σουμε καλύτερα την, κβαντική, φύση του βαρυτικού πεδίου έτσι ώστε κάποια μέρα να επιτευχθεί
μια ενιαία θεωρία και για το κβαντισμένο βαρυτικό πεδίο. Εφόσον εξηγήσαμε μερικούς λόγους
τους οποίους μας οδήγησαν στην γενίκευση τώρα θα δώσουμε και τις υποθέσεις οι οποίες μας
επιτρέπουν αυτού του είδους την γενίκευση. Από την αρχή ελάχιστης ζεύξης την οποία υποθέτου-
με ότι ισχύει θα προσπαθήσουμε να γενικεύσουμε την κβαντική θεωρία πεδίου σε καμπυλωμένο
χωρόχρονο μέσω αυτής. Θα υποθέσουμε ότι τα πεδία μας, Ψ̂, θα κινούνται πάνω στον χωρόχρονο
του οποίου η μετρική είναι gµν(x), η οποία δεν είναι σταθερή πλέον όπως η Minkowski. Αυτήν
την μετρική θα την θεωρήσουμε ως την παρουσία ενός εξωτερικού, μη κβαντισμένου, πεδίου, του
βαρυτικού. Η αρχή της ελάχιστης ζεύξης είναι ισοδύναμη με την αρχή ισοδυναμίας του EinStein
οπότε σε μικρές περιοχές του χωρόχρονου, σύμφωνα με αυτήν την αρχή, δεν εμφανίζονται βαρυ-
τικά φαινόμενα σε τοπικά αδρανιακά συστήματα αναφοράς. Με αυτές τις υποθέσεις θα πάρουμε
την δράση η οποία προκύπτει από τα πεδία, Ψ̂, και τις παραγώγους αυτών, ∇µΨ̂, την οποία θα
την θεωρήσουμε αναλλοίωτη κάτω από διαφορομορφισμούς έτσι έχουμε.

S[Ψ̂,∇Ψ̂, gµν(x)] =

∫
L (Ψ̂,∇Ψ̂, gµν(x))dt =

∫∫
Ω

L(Ψ̂,∇Ψ̂, gµν(x))dVxdt (5.133)

5.4.1 Πεδίο Klein-Gordon

Για το βαθμωτό πεδίο σε καμπυλωμένο χωρόχρονο έχουμε την Lagrangian density στην οποία έχουμε
την αλληλεπίδραση του βαθμωτού πεδίου με το βαρυτικό πεδίο το οποίο δίνεται από το βαθμωτό
Ricci (την ίδια υπόθεση είχαμε κάνει για να εξαγάγουμε τις εξισώσεις πεδίου του EinStein μέσω
της αρχής ελαχίστου δράσης). Η υπόθεση μας ότι η μελέτη των φαινομένων γίνεται επάνω σε
υπερεπιφάνειες Cauchy εξασφαλίζεται ότι οι λύσεις του πεδίου σε καμπυλωμένο χώρο υπάρχουν
και όπως βλέπουμε μπορούμε ξανά να υποθέσουμε ως λύση τα επίπεδα κύματα οπότε θα έχουμε
για τις μεταθετικές σχέσεις των πεδίων αντίστοιχες με αυτές του επίπεδου χωρόχρονου.

L(Ψ̂,∇Ψ̂, gµν(x)) =
1

2

√
−g(−~2c2gµν∇µΨ̂∇νΨ̂−m2c4Ψ̂2 − ξgµνRµνΨ̂

2) (5.134)

H(Ψ̂,∇iΨ̂, Π̂, gµν(x)) = ~
√
−gΠ̂∇0Ψ̂− L

Π̂ = ∂L
∂(∇0Ψ̂)

= −~
2

√
−ggµν(δ0µ∇νΨ̂ + δ0ν∇µΨ̂) = ~

√
−g∇0Ψ̂

}
⇒ H =

1

2

√
−g(Π̂2c2 +m2c4Ψ̂2 + ξRΨ̂2)

Από τις εξισώσεις Euler-Lagrange έχουμε τις εξισώσεις κίνησης.
(−~2c2�2 +m2c4 + ξR)Ψ̂ = 0 (5.135)

Ψ̂ =
∑
i

âifi + â†f∗i , [Ψ̂, Ψ̂] = 0, [Π̂, Π̂] = 0, [Ψ̂, Π̂] =
i~√
−g

δ(x − x′) (5.136)

Εφόσον οι λύσεις της εξίσωσης Klein-Gordon είναι τα επίπεδα κύματα μπορούμε να αναπτύξουμε
τα πεδία σε αυτήν την βάση οπότε από την γενίκευση της αναλλοίωτης ποσότητας 5.66, που
υποθέσαμε ως το εσωτερικό γινόμενο, και με χρήση αυτού θα εξαγάγουμε τις μεταθετικές σχέσεις
για τους τελεστές δημιουργίας/καταστροφής.

(f1, f2) = −i
∫
Vx

g0νf1
↔
∂ νf

∗
2

√
−gd3x (5.137)

[âi, âj ] = 0, [â†i , â
†
j ] = 0, [âi, â

†
j ] = δij (5.138)
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Τανυστής ενέργειας-ορμής του Πεδίου Klein-Gordon

Για τον τανυστή ενέργειας ορμής έχουμε αποδείξει σε προηγούμενο κεφάλαιο την γενική σχέση για
καμπυλωμένο χωρόχρονο, οπότε θα χρησιμοποιήσουμε αυτήν την σχέση για να βρούμε τον τανυστή
ενέργειας-ορμής για την Lagrangian density του βαθμωτού κβαντικού πεδίου. Αυτή η Lagrangian
density μας δίνει τον τανυστή ενέργειας ορμής για πεδία τα οποία περιγράφονται από την εξίσωση
Klein-Gordon η οποία περιγράφει BoSonS. Αργότερα θα δούμε πως αυτή η ιδιότητα της Klein-Gordon
είναι σημαντική διότι και η κατανομή μέλανος σώματος είναι μια υποπερίπτωση της στατιστικής
BoSe-EinStein. Επίσης θα αποδείξουμε πως μια παρόμοια κατανομή ακολουθεί το υπόβαθρο του
χωρόχρονου για έναν επιταχυνόμενο παρατηρητή.

Tµν ≡ 2√
−g

δS
δgµν

(5.139)

Για την εξαγωγή του τανυστή θα χωρίσουμε την Lagrangian σε δυο μέρη διότι το κομμάτι της
αλληλεπίδρασης, ξR, με το βαρυτικό πεδίο το έχουμε ξανασυναντήσει στην εξαγωγή των εξισώσεων
πεδίου του EinStein μέσω της αρχής ελαχίστου δράσης, η οποία αποτελούσε την δράση Hilbert.

S = Sfield + Sintr & δS
δgµν

=
δSfield
δgµν

+
δSintr
δgµν

Sfield =
∫
Vx

1

2

√
−g(−~2c2gµν∇µΨ̂∇νΨ̂−m2c4Ψ̂2)dVx

Sintr =
∫
Vx

1

2

√
−g(−ξgµνRµνΨ̂

2)dVx

δSfield
δgµν

=
∂(
√
−gLfield)
∂gµν

− ∂τ

(
∂(
√
−gLfield)

∂(∂τgµν)

)
(5.140)

∂(
√
−gLfield)
∂gµν

= ∂
√
−g

∂gµν
Lfield +

√
−g ∂Lfield

∂gµν

∂
√
−g

∂gµν
= 1

2

√
−ggµν

} 1
2

√
−ggµνLfield +

√
−g ~2

2 g
τµgρν∇τ Ψ̂∇ρΨ̂)

∂gτρ

∂gµν
= −gτµgρν


∂(
√
−gLfield)

∂(∂τgµν)
=

√
−g ∂Lfield

∂(∂τgµν)
= 0

δSintr = −ξ
2

∫
U

(δ
√
−gRµνgµν +

√
−gδRµνgµν +

√
−gRµνδgµν)Ψ̂

2d4x

δSintr = −
∫
U

(
ξ

2
(Rµν − gµνR)Ψ̂2√−gδgµν + gµν∇τδΓ

τ
µν − gτµ∇τδΓ

α
µα

)√
−gΨ̂2d4x

δSintr = −
∫
U

(
ξ

2
Gµν

√
−gΨ̂2δgµν + gµνgρτ∇τ∇ρδgµν − gτµgρν∇τ∇νδgµρ

)√
−gΨ̂2d4x

Όπου έχουμε κάνει δυο παραγοντικές ολοκληρώσεις.

δSintr = −
∫
U

(
ξ

2
Gµν

√
−gΨ̂2δgµν + gµνgρτδgµν∇τ∇ρΨ̂

2 − gτµgρνδgµρ∇τ∇νΨ̂
2

)√
−gd4x

δSintr = −
∫
U

(
ξ

2
Gµν

√
−gΨ̂2 + gµνgρτ∇τ∇ρΨ̂

2 − gτµgνρ∇τ∇ρΨ̂
2

)√
−gδgµνd4x

δSintr
δgµν

= −ξ
2
Gµν

√
−gΨ̂2 − ξ

2
(gµνgρτ∇τ∇ρΨ̂

2 − gτµgνρ∇τ∇ρΨ̂
2)
√
−g

Tµν =
2√
−g

δS
δgµν

= gµνLfield + ~2c2gτµgρν∇τ Ψ̂∇ρΨ̂− ξGµνΨ̂2 − ξ(gµνgρτ∇τ∇ρΨ̂
2 − gτµgνρ∇τ∇ρΨ̂

2)

Tµν = −~2c2(∇µΨ̂∇µΨ̂− m2c2

~2
gµνΨ̂2 − gτµgρν∇τ Ψ̂∇ρΨ̂)− ξ(Gµν + gµνgρτ∇τ∇ρ − gτµgνρ∇τ∇ρ)Ψ̂

2

(5.141)

Όπου προέκυψε ο τανυστής ενέργειας-ορμής για καμπυλωμένο χωρόχρονο για το βαθμωτό πεδίο,
το οποίο αλληλεπιδρά με το βαρυτικό πεδίο. Ο συντελεστής ξ είναι ένας αδιάστατος παράγοντας
ο οποίος στην περίπτωση σύμμορφου μετασχηματισμού έχει τον εξής τύπο ξ(n) = n−2

4(n−1) και στην
περίπτωση της ελάχιστης σύζευξης έχουμε ξ ≡ 0 = ξ(n = 2).
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5.4.2 Πεδίο Dirac

Το πεδίο Dirac για Minkowski χωρόχρονο αποτελεί το ένα μέλος της διαφοράς τετραγώνων της
εξίσωσης Klein-Gordon. Αυτή η υπόθεση για την εξίσωση Dirac είναι σωστή για Spinors και πεδία τα
οποία βρίσκονται σε επίπεδο χωρόχρονο όμως δυστυχώς δεν ισχύει το ίδιο και σε καμπυλωμένο.
Στην πραγματικότητα οι λύσεις της εξίσωσης Dirac δεν είναι καλώς ορισμένες για όλες τις γεωμε-
τρίες, αυτό οφείλεται σε τοπολογικούς περιορισμούς, οπότε και δεν μπορούμε να γενικεύσουμε
την εξίσωση για όλες τις γεωμετρίες.
Οι Spinors που αποτελούν λύσεις της εξίσωσης Dirac δεν ορίζονται στον εφαπτόμενο χώρο της
πολλαπλότητας του χωρόχρονου οπότε θα πρέπει να ορίσουμε έναν νέο χώρο στον οποίο θα
βρίσκονται. Εφόσον οι Spinors ικανοποιούν την άλγεβρα Clifford θα ορίσουμε έναν δικό τους
διανυσματικό χώρο. Αν επιπλέον επιτρέπεται η εισαγωγή αυτού του διανυσματικού χώρου στην
πολλαπλότητα του χωρόχρονου τότε έχουμε την δυνατότητα να ορίσουμε τις λύσεις της Dirac.
Όπως στην περίπτωση της επίπεδης γεωμετρίας έχουμε τον τανυστή του Spin να ικανοποιεί την
ίδια άλγεβρα. Όπως είπαμε οι άλγεβρα της εξίσωσης Dirac είναι η άλγεβρα Clifford θα γενικεύσουμε
τους γάμμα πίνακες γράφοντας τους με χρήση των τετράδων.

γµ(x) = γae µ
a (5.142)

L =
1

2

√
−g
(
i~cΨ̂γµ(x)∇µΨ̂− i~c(∇µΨ̂)γµ(x)Ψ̂−mc2Ψ̂Ψ̂

)
(5.143)

∇ν

 ∂L

∂
(
∇νΨ̂

)
− ∂L

∂Ψ̂
= 0 ⇒ ∇ν

(
−i~c1

2

√
−gγµ(x)Ψ̂

)
+

1

2

√
−gmc2Ψ̂ = 0

∂L

∂
(
∇0Ψ̂

) = iΨ̂~γ0(x)
√
−g = i~Ψ̂†√−gγ0(x)γ0(x) = i~

√
−gΨ̂† Συζυγής ορμή (5.144)

{Π̂a(x), Π̂b(x′)} = 0, {Ψ̂a(x), Ψ̂b(x′)} = 0, {Ψ̂a(x), Π̂b(x′)} = i~δab
δ(x − x′)√

−g
(5.145)

(ψ1, ψ2) =

∫
Vx

Ψ̂1γ
0Ψ̂2

√
−gΣdVx =

∫
Vx

Ψ̂†
1γ

0γ0Ψ̂2

√
−gΣdVx =

∫
Vx

Ψ̂†
2Ψ̂1

√
−gΣdVx (5.146)(

i~cγµ(x)∇µ −mc2
)
Ψ̂ = 0 (5.147)

{γµ(x), γν(x)} = 2gµν (5.148)

Σ̂µν ≡ 1

4
[γµ, γν ] (5.149)

[Σµν ,Σρτ ] = (Σµτgρν − gρµΣντ + gτνΣρµ − gµτΣρν) (5.150)

Στον επίπεδο Minkowski χωρόχρονο έχουμε ότι η εξίσωση Dirac ικανοποιεί την εξίσωση Klein-Gordon
έτσι θα υποθέσουμε ότι κι εδώ την ικανοποιεί. Και θα αποδείξουμε την εγκυρότητα αυτής της
υπόθεσης.(

i~cγµ(x)∇µ −mc2
) (

−i~cγν(x)∇ν −mc2
)
Ψ̂ = 0 ⇒(

−(i~c)2γµ(x)γν(x)∇ν∇µ + i~c(γν(x)∇ν − γµ(x)∇µ)mc
2 + (mc2)2

)
⇒

−
(
~2c2γµ(x)γν(x)∇ν∇µ − (mc2)2

)
= 0 ⇒

4Σ̂µν + 2gµν = 2γµ(x)γν(x) ⇒ 2Σ̂µν + gµν = γµ(x)γν(x)

Aµν∇µ∇ν = Aµν 1
2 (∇µ∇ν −∇ν∇µ) =

1
2A

µνTµν , Aµν = −Aνµ

}
⇒

(2Σ̂µν + gµν)∇ν∇µ

Σ̂µν = −Σ̂νµ

}
⇒(

~2c2(2Σ̂µν
1

2
Tµν + gµν∇ν∇µ)− (mc2)2

)
= 0 ⇒(

−~2c2�2 + ~2Σ̂µνTµν +m2c4
)
= 0 (5.151)

Όπου τελικώς αν ο χωρόχρονος είναι επίπεδος η μετρική γίνεται Minkowski και οι συντελεστές
σύνδεσης όπως και η στρέψη μηδενίζονται. Όποτε καταλήγουμε στην κλασική εξίσωση Klein-Gordon
για επίπεδο χωρόχρονο κάτι το οποίο ήταν αναμενόμενο.



84 Κβαντική Θεωρία Πεδίου
5.5 Φαινόμενο Unruh

Προηγουμένως είδαμε ότι από τους μετασχηματισμούς Bogolyubov έχουμε ότι το κενό των κα-
ταστάσεων f δεν είναι κατ’ ανάγκη κενό για τις καταστάσεις g κάτι που αποδεικνύει πως δυο
διαφορετικοί παρατηρητές βλέπουν διαφορετικό κενό, το φαινόμενο Unruh αποτελεί συνέπεια του
γεγονότος αυτού. Έτσι για παρατηρητές οι οποίοι κινούνται με σταθερή επιτάχυνση έχουμε δείξει
στην σελίδα 49 πως οι συντεταγμένες Rindler είναι οι κατάλληλες συν του ότι περιγράφουν την
γεωμετρία του χωρόχρονου κοντά στον ορίζοντα γεγονότων μιας μελανής οπής (Schwarzschild).
Θα ξεκινήσουμε με άμαζο πεδίο Klein-Gordon, και στην συνέχεια θα το γενικεύσουμε, με μετρική
την μετρική Rindler για διδιάστατη γεωμετρία, όπου έχουμε σταθερές γωνίες (θ, φ), δηλαδή θα
εξαρτάται μόνο από την χρονική και χωρική συνιστώσα. Στο παρακάτω διάγραμμα φαίνονται οι
περιοχές στις οποίες χωρίζεται ο χωρόχρονος.

5.5.1 Πεδίο Klein-Gordon

Άμαζο Πεδίο Klein-Gordon

Σχήμα 5.2: Rindler

gµν =

(
−ρ2 0
0 1

)
g = det(gµν) = −ρ2 ⇒

√
−g = ρ (5.152)

Γρηη = ρ Γηρη =
1

ρ
(5.153)

Rµν = ∂τΓ
τ
µν − ∂µΓ

τ
τν + ΓτµνΓ

κ
τκ − ΓκτνΓ

τ
κµ

Rηη = ∂τΓ
τ
ηη − ∂ηΓ

τ
τη + ΓτηηΓ

κ
τκ − ΓκτηΓ

τ
κη = ∂ρΓ

ρ
ηη − 0 + ΓρηηΓ

η
ρη − 2ΓηρηΓ

ρ
ηη = 1 + 1− 1− 1 = 0

Rηρ = ∂τΓ
τ
ηρ − ∂ηΓ

τ
τρ + ΓτηρΓ

κ
τκ − ΓκτηΓ

τ
κρ = ∂ηΓ

η
ηρ − 0 + ΓηηρΓ

κ
ηκ − ΓηηηΓ

η
ηρ = 0− 0 + 0− 0 = 0

Rρρ = ∂τΓ
τ
ρρ − ∂ρΓ

τ
ρτ + ΓτρρΓ

κ
τκ − ΓκτρΓ

τ
κρ = 0− ∂ρΓ

η
ρη + 0− ΓηηρΓ

η
ηρ = ρ−2 − ρ−1ρ−1 = 0

(~2c2�2 −m2c4)Ψ̂ = 0 (5.154)

�2Ψ̂ = ∇µ∇µΨ̂ = ∇µ∂
µΨ̂ = ∂µ∂

µΨ̂ + Γτντ∂
νΨ̂ = ∂µ∂

µΨ̂ +
1√
−g

(∂ν
√
−g)∂νΨ̂ =

1√
−g

∂µ(
√
−g∂µΨ̂)

�2Ψ̂ = 0 ⇒ 1√
−g

∂µ(
√
−g∂µΨ̂) = 0 ⇒ ∂µ(ρ∂

µΨ̂) = 0 ⇒ ∂η(ρg
ην∂νΨ̂) + ∂ρ(ρg

ρν∂νΨ̂) = 0 ⇒

�2Ψ̂ = ∂η(ρg
ηη∂ηΨ̂)+∂ρ(ρg

ρρ∂ρΨ̂) = ∂η(ρ
1

−ρ2
∂ηΨ̂)+∂ρ(ρ1∂ρΨ̂) = 0 ⇒−∂2ηΨ̂ + ρ∂ρ(ρ∂ρΨ̂) = 0 (5.155)

f = H(η)P (ρ)

−∂2ηΨ̂ + ρ∂ρρ∂ρΨ̂ = 0

}
⇒

−1
H ∂2ηH + ρ

P ∂ρρ∂ρP = 0

− 1
H ∂

2
ηH = c2ω2

α2 ≡ Ω2

}
⇒

H(η) ∼ e−iΩη

(ρ∂ρ + ρ2∂2ρ +Ω2)P = 0

}
P∼ρn⇒

(n+ n(n− 1) + Ω2)ρn = 0 ⇒ n2 = −Ω2 ⇒ n = ±iΩ ⇒ ρ±iΩ = e±iΩ ln ρ

(hΩ, hΩ′) = −i
∫
g0νhΩ

↔
∂ νh

∗
Ω′
√
−gdρ = δ(Ω− Ω′)

(hΩ, hΩ′) = i

∫
ρ−2(AΩe

∓iΩηe±iΩ ln ρA∗
Ω′∂ηe

±iΩ′ηe±iΩ
′ ln ρ −AΩ∂ηe

∓iΩηe±iΩ ln ρA∗
Ω′e±iΩ

′ηe±iΩ
′ ln ρ)ρdρ

(hΩ, hΩ′) = ±i2A∗
ΩAΩ′(Ω + Ω′)e∓i(Ω−Ω)η

∫
e±i(Ω

′−Ω) ln ρρ−1dρ = ∓A∗
ΩAΩ′(Ω + Ω′)e∓i(Ω−Ω′)ηδ(Ω− Ω′)

(hΩ, hΩ′) = ∓A∗
ΩAΩ2Ω2πδ(Ω− Ω′) = ∓δ(Ω− Ω′) ⇒ AΩ =

1√
4πΩ

(5.156)
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fω =

{ √
α√

4πcω
e−i

cω
α (η+ln ρ) Περιοχή I

0 Περιοχή II

gω =

{
0 Περιοχή I

√
α√

4πcω
ei

cω
α (η−ln ρ) Περιοχή II

⇒ Ψ̂ =

∫
(âωfω + â†ωf

∗
ω)dω =

∫
(b̂ωgω + b̂†ωg

∗
ω)dω

Στην περιοχή II έχουμε παρατηρητές οι οποίοι κατευθύνονται αντίθετα από ότι θα κατευθυνό-
ντουσαν αν βρίσκονταν στην περιοχή I, δηλαδή κάτι σαν να καθρεφτίζεται η κατεύθυνση τους.
Επιπλέον οι δυο περιοχές του χωρόχρονου δεν μπορούν να επικοινωνήσουν με κανέναν αιτιατό
τρόπο μεταξύ τους. Παρατηρούμε ότι η μετρική μας είναι ανεξάρτητη του χρόνου η οπότε θα υπάρ-
χει συμμετρία στον χρόνο το οποίο συνεπάγεται την ύπαρξη του χρονικού διανύσματος killing.
για τις συντεταγμένες Rindler έχουμε ότι προέρχονται από τον επίπεδο χωρόχρονο Minkowski
ύστερα κάτω από έναν μετασχηματισμό. Για τους μετασχηματισμούς Bogolyubov εφόσον μπορού-
με να περάσουμε από τις λύσεις του χωρόχρονου Minkowski στις λύσεις του Rindler θα τους
εξαγάγουμε κατόπιν συνδυασμού των λύσεων αυτών.

x0 = ρ sinh η
x1 = ρ cosh η

} Το διάνυσμα killing είναι.
∂η = ∂x0

∂η ∂x0 + ∂x1

∂η ∂x1 = ρ cosh η∂x0 + ρ sinh η∂x1

}
= x0∂x1 + x1∂x0 (5.157)

x0 ± x1 = ρ(cosh η ± sinh η) = ρe±η ⇒ ln ρ± η = ln(x0 ± x1) (5.158)
Από την σχέση 5.158 και την αντιστροφή της κατεύθυνσης στις δυο περιοχές
οι λύσεις παίρνουν την μορφή.

fω =

{ √
α√

4πcω
e−i

cω
α (ln(x0+x1)) =

√
α√

4πcω
(x0 + x1)−i

cω
α Περιοχή I

√
α√

4πcω
e−i

cω
α (ln(−x0−x1)) =

√
α√

4πcω
(−x0 − x1)−i

cω
α Περιοχή II

(5.159)

gω =

{ √
α√

4πcω
ei

cω
α (ln(x1−x0)) =

√
α√

4πcω
(−x0 + x1)i

cω
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α (ln(x0−x1)) =

√
α√

4πcω
(x0 − x1)i

cω
α Περιοχή II

(5.160)

Εφόσον έχουμε άμαζο πεδίο ισχύει. ω2 = |k|2

fk =

{
f Ik =

√
α√

4πcω
e−i

cω
α η−kc

α ln ρ)

f IIk = 0

gk =

{
gIk = 0

gIIk =
√
α√

4πcω
ei
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α η−ikc

α ln ρ
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√
α√
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√
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√
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α


eiπ=−1⇒

Ύστερα από συνδυασμό των λύσεων θα προκύψουν οι τροποποιημένες λύσεις
για τον χωρόχρονο Minkowski.

φk = ck(e
− cπω

2α f I∗−k + e
cπω
2α gIIk ) ψk = ck(e

cπω
2α f Ik + e−

cπω
2α gII∗−k )

(φk1 , φk2) = (ck1(e
− cπω1

2α f I∗−k1
+ e

cπω1
2α gIIk1

), ck2(e
− cπω2

2α f I∗−k2︸ ︷︷ ︸+e cπω2
2α gIIk2︸ ︷︷ ︸

(fI∗
−k1

,gIIk2
)=(gIIk1

,fI∗
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(φk1 , φk2) = ck1ck2(e
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2α (ω1+ω2)(f I∗−k1
, f I∗−k2

) + e
cπ
2α (ω1+ω2)(gIk1

, gIk2
))

(φk1 , φk2) = ck1ck2(e
− cπ

2α (ω1+ω2)(−δ(−(k1 − k2))) + e
cπ
2α (ω1+ω2)δ(k1 − k2)

(φk1 , φk2) = c2k1
(−e−

cπω1
α + e

cπω1
α )δ(k1 − k2) = c2k1

2 sinh
(cπω1

α

)
δ(k1 − k2) = δ(k1 − k2)

φk =
1√

2 sinh
(
cπω
α

) (e− cπω
2α f I∗−k + e

cπω
2α gIIk ) ψk =

1√
2 sinh

(
cπω
α

) (e cπω
2α f Ik + e−

cπω
2α gII∗−k )

Ψ̂ =

∫
(ĉkφk + ĉ†kφ

∗
k + d̂kψk + d̂†kψ

∗
k)dk όπου ĉk|0Mink〉 = d̂k|0Mink〉 = 0 (5.161)

Η λύση που βρέθηκε για το πεδίο έχει αναπτυχθεί με την βοήθεια των τελεστών δημιουργίας και
καταστροφής του χωρόχρονου Minkowski. Οι λύσεις αυτές προέκυψαν ως γραμμικός συνδυα-
σμός των λύσεων για τον χωρόχρονο Rindler άρα ο μετασχηματισμός Bogolyubov θα προκύψει
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εφόσον βρήκαμε τις λύσεις για το πεδίο σε συντεταγμένες Minkowski από τις σχέσεις του μετα-
σχηματισμού Bogolyubov. Έχουμε ότι οι συντελεστές Bogolyubov για τις λύσεις του χωρόχρονου
Rindler είναι οι συντελεστές των λύσεων του χωρόχρονου Minkowski. Κατόπιν θα γράψουμε τους
τελεστές δημιουργίας και καταστροφής των λύσεων του χωρόχρονου Rindler συναρτήσει των τελε-
στών του χωρόχρονου Minkowski. Έτσι η η δράση των τελεστών Rindler στην κατάσταση κενού
Minkowski θα μας αποκαλύψει πως από διαφορετική σκοπιά οι παρατηρητές αντιλαμβάνονται
διαφορετικά τον χωρόχρονο και τις κβαντικές διεργασίες που λαμβάνουν χώρα σε αυτόν.

φk =

∫
(ckk′gIIk′ + dkk′f I∗−k′)dk′ =

1√
2 sinh

(
cπω
α

) (e− cπω
2α f I∗−k + e

cπω
2α gIIk ) (5.162)

ckk′ = (gII
k′ , φk)

dkk′ = −(f I∗−k′ , φk)

} ckk′ = (gII
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⇒
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(5.163)
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∫
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2α ĉk+e

cπω
2α ĉ†−k
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(5.164)

Εφόσον έχουμε εκφράσει τους τελεστές δημιουργίας κια καταστροφής του χώρου Rindler συναρ-
τήσει των τελεστών του χώρου Minkowski θα δούμε ποια είναι η δράση του τελεστή αρίθμησης,
Rindler, στον χώρο Fock του χωρόχρονου Minkowski.

n̂Rindk ≡ â†kâk =
(e−

cπω
2α ĉ†k + e

cπω
2α ĉ−k)√

2 sinh
(
cπω
α

) (e−
cπω
2α ĉk + e

cπω
2α ĉ†−k)√

2 sinh
(
cπω
α

) =
e−

cπω
α ĉ†kĉk + ĉ†kĉ

†
−k + ĉ−kĉk + e

cπω
α ĉ−kc

†
−k

2 sinh
(
cπω
α

)
〈0Mink|n̂Rindk |0Mink〉 =

1

2 sinh
(
cπω
α

) 〈0Mink|e−
cπω
α n̂Mink

k + ĉ†kĉ
†
−k + ĉ−kĉk + e

cπω
α (n̂Mink

−k + δ(0))|0Mink〉

〈0Mink|n̂Mink
k |0Mink〉 = 0

〈0Mink|ĉ†k = ĉk|0Mink〉 = 0

〈0Mink|0Mink〉 = 1

〈0Mink|n̂Rindk |0Mink〉 =
e

cπω
α

2 sinh
(
cπω
α

) 〈0Mink|δ(0)|0Mink〉 =
e

cπω
α δ(0)

e
cπω
α − e−

cπω
α

〈0Mink|0Mink〉 =
δ(0)

e
c2πω

α − 1
(5.165)

Όπου παρατηρούμε ότι η μέση τιμή του τελεστή αρίθμησης έχει την μορφή της στατιστικής
BoSe-EinStein, δηλαδή ο χωρόχρονος είναι γεμάτος με σωματίδια. Εφόσον ικανοποιεί μια τέτοιου
είδους στατιστική θα υπάρχει θερμοκρασία. Η ταυτοποίηση της θερμοκρασίας αυτής γίνεται

〈0Mink|n̂Rindk |0Mink〉 =
1

e
c2πω

α − 1
δ(0) ∼ 〈n̂B−E〉 =

1

e
E

kBT − 1
⇒ 2cπE

~α
=

E

kBT

T =
~α

2πckB
θερμοκρασία Unruh (5.166)

Συνεπώς προκύπτει ότι σταθερά επιταχυνόμενοι παρατηρητές βλέπουν τον χωρόχρονο γεμάτο με
σωματίδια ενώ ο χώρος είναι φαινομενικά κενός, από την σκοπιά ενός παρατηρητή Minkowski.
Η κατανομή του φάσματος των σωματιδίων είναι παρόμοια με αυτή του μέλανος σώματος δηλαδή
το υπόβαθρο του χωρόχρονου έχει θερμική εκπομπή παρόμοια με του μέλανος σώματος.
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Μαζικό Πεδίο Klein-Gordon

Προηγουμένως για απλοποίηση του προβλήματος θεωρήσαμε άμαζο πεδίο τώρα θα επαναφέρουμε
την μάζα και θα λύσουμε την εξίσωση Klein-Gordon. Καθώς επίσης και 4−D μετρική.

ds2 = −ρ2dη2 + dρ2 + dr2x + dr2y = −ρ2dρ2 + dρ2 + dr⊥ gµν =


−ρ2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.167)

(
�2 − m2c2

~2

)
Ψ̂ = 0 ⇒

(
− 1

ρ2
∂2η +

1

ρ
∂ρ(ρ∂ρ) + ∂2rx + ∂2ry − m2c2

~2

)
Ψ̂ = 0 (5.168)

Η λύση της εξίσωσης θα γίνει ξανά με την μέθοδο χωρισμού

f = H(η)P (ρ)R(r⊥)

−∂2ηΨ̂ + ρ∂ρ(ρ∂ρ)Ψ̂ + ∂2r⊥
Ψ̂− m2c2

~2 Ψ̂ = 0

}
⇒

−1
H ∂2ηH + ρ

P ∂ρ(ρ∂ρP )−
m2c2

~2 P = 0

− 1
H ∂

2
ηH = c2ω2

α2 ≡ Ω2

1
R(r⊥)∂

2
r⊥
R(r⊥) = k2

⊥c
2

⇒

(ρ2∂2ρ + ρ∂ρ − ρ2 (
m2c2

~2
+ k2

⊥)c
2︸ ︷︷ ︸

=M2c2

~2

+Ω2)P (ρ) = 0

ρMc2

~ ≡ x⇒ ∂ρ =
∂x
∂ρ∂x = Mc

~ ∂x

⇒
(
x2∂2x + x∂x − (x2 + i2Ω2)

)
P (x) = 0

P (x)∼KiΩ(x)⇒

Η διαφορική εξίσωση που προέκυψε είναι τροποποιημένη Bessel iΩ τάξης.
f = cΩe

−iΩη+ck⊥·r⊥KiΩ(x) (5.169)

(hΩ, hΩ′) = −i
∫
g0νhΩ

↔
∂ νhΩ′

√
−gd3x = i

∫
ρ−2hΩ

↔
∂ νhΩ′ρd3x = δ(Ω− Ω′)δ(ck⊥ − ck′

⊥)

(hΩ, hΩ) = i

∫
(cΩe

iΩη+ck⊥·r⊥KiΩ(x)c∗Ω′(x)∂ηe
−iΩ′η−k

′
⊥·r⊥K∗

iΩ′(x)−

∂η(cΩ′eiΩη−k
′
⊥·r⊥)KiΩ(x)c∗Ω′e−iΩη+ck⊥·r⊥K∗

iΩ′)ρ−1dk⊥dηdρ

(hΩ, hΩ′) = −i2|cΩ|2(Ω + Ω′)

∫
ei(Ω−Ω′)η+i(k⊥−k⊥)·r⊥KiΩ(x)K∗

iΩ′(x)ρ−1dηdρ

(hΩ, hΩ′) = |cΩ|2(2π)22Ωδ(Ω− Ω′)δ(2)(k⊥ − k
′

⊥)

∫
KiΩ(x)K∗

iΩ′(x)
dx

x

KiΩ(x) = π e
i(iΩ)π

2 J−iΩ(ix)−e−i(iΩ)π
2 JiΩ(ix)

2 sin(iΩπ) = π e
−Ωπ

2 J−iΩ(ix)−eΩ
π
2 JiΩ(ix)

2i sinh(Ωπ)

K∗
iΩ = π

eΩ
π
2 J∗

−iΩ(ix)−e−Ωπ
2 J∗

iΩ(ix)

2i sinh(Ωπ)

Jn(x) ≈ 1
Γ(n+1)

(
x
2

)n
J∗
n(x) ≈ 1

Γ(n+1)

(
x∗

2

)n∗


Για το ολοκλήρωμα θα κάνουμε προσέγγιση για τις συναρτήσεις Bessel Jn.∫

|KiΩ|2
dx

x
=

π2

−4i2 sinh2(Ωπ)

∫ (
x
2

)iΩ −
(
x
2

)−iΩ
Γ(iΩ+ 1)

(
x
2

)−iΩ −
(
x
2

)iΩ
Γ(iΩ+ 1)

dx

x

π2

−4i2 sinh2(Ωπ)

∫
eiΩ ln x

2 − e−iΩ ln x
2

Γ(iΩ+ 1)

e−iΩ ln x
2 − eiΩ ln x

2

Γ(iΩ+ 1)
d ln x

2
=

π2

−4i2 sinh2(Ωπ)Γ(iΩ+ 1)Γ(iΩ+ 1)

Γ(n)Γ(1− n) =
π

sin(nπ) Γ(n) = Γ(n∗) nΓ(n) = Γ(n+ 1) (5.170)

Γ(iΩ+ 1)Γ(iΩ+ 1) = Γ(iΩ+ 1)Γ(1− iΩ) = iΩΓ(iΩ)Γ(1− iΩ) =
πΩ

sinhΩπ
(5.171)

(hΩ, hΩ′) = |cΩ|22π2Ωδ(Ω− Ω′)δ(2)(k⊥ − k
′

⊥)
π2

4 sinh(Ωπ)πΩ = δ(Ω− Ω′)δ(2)(k⊥ − k
′

⊥)

cΩ =

√
sinh(Ωπ)
π

, f =
1

π

√
sinh(Ωπ)e−iΩη+ik⊥·r⊥KiΩ(x), g =

1

π

√
sinh(Ωπ)eiΩη−ik⊥·r⊥KiΩ(−x)

(5.172)
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fω =

{
1
π

√
sinh(Ωπ)e−iΩη+ik⊥·r⊥KiΩ(x) Περιοχή I

0 Περιοχή II

gω =

{
0 Περιοχή I
1
π

√
sinh(Ωπ)eiΩη−ik⊥·r⊥KiΩ(−x) Περιοχή II

⇒ (5.173)

Θα αναπτύξουμε το πεδίο μας στην βάση των λύσεων (f, g) με την βοήθεια των συντελεστών
δημιουργίας και καταστροφής του χωρόχρονου Rindler. Και στην συνέχεια θα κάνουμε τον με-
τασχηματισμό Bogolyubov ώστε να δούμε την δράση αυτών στον χωρόχρονο Minkowski. Όπου
οι λύσεις για τον χωρόχρονο Minkowski είναι τα επίπεδα κύματα. Όπου και θα έχουμε για τους
συντελεστές Bogolyubov. Παρατίθενται οι λύσεις του χωρόχρονου Minkowski χωρίς να παρατί-
θενται οι υπολογισμοί.

hΩkzk⊥ ∼ e∓i(k0x0±ckzrz∓ck⊥·r⊥), k20 =

√
c2k2z + c2k2

⊥ +
m2c4

~2
(5.174)

Ψ̂ =

∫
(âω,k⊥fω,k⊥(η, x, r⊥) + â†ω,k⊥

f∗ω,k⊥
(η, x, r⊥) + b̂ωgω,k⊥(η, x, r⊥) + b̂†ω,k⊥

g∗ω,k⊥
(η, x, r⊥))dωdk⊥

fω,k⊥(x0, rz, r⊥) =

∫
(aΩk⊥kze

−ik0x0+ickzrz + bΩk⊥kze
ick0x0−ickzrz )

eick⊥·r⊥

2π

dkz√
4πk0

(5.175)

gω,k⊥(x0, rz, r⊥) =

∫
(cΩk⊥kze

−ik0x0+ickzrz + dΩk⊥kze
ick0x0−ickzrz )

eick⊥·r⊥

2π

dkz√
4πk0

(5.176)

Όπου έχουμε για τους συντελεστές Bogolyubov να ισχύουν οι σχέσεις για τις δυο περιοχές.
aΩk⊥kz = cΩk⊥−kz & bΩk⊥kz = dΩk⊥−kz (5.177)
Και για τους τελεστές δημιουργίας και καταστροφής έχουμε κατ’ αναλογία με την
διδιάστατη περίπτωση.

âω,k⊥ = e−πΩb̂†ω,−k⊥
& b̂ω,k⊥ = e−πΩâ†ω,−k⊥

(5.178)
Ορίζουμε τις νέες καταστάσεις αφού κάναμε τον μετασχηματισμό.

w−Ωk⊥ ≡ fω,k⊥ − g∗ω,−k⊥√
1− e−2πΩ

w+Ωk⊥ ≡ gω,k⊥ + f∗ω,−k⊥√
1− e−2πΩ

(5.179)

bΩk⊥kz = −e−πΩc∗Ωk⊥kz
cΩk⊥kz = −e−πΩd∗Ωk⊥kz

(5.180)
Για απλοποίηση θα μελετήσουμε την συμπεριφορά τους στον ορίζοντα γεγονότων όπου x0 = rz

Ορίζουμε νέες συντεταγμένες τύπου Kruskal ώστε να απλοποιηθούν οι υπολογισμοί.

u = τ − ξ & v = τ + ξ & ρ = eaξ

a & η = aτ

x0 = − eaξ

a sinh aτ & rz =
eaξ

a cosh aτ
U = −x0 + rz =

ea(ξ+τ)

a & V = x0 + rz =
ea(ξ−τ)

a

 (5.181)

fω,k⊥ →
∫
(aΩk⊥kze

−i(k0+kz)cV
2 + bΩk⊥kze

i(k0−kz)cV
2 )
eick⊥·r⊥

2π

dkz√
4πk0

fω,k⊥ → i√
sinh(Ωπ)

( (
x
2

)iΩ
Γ(1 + iΩ)

−
(
x
2

)−iΩ
Γ(1− iΩ)

)
eick⊥·r⊥

2π

x→0⇒ (5.182)

fω,k⊥ ≈
−i√

sinh(Ωπ)

(
x
2

)−iΩ
Γ(1− iΩ)

eick⊥·r⊥

2π

Συνεπώς οι συντελεστές Bogolyubov θα προκύψουν από τον μετασχηματισμό Fourier.

aΩk⊥kz =
i√

16π2 sinh(Ωπ)
1

Γ(1− iΩ)

∫ (x
2

)−iΩ
e−i(k0−kz)c

V
2 dV∫ (

x
2

)−iΩ
e−i(k0−kz)

V
2 dV

x = ρMc
~

τ=0
= aVMc

~

}
⇒
∫ (

aVMc

2~

)−iΩ

e−i(k0−kz)
V
2 dV ⇒

∫ (
avMc

~

)−iΩ

e−i(k0−kz)v2dv ⇒

2

(
aMc

~

)−iΩ ∫
v−iΩe−ikozvdv = a−iΩ

(
Mc

~

)−iΩ

2π2ieπΩΓ(1− iΩ)(k0 − kz)
iΩaiΩ
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aMc
~ =

√
k20 − k2z√

k20 − k2z = ((k0 − kz)(k0 + kz))
1
2

}
⇒

(
aMc
~
)−iΩ

(k0 − kz)
iΩ

}
⇒

(
k0+kz
k0−kz

)−iΩ2
k0+kz
k0−kz ≡ e2θ(kz)

⇒ e−iΩθ(kz)

aΩk⊥kz =
e−iΩθ(kz)eπ

Ω
2√

4π sinh(Ωπ)
bΩk⊥kz = − e−iΩθ(kz)e−π

Ω
2√

4π sinh(Ωπ)
(5.183)

Εφόσον έχουμε υπολογίσει τους συντελεστές του μετασχηματισμού Bogolyubov θα εκφράσουμε
τους τελεστές δημιουργίας και καταστροφής μέσω του μετασχηματισμού.

âk⊥Ω =
b̂k⊥−Ω + e−πΩb̂†−k⊥Ω√

1− e−2πΩ
(5.184)

â†k⊥Ω =
b̂†k⊥−Ω + e−πΩb̂−k⊥Ω√

1− e−2πΩ
(5.185)

Εφόσον έχουμε ορίσει και τους τελεστές δημιουργίας για τον χωρόχρονο Rindler θα ορίσουμε τον
τελεστή αρίθμησης. Του οποίου η δράση θα μας αποκαλύψει το φαινόμενο Unruh και για το μαζικό
πεδίο Klein-Gordon.

n̂Rindk⊥Ω ≡ â†k⊥Ωâk⊥Ω =
b̂†k⊥−Ω + e−πΩb̂−k⊥Ω√

1− e−2πΩ

b̂k⊥−Ω + e−πΩb̂†−k⊥Ω√
1− e−2πΩ

n̂Rindk⊥Ω ≡
b̂†k⊥−Ωb̂k⊥−Ω + e−πΩb̂†k⊥−Ωb̂

†
−k⊥Ω + e−πΩb̂−k⊥Ωb̂

†
k⊥−Ω + e−2πΩb̂−k⊥Ωb̂

†
−k⊥Ω

1− e−2πΩ
(5.186)

〈0Mink|n̂Rindk |0Mink〉 =
1

1− e−2πΩ
〈0Mink|b̂†k⊥−Ωb̂k⊥−Ω + e−πΩb̂†k⊥−Ωb̂

†
−k⊥Ω + e−πΩb̂−k⊥Ωb̂

†
k⊥−Ω+

e−2πΩb̂−k⊥Ωb̂
†
−k⊥Ω|0Mink〉

〈0Mink|n̂Mink
k |0Mink〉 = 0

〈0Mink|b̂†k = b̂k|0Mink〉 = 0

〈0Mink|0Mink〉 = 1

〈0Mink|n̂Rindk |0Mink〉 =
e−2πΩ

1− e−2πΩ
〈0Mink|δ(0)δ(2)(0)|0Mink〉 =

1

e2πΩ − 1
δ(0)δ(2)(0)

〈0Mink|n̂Rindk |0Mink〉 =
1

e
2piωc

a − 1
δ(0)δ(2)(0) =

1

e
2πω~c

a − 1
δ(0)δ(2)(0) (5.187)

〈0Mink|n̂Rindk |0Mink〉 =
1

e
c2πω

α − 1
δ(0) ∼ 〈n̂B−E〉 =

1

e
E

kBT − 1
⇒ 2cπE

~α
=

E

kBT

T =
~α

2πckB
θερμοκρασία Unruh (5.188)

Παρατηρούμε, αφού πρώτα συσχετίσουμε την στατιστική BoSe-EinStein με το αποτέλεσμα μας,
ότι και στην περίπτωση που το πεδίο έχει μάζα φαίνεται να κινείται σε ένα λουτρό θερμότητας
με χαρακτηριστική θερμοκρασία την θερμοκρασία Unruh. Δηλαδή ο χωρόχρονος είναι γεμάτος από
σωματίδια τύπου BoSe τα οποία δημιουργούνται και καταστρέφονται, χωρίς να παραβιάζεται καμία
διατήρηση, σε έναν επιτρεπτό χρόνο σύμφωνα με την αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg που
μια μορφή της είναι η εξής.

∆E∆τ ≥ ~
2

(5.189)

Από τις αρχές τις κβαντικής στατιστικής είναι ότι σωματίδια τύπου BoSe έχουν την δυνατότητα
να καταλαμβάνουν οποιαδήποτε κβαντική κατάσταση, κάτι το οποίο δεν ισχύει για τα σωματίδια
τύπου Fermi το οποίο θα εξετάσουμε παρακάτω, οπότε είναι δυνατόν ο χωρόχρονος να κατακλύ-
ζεται από τέτοιου είδους σωματίδια. Όπως έχουμε παρατηρήσει και προηγουμένως η στατιστική
κατανομή είναι παρόμοια με αυτή του μέλανος σώματος άρα ο χωρόχρονος ακτινοβολεί με ένα
φάσμα παρόμοιο με του μέλανος σώματος.
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5.5.2 Πεδίο Dirac

Θα μελετήσουμε το φαινόμενο Unruh για FermionS τα οποία περιγράφονται από την εξίσωση Dirac.
Για τα πεδία της εξίσωσης αυτής ισχύουν αντιμεταθετικές σχέσεις, εν αντιθέσει με τα πεδία
Klein-Gordon που ισχύουν μεταθετικές, οπότε οι μετασχηματισμοί Bogolyubov θα πρέπει να με-
ταβληθούν κατάλληλα ώστε να σέβονται τις αντιμεταθετικές αυτές σχέσεις των πεδίων. Για αυτό
το πεδίο θα χρησιμοποιήσουμε τις 2 − D συντεταγμένες Rindler με χρήση των τετράδων. Όπου
έχουμε

ds2 = −ρ2dη2 + dρ2 (5.190)

gµν =

(
−ρ2 0
0 1

)
ηmn =

(
−1 0
0 1

)
gµν = ηmne

m
µ e n

ν (5.191)

e m
µ =

(
ρ 0
0 1

)
emµ =

(
ρ−1 0
0 1

)
(5.192)

Παρατηρούμε ότι e m
µ = e m

µ (ρ)

(i~cγµ(x)∇µ −mc2)Ψ̂ = 0 ⇒ (i~cγµ(x)∂µ + i~cγµ(x)Ωµ −mc2)Ψ̂ = 0

i~cγµ(x)Ωµ = i~cγceµc(−
i

4
σabeνa∇µebν)

eµce
ν
a=ηacg

µν

⇒ i~cγc(− i

4
σabηacg

µν∇µebν)

(− i

4
γc
i

2
(γaγb − γbγa)δibηac) =

1

8
γc(γcγ

b − γbγc)δ
i
b

γcγc=4
=

{γa,γb}=2gab

1

8
(4γb − (2gcb − γbγc)γc)δ

i
b

1

8
(4γb − 2gcbγc + 4γb)δib =

3

4
γi (5.193)(

i~cγµ(x)∂µ + i~c
3

4
γbgµν∇µebν −mc2

)
Ψ̂ = 0(

i~cγ0eµ0∂µ + i~cγieµi∂µ + i~c
3

4
γi

2δ3i
3ρ

−mc2
)
Ψ̂ = 0 ⇒

(
i~c(γ0

1

ρ
∂0 + γi1∂i +

1

2ρ
γ3)−mc2

)
Ψ̂ = 0(

i~c∂η + i~ργ0γ3∂ρ +
i~c
2
γ0γ3 − γ0ρmc2

)
Ψ̂ = 0 ⇒ i~c∂ηΨ̂ =

(
−i~cργ0γ3∂ρ −

i~c
2
γ0γ3 + γ0ρmc2

)
Ψ̂

(5.194)

γ0γi =

(
I O
O −I

)(
O σi

−σi O

)
=

(
O σi

σi O

)
≡ ai ⇒ γ0γ ≡ a (5.195)

EΨ̂ = H Ψ̂ ⇒ i~c∂ηΨ̂ =

(
−i~cρa3∂ρ −

i~c
2
a3 + γ0ρmc2

)
Ψ̂ (5.196)(

i~c∂η 0
0 i~c∂η

)
Ψ̂ =

(
ρmc2 −i~cρσ3∂ρ − i~c

2 σ
3

−i~cρσ3∂ρ − i~c
2 σ

3 −ρmc2
)
Ψ̂ (5.197)

Οι λύσεις της εξίσωσης Dirac αφού την έχουμε φέρει στην μορφή αυτή, η οποία είναι παρόμοια με
την Schrödinger, θα βρεθούν χρησιμοποιώντας ένα “τέχνασμα”. Το “τέχνασμα” είναι να δράσουμε
δύο φορές την H στην Ψ̂ ούτως ώστε να καταλήξιυμε σε μια εξίσωση παρόμοια με την Klein-Gordon.
Της οποίας οι λύσεις είναι ευκολότερες από αυτές της Dirac. Πρώτα όμως θα δράσουμε την χρονική,
∂η, παράγωγο η οποία μας δίνει έναν σταθερό όρο, ο όρος αυτός προκύπτει από την λύση των
επιπέδων κυμάτων και είναι για θετικές και αρνητικές συχνότητές, η λύση αυτού οφείλεται στο ότι
η, ∂η, είναι ένα διάνυσμα killing. Για τις θετικές συχνότητες παραθέτουμε τις πράξεις ενώ για τις
αρνητικές επειδή είναι παρόμοιες τις παραλείπω. Το πεδίο αυτό έχει δυο καταστάσεις πόλωσης
τις οποίες θα επισημάνουμε Επίσης πρέπει να τονίσουμε ότι η λύσεις τις Dirac για το πρόβλημα
μας είναι τετραδιάστατοι Spinors, δηλαδή το πεδίο παίρνει την παρακάτω μορφή.

Ψ̂ ∼ S(η, ρ) =

{
χ1

χ2

}
e−iΩη (5.198)(

ρmc2 −i~cρσ3∂ρ − i~c
2 σ

3

−i~cρσ3∂ρ − i~c
2 σ

3 −ρmc2
)(

ρmc2 −i~cρσ3∂ρ − i~c
2 σ

3

−i~cρσ3∂ρ − i~c
2 σ

3 −ρmc2
)
Ψ̂ =(

−~2c2∂2η 0
0 −~2c2∂η

)
Ψ̂
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(
(ρmc2)2 + (−i~cσ3)2(ρ∂ρ +

1
2 )(ρ∂ρ +

1
2 ) −i~cρmc2σ3(ρ∂ρ +

1
2 ) + i~mc2σ3(ρ∂ρ +

1
2 )ρ

i~cρmc2σ3(ρ∂ρ +
1
2 )− i~mc2σ3(ρ∂ρ +

1
2 )ρ (ρmc2)2 + (−i~cσ3)2(ρ∂ρ +

1
2 )(ρ∂ρ +

1
2 )

)
((ρmc2)2 − ~2c2(ρ∂ρρ∂ρ − ρ∂ρ +

1

4
))χ1 − (i~cρmc2σ3(ρ∂ρ +

1

2
)− i~mc2σ3ρ− i~cρmc2σ3(ρ∂ρ +

1

2
))χ2

(i~cρmc2σ3(ρ∂ρ +
1

2
)− i~mc2σ3ρ− i~cρmc2σ3(ρ∂ρ +

1

2
))χ1 + ((ρmc2)2 − ~2c2(ρ∂ρρ∂ρ − ρ∂ρ +

1

4
))χ2(

(ρmc2)2 − ~2c2(ρ∂ρρ∂ρ + ρ∂ρ +
1
4 ) i~mc2σ3ρ

−i~mc2σ3ρ (ρmc2)2 − ~2c2(ρ∂ρρ∂ρ + ρ∂ρ +
1
4 )

){
χ1

χ2

}
i~∂ηχ2 = ~Ωχ2 = −mc2ρχ2 − i~cσ3

(
ρ∂ρ +

1

2

)
χ1 = −m(cσ3)2ρχ2 − i~cσ3

(
ρ∂ρ +

1

2

)
χ1 ⇒

− ~Ωχ2 = σ3

(
mc2σ3ρχ2 + i~c

(
ρ∂ρ +

1

2

)
χ1

)
⇒ i~mc2σ3ρχ2 = −~2ciΩσ3χ2 + (~c)2

(
ρ∂ρ +

1

2

)
χ1

i~∂ηχ1 = ~Ωχ1 = mc2ρχ1 − i~cσ3

(
ρ∂ρ +

1

2

)
χ2 = m(cσ3)2ρχ1 − i~cσ3

(
ρ∂ρ +

1

2

)
χ1 ⇒

~Ωχ1 = σ3

(
mc2σ3ρχ1 − i~c

(
ρ∂ρ +

1

2

)
χ1

)
⇒ −i~mc2σ3ρχ1 = ~2ciΩσ3χ1 + (~c)2

(
ρ∂ρ +

1

2

)
χ2(

(ρmc2)2 − ~2c2
(
ρ∂ρρ∂ρ − 1

4

)
~2ciΩσ3

~2ciΩσ3 (ρmc2)2 − ~2c2
(
ρ∂ρρ∂ρ − 1

4

)){χ1

χ2

}
= Ω2

{
χ1

χ2

}


ρ2m2c2

~2 −
(
ρ∂ρρ∂ρ − 1

4

)
χ1 − iΩ

c σ
3χ2 = Ω2χ1 ⇒ ρ∂ρρ∂ρχ1 =

((
mc
~
)2
ρ2 + 1

4 − Ω2
)
χ1 − iΩσ3χ2

ρ2m2c2

~2 −
(
ρ∂ρρ∂ρ − 1

4

)
χ2 − iΩ

c σ
3χ1 = Ω2χ2 ⇒ ρ∂ρρ∂ρχ2 =

((
mc
~
)2
ρ2 + 1

4 − Ω2
)
χ2 − iΩσ3χ1


ρ∂ρρ∂ρ(χ1 ∓ χ2) =

((mc
~

)2
ρ2 +

1

4
− Ω2

)
(χ1 ∓ χ2)− iΩσ3(χ1 ∓ χ2) ⇒{

ρ2∂2ρ + ρ∂ρ −
((mc

~

)2
ρ2 +

1

4
+ i2Ω2 ± iΩσ3

)}
ζ± = 0 ⇒{

x2∂2x + x∂x −

(
x2 +

(
1

2
± iΩ

)2
)}

ζ± = 0 (5.199){
x2∂2x + x∂x −

(
x2 +

(
1

2
∓ iΩ

)2
)}

ξ± = 0 (5.200)

Για της αρνητικές συχνότητες το μόνο που αλλάζει είναι το πρόσημο του όρου iΩ
c . Οι διαφορικές

εξισώσεις που προέκυψαν είναι τροποποιημένες Bessel 1
2 ± iΩ τάξης των οποίων η λύση είναι

γνωστή. Οπότε οι Spinors ορίζονται μέσω των λύσεων αυτών των διαφορικών. Δηλαδή έχουμε για
τους δυο Spinors τις εξής σχέσεις.

SΩ+ = CΩ+


KiΩ+ 1

2
(x) + iKiΩ− 1

2
(x)

0
KiΩ− 1

2
(x)− iKiΩ+ 1

2
(x)

0

 SΩ− = CΩ−


0

KiΩ+ 1
2
(x) + iKiΩ− 1

2
(x)

0
KiΩ+ 1

2
(x)− iKiΩ− 1

2
(x)

 (5.201)

Εφόσον έχουμε βρει τις λύσεις θα τις κανονικοποιήσουμε σύμφωνα με την σχέση 5.146 όπου
θεωρούμε την επιφάνεια η οποία είναι κάθετη στην η στην περίπτωση μας είναι η ρ.∫

S
†
Ω+

SΩ′
+
dρ = δ(Ω+ − Ω′

+) ⇒ (5.202)

∫
C∗

Ω+
CΩ′

+

{
K∗
iΩ+ 1

2

(x)− iK∗
iΩ− 1

2

(x) 0 K∗
iΩ− 1

2

(x) + iK∗
iΩ+ 1

2

(x) 0
}

KiΩ′+ 1
2
(x) + iKiΩ′− 1

2
(x)

0
KiΩ′− 1

2
(x)− iKiΩ′+ 1

2
(x)

0

 dρ

C∗
Ω+
CΩ′

+

∫
2
(
K∗
iΩ+ 1

2
KiΩ′+ 1

2
+ iK∗

iΩ+ 1
2
KiΩ′− 1

2
− iK∗

iΩ− 1
2
KiΩ′+ 1

2
+K∗

iΩ− 1
2
KiΩ′− 1

2

)
dρ = δ(Ω− Ω′)
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Όπως και στο πεδίο Klein-Gordon έτσι κι εδώ θα προσεγγίσουμε τις Bessel Jn.

sin
((

iΩ+
2n+ 1

2

)
π

)
= (−1)n cos(iΩπ) = (−1)n cosh(Ωπ) k 2n+1

2
≡ π

2(−1)n cosh(Ωπ)Γ(iΩ+ 2n+1
2 )∫ [
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2

)
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2
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)−iΩ+ 1
2

)((x
2
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2
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2
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2
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(5.203)

Γ(n) = Γ(n∗) nΓ(n) = Γ(n+ 1)Γ

(
1

2
+ iΩ

)
Γ

(
1

2
− iΩ

)
=

π

cosh(Ωπ) (5.204)

Εφόσον έχουμε υπολογίσει και την σταθερά κανονικοποίησης θα αναπτύξουμε το πεδίο συναρ-
τήσει των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής. Για να είναι πλήρης η ανάπτυξη του πεδίου
θα γίνει και στις δυο καταστάσεις πόλωσης | ↑〉 ≡ |+〉, | ↓〉 ≡ |−〉 του σωματιδίου. Στην συνέ-
χεια θα κάνουμε έναν μετασχηματισμό Bogolyubov από τον χωρόχρονο Rindler στον χωρόχρονο
Minkowski, ο μετασχηματισμός αυτός είναι ελαφρώς διαφορετικός από ότι ήταν για το πεδίο
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Klein-Gordon διότι οι τελεστές ικανοποιούν αντιμεταθετικές έναντι των μεταθετικών σχέσεων του
βαθμωτού πεδίου. Οπότε έχουμε ότι το πεδίο μας είναι το εξής καθώς και τις αντιμεταθετικές
σχέσεις αυτού.

Ψ̂Rind =
∑
σ=±

∫ (
âωσSΩσ + b̂†ωσS−Ω−σ

)
dω (5.205)

Ψ̂Mink =
∑
σ=±

∫ (
ĉωσSΩσ + d̂†ωσS−Ω−σ

)
dω (5.206)

Όπου οι λύσεις του χωρόχρονου Minkowski είναι επίπεδα κύματα. Για τον μετασχηματισμό
Bogolyubov έχουμε τα αποτελέσματα του βαθμωτού πεδίου τα οποία θα τα προσαρμόσουμε
στις αντιμεταθετικές σχέσεις.

âΩσ =
e

πΩ
2 ĉΩσ − e−

πΩ
2 d̂Ωσ√

2 cosh(πΩ)
(5.207)

â†Ωσ =
e

πΩ
2 ĉ†Ωσ − e−

πΩ
2 d̂†Ωσ√

2 cosh(πΩ)
(5.208)

n̂RindΩσ ≡
eπΩĉ†Ωσ ĉΩσ − ĉ†Ωσd̂

†
Ωσ − d̂†Ωσ ĉΩσ + e−2πΩd̂Ωσd̂

†
Ωσ

e2πΩ + e−2πΩ
(5.209)

〈0Mink|n̂RindΩσ |0Mink〉 =
1

e2πΩ + 1
δ(0) (5.210)

Όπου παρατηρούμε ότι κατόπιν συσχέτισης της σχέσης που προέκυψε με την στατιστική Fermi-Dirac
προκύπτει ξανά η θερμοκρασία Unruh. Οπότε το φαινόμενο Unruh παρατηρείται για κάθε είδους
σωματίδιο είτε BoSe είτε Fermi. Άρα ο χωρόχρονος είναι γεμάτος από σωματίδια τα οποία προκύ-
πτουν ύστερα από επιταχυνόμενη κίνηση του παρατηρητή.

Ερμηνεία του Φαινομένου Unruh

Στην ενότητα αυτή θα δούμε πως ερμηνεύτεται τελικά το φαινόμενο Unruh. Για αρχή θα ορίσουμε με
λίγο διαφορετικό τρόπο τις συντεταγμένες Rindler, μέσω των οποίων ορίζεται το φαινόμενο, όπου
τελικώς ερμηνεύτεται και η φυσική σημασία του φαινομένου. Ο νέος ορισμός των συντεταγμένων
είναι τύπου Kruskal. Στο διάγραμμα 5.152 εμφανίζονται δύο περιοχές I, II στις οποίες μπορούμε να
κάνουμε αυτόν τον μετασχηματισμό (t, x) → (ξ, η) των συντεταγμένων ο μετασχηματισμός ορίζεται
παρακάτω.

x =
eξα

α
cosh(αη) t =

eξα

α
sinh(αη), −∞ < η, ξ <∞ Περιοχή I (5.211)

x = −e
ξα

α
cosh(αη) t = −e

ξα

α
sinh(αη), −∞ < η, ξ <∞ Περιοχή II (5.212)

Συσχετίζοντας τις συντεταγμένες αυτές με τις Rindler μπορούμε να εξαγάγουμε τις εξής σχέσεις.

η =
a

α
τ ξ =

1

a
ln
( a
α

)
(5.213)

Για τις νέες συντεταγμένες προκύπτουν διανύσματα killing μέσω των οποίων προκύπτει ένας
παράγοντας ερυθράς μετατόπισης μέσω του οποίου ορίζεται και η επιφανειακή βαρύτητα την
οποία έχουμε συναντήσει προηγουμένως. Δηλαδή έχουμε για τα διανύσματα killing ότι ισχύει.

∂η =
∂t

∂η
∂t +

∂x

∂η
∂x = eαξ(cosh(αη)∂t + sinh(αξ)∂x) = α(x∂t + t∂x) (5.214)

V = eαξ (5.215)

Παρατηρούμε λοιπόν πως ένας παρατηρητής ο οποίος κινείται με μία σταθερή επιτάχυνση, ξ = 0,
παρατηρεί θερμικό φάσμα σωματιδίων αν τώρα η επιτάχυνση που έχει δεν είναι σταθερή, ξ 6= 0,
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προκύπτει η σχέση a = αe−αξ . Συνεπώς έχουμε έναν παράγοντα ερυθράς μετατόπισης για τον
κινούμενο παρατηρητή ο οποίος σε σχέση με τον ακίνητο παρατηρητή ανιχνεύει την συχνότητα
του φάσματος μετατοπισμένη κάτα έναν παράγωντα ερυθράς μετατόπισης δηλαδή ισχύει.

ω2 =
V1
V2
ω1 = eα(ξ1−ξ2)ω1 (5.216)

Όπου μπορούμε να υποθέσουμε τον έναν ως αδρανειακό παρατηρητή ξ1 = 0 και να εξαγάγουμε
τα συμπεράσματα μας για τον άλλο.

ω2 = e−αξ2ω1

lim
ξ2→∞

ω2 = lim
ξ2→∞

e−αξ2ω1 → 0

Όπου καταλήξαμε ότι ένας παρατηρητής ο οποίος βρίσκεται μακρία δεν βλέπει κάποια θερμι-
κή εκπομπή το οποίο είναι λογικό διότι ένας απομακρυσμένος παρατηρητής είναι ασυμπτωτικά
Minkowski και όπως έχουμε δει ένας τέτοιος παρατηρητής δεν ανιχνεύει θερμικό φάσμα εκ-
πομπής. Το φαινόμενο αυτό μας αποδεικνύει ότι ένας επιταχυνόμενος παρατηρητής ανιχνεύει
σωματίδια ενώ ένας αδρανειακός όχι. Γνωρίζουμε ότι η αναμενόμενη τιμή του τανυστή ενέργειας
και ορμής εκτός μίας μελανής οπής είναι μηδενική οπότε πρέπει να εξηγηθεί από που προκύπτουν
αυτά τα σωματίδια. Στην πραγματικότητα ένας επιταχυνόμενος παρατηρητής για να ανιχνεύσει
αυτά τα σωματίδια πρέπει να έχει μαζί του κάποια συσκευή ανίχνευσης και λόγω επιτάχυνσης
της δημιουργείται κάποιο έργο το οποίο τελικώς το σύστημα το απελευθερώνει ως σωματίδια στο
υπόβαθρο.

5.5.3 Ακτινοβολία

Η ακτινοβολία είναι ένα φαινόμενο που στην κλασική φυσική, με τον όρο αυτό εννοούμε όχι
κβαντική, εμφανίζεται όταν ένα σωμάτιο επιταχύνεται. Εφόσον το φαινόμενο Unruh είναι φαινόμενο
που προκύπτει λόγω κάποιας σταθερής επιτάχυνσης μπορούμε να υποθέσουμε μια πιθανή μορφή
ακτινοβολίας. Οπότε το μόνο που μένει είναι να εξαγάγουμε την σχέση για αυτήν την ακτινοβολία.
Εφόσον η κατανομή του φάσματος είναι κατανομή μέλανος σώματος θα υποθέσουμε πως και η
πυκνότητα ενέργειας της θερμικής ακτινοβολίας ικανοποιεί τον τύπο του Plankc. Στην ενότητα
αυτή θα χρησιμοποιήσουμε αποτελέσματα της ηλεκτρομαγνητικής θεωρίας. Αρχικά ορίζουμε το
τετραδιάνυσμα των δυναμικών, τα οποία ονομάζονται Liénard -Wieckert, και την ταχύτητα σε
μορφή τετρανύσματος, αλλά χωρίς να είναι τετράνυσμα.

Jµ(x; t) = ecβµδ(x− x(t)) (5.217)

Aµ(x; t) =

∫
G(x; t,x′; t′)Jµd4x′ = ec

∫
βµ
δ(x− x(t))δ(t− t′ − x−x′

c )

c|x − x′|
d4x′ = e

∫
βµ
δ(t− t′ − x−x′

c )

|x− x′(t′)|
dt′

Aµ(x; t) =
eβµ

|x− x′(t)|(1− β · n) =
eβµ

rk
r ≡ |x− x′(t)|,n ≡ r

r
, k ≡ 1− β · n

(5.218)

B(x; t) = ∇∧A = e

∫
∇
(
δ(t− t′ − r

c )

r

)
∧ βdt′ = e

∫
(n ∧ β)

(
−
δ(t− t′ − r

c )

r2
+
δ′(t− t′ − r

c )

cr

)
dt′

B(x; t) = e

(
(β ∧ n)

r2
+

∫
k

cr

δ′(t− t′ − r
c )

ckr
(n ∧ β)dt′

)
= e

(β ∧ n)

r2
+

e

ck

[
∂

∂t′

(
(n ∧ β)

kr

)]
(5.219)

E(x; t) = −∇Φ(x; t)− A(x; t)

∂t
= −e

∫ (
−n

δ(t− t′ − r
c )

r2
+

(n − β)

cr
δ′(t− t′ − r

c
)

)
dt′

E(x; t) =
en

r2k
− e

ck

[
∂

∂t′

(
(β − n)

kr

)]
(5.220)

B(x; t) = n ∧ E(x; t) (5.221)
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S =
c

4π
E ∧ B =

c

4π
E ∧ n ∧ E =

c

4π
(nE · E − E(n ∧ E))

r→∞⇒ S(x; t) ≈
ce2

4πr2c2
|n ∧ n ∧ E|n

(5.222)

W =

∫
S(x; t) ·n dt =

∫
S(x; t(t′)) ·n dt

dt′
dt′ =

∫
kS(x; t(t′)) ·n dt′ (5.223)

P =
e2

4πc

∫
(n ∧ (n − β) ∧ β̇)2

(1− β · n)5
dΩ =

e2

4πc

∫ (
(n − β)(n · β̇)− β̇(1− β · n)

)2 dΩ
k5

P =
e2

4πc

∫ (
1− 2n · β + β2

)
(β · n)2 dΩ

k5
− 2(β · n − β · β̇)(β · n)k + β2

(
1− 2n · β + (β · n)2

)
P =

e2β̇2

4πc

∫ 1

−1

du

k5

(
(β2 − 1)u2u20 +

1

2
(1− u2)(1− u20) + 2u20uβ(1− βu) + (1− 2β + β2u2)

)
{

u ≡ n · β̂ = cos θ
u0 ≡ ˙̂β · β̂ = cos θ0

}

P =
e2β̇2

4πc

∫ 1

−1

du

k5
(
−(1− β2)u2 + 2uβ(1− βu) + 1− 2uβ + β2u2

+(1− u20)

[
(1− β2)− 1

2
(1− u2)(1− β2)− 2uβ + β2u2

])
P =

e2β̇2

4πc

∫ 1

−1

du

(1− βu)5
(
(1− u2)

+(1− u20)

[(
3

2
− β2

2

)
u2 − 2uβ − 1

2
(1− β2)

])
P =

e2β̇2

4πcβ3

∫ 1

−1

dx

x5
(
(β2 + 2β − x2)

+(1− u20)

[
1

2

(
3 + x2

) (
1− 2x+ x2

)
− 2β2(1− x)− 1

2
β2(1− β2)− 1

2
(1− β2)

])
P =

e2β̇2

4πcβ3

∫ 1

−1

dx

x5
(
(β2 − 1 + 2x− x2)

+(1− u20)

[
1

2

(
3− 4β2 + β4

)
+ (β2 − 2)x− 2β2(1− x) + (3 + β2)

x2

2

])

P =
e2β̇2

4πcβ3

 (β2 − 1)

4x4
+

2

3x3
− 1

2x2
) + (1− u20)


(

3
2 − β2

2

) (
1− β4

)
4x4

+
β3 − 3

3x3
+
β2 + 3

4x2

∣∣∣∣∣∣
1

−1

P =
e2β̇2γ6

4πcβ3

(
2

3
β3 − 2

3
β5(1− u20)

)
=
e2γ6

6πc

(
β̇2 − β ∧ β̇

)
, Σχετικιστικός τύπος του Larmor (5.224)

Ο τύπος του Larmor μας αποκαλύπτει πως μεταφέρεται η ενέργεια μέσω ακτινοβολίας η οποία
οφείλεται στην επιτάχυνση ενός φορτισμένου σωματιδίου, π.χ. ηλεκτρόνιο, το φαινόμενο Unruh μας
αποκαλύπτει μια θερμική εκπομπή και αφού έχουμε συσχετίσει το φαινόμενο με το μέλαν σώμα
τότε ο χωρόχρονος θα εκπέμπει ακτινοβολία μέλανος σώματος. Άρα η ακτινοβολία εικονικών φορ-
τισμένων σωματιδίων τα οποία δημιουργούνται στο υπόβαθρο να είναι υπεύθυνα για την θερμική.
κατανομή από την οποία προκύπτει η θερμοκρασία Unruh.
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Επίλογος

Στην εργασία αυτή έχω κάνει μια βασική εισαγωγή στην διαφορική γεωμετρία, στην Ειδική θεωρία
και Γενική Θεωρία της Σχετικότητας και τέλος στην κβαντική θεωρία πεδίου σε καμπυλωμέ-
νο χωρόχρονο. Επίσης έχω αναπτύξει μια λύση της εξίσωσης του EinStein, την περίφημη λύση
Schwarzschild, και μελετήσα την γεωμετρία της λύσης αυτής επίσης εισήχθει η έννοια της με-
λανής οπής ώστε να εξηγηθεί η ανωμαλία της γεωμετρίας. Τέλος έκανα μια βασική εισαγωγή την
θεωρία πεδίου κλασική και κβαντική και μελέτησα το φαινόμενο Unruh το οποίο αποδυκνύει ότι
ο χωρόχρονος δεν είναι κενός, όπως υποθέτουμε κλασικά, αλλά έιναι γεμάτος από σωματίδια. Το
φαινόμενο αυτό είναι αποτέλεσμα της σταθερά επιταχυνομενης κίνησης του παρατηρητή.
Στην εργασία αυτή είδαμε πως τα κβαντικά φαινόμενα τα οποία λαμβάνουν χώρα στο υπόβαθρο
μιας κλασικής θεωρίας, όπως είναι η Γενική Σχετικότητα, είναι σημαντικά και δεν μπορούν παρα-
λειφθούν. Αυτό ανοίγει νέους δρόμους στην κβάντωση του βαρυτικού πεδίου. Μιας και παρατη-
ρούμε ότι η κβαντική συμπεριφορά των πεδίων παρουσία του βαρυτικού πεδίου μας αποκαλύπτει
νέα φαινόμενα, όπως είναι το φαινόμενο Unruh, έτσι μπορούμε να υποψιαστούμε ότι είναι δυνατή
η κβάντωση και του βαρυτικού πεδίου.
Τέλος το φαινόμενο Unruh είναι τις ίδιας φύσης με την ακτινοβολία Hawking η οποία είναι ακτι-
νοβολία των μελανών οπών. Μέσω του φαινομένου της ακτινοβολίας Hawking οι μελανές οπές
εξαχνώνονται κάτι το οποίο από κλασικής σκοπίας των μελανών οπών είναι αδύνατον.
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