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Πρόλογος 

Οη εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο ησλ θβαληνκεραληθώλ ζπζηεκάησλ απαζρόιεζαλ ηελ 

επηζηεκνληθή θνηλόηεηα, από ηα πξώηα θηόιαο βήκαηα ηεο θβαληηθή θπζηθήο. Ζ 

αλαηξεπηηθή ζεσξία ηνπ πξνεγνύκελνπ αηώλα δε κπνξνύζε, όπσο άιισζηε 

απνδείρζεθε, παξά λα ζπκπιεξώλεη θαη λα επεθηείλεη θπζηθνύο λόκνπο ηεο θιαζηθήο 

θπζηθήο. Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ είρε ε εύξεζε, ζεσξεηηθή θαη πεηξακαηηθή, 

εκηθιαζηθώλ θαηαζηάζεσλ ζε ζπζηήκαηα απιά, όπσο ν αξκνληθόο ηαιαλησηήο θαη 

ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ.   

 ΢ηε ζπγθεθξηκέλε εξγαζία αλαπηύζζεηαη θαη παξνπζηάδεηαη ην θαηλόκελν 

ησλ εκηθιαζηθώλ θαηαζηάζεσλ ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ, δειαδή ησλ θβαληηθώλ 

θαηαζηάζεσλ πνπ βξίζθνληαη πνιύ θνληά ζην θιαζηθό όξην. Αθνύ γίλεηαη κηα 

αλαθνξά ζηηο εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ θβαληηθνύ αξκνληθνύ ηαιαλησηή, 

αλαιύνληαη ζεσξεηηθά νη θαηαζηάζεηο ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ πνπ έρνπλ θιαζηθή 

ζπκπεξηθνξά. Οη ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ παξνπζηάδνπλ 

ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ, κηαο θαη ε ελέξγεηα ζην ζύζηεκα απηό δελ απνηειεί γξακκηθή 

ζπλάξηεζε ηνπ θύξηνπ θβαληηθνύ αξηζκνύ, όπσο ε ελέξγεηα ζηνλ θβαληηθό αξκνληθό 

ηαιαλησηή, γεγνλόο πνπ δίλεη ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά ζηελ πξνζέγγηζε ηνπ 

θιαζηθνύ νξίνπ. Γηα ηελ θαιύηεξε κειέηε θαη εκπέδσζε ηνπ θαηλνκέλνπ, 

αλαπηύρηεθε κηθξνεθαξκνγή, κε ρξήζε ηεο Mathematica, όπνπ κπνξεί θαλείο λα 

κειεηήζεη ην άηνκν ην πδξνγόλνπ, θαη λα δεη ζρεκαηηθά ηηο θαηαζηάζεηο ηνπ, ηόζν ηηο 

εκηθιαζηθέο, όζν θαη ηηο δηεγεξκέλεο. Ζ ρξήζε ηεο Mathematica δίλεη λέεο δηαζηάζεηο 

ζηελ κειέηε ηνπ θαηλνκέλνπ, θαζώο δηεπθνιύλεη ηνπο αξηζκεηηθνύο ππνινγηζκνύο, 

αθήλνληαο ρώξν θαη ρξόλν γηα εθηελέζηεξε κειέηε θαη εκπέδσζε. Ζ ζπγθεθξηκέλε 

κνληεινπνίεζε ησλ ζηαζκώλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα εθκάζεζε, εκπέδσζε ή 

αθόκα θαη γηα ηελ δηδαζθαιία αληίζηνηρσλ θεθαιαίσλ ηεο θβαληνκεραληθήο. Ζ 

αλάπηπμε ηεο ζπγθεθξηκέλεο εθαξκνγήο βνήζεζε θαη εκέλα πξνζσπηθά λα 

θαηαλνήζσ παξακέηξνπο ηεο θβαληηθήο θπζηθήο πνπ κέρξη ζήκεξα δελ είρα 

αληηιεθζεί.   

 Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη ζην πξώην θεθάιαην ε ζεκειηώδεο ζεσξία γηα ην 

άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ, ελόο ζπζηήκαηνο εμαηξεηηθά ζεκαληηθνύ γηα ηε ζεκειίσζε ηεο 

θβαληηθήο ζεσξίαο. ΢ην δεύηεξν θεθάιαην γίλεηαη κηα αλαθνξά ζηνλ αξκνληθό 

ηαιαλησηή θαη ζηηο εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο απηνύ, ζεσξία πνπ απνηέιεζε ηε βάζε 

ηόζν γηα ηελ ζεσξεηηθή εμέιημε ησλ ζύκθσλσλ θαηαζηάζεσλ θαη ζε άιια 

ζπζηήκαηα , όζν θαη γηα ηερλνινγηθά επηηεύγκαηα πνπ ραξαθηήξηζαλ ηνλ 

πξνεγνύκελν αηώλα. ΢ην ηξίην θεθάιαην δηαηππώλεηαη ζεσξεηηθά θαη αλαιύεηαη ην 

εκηθιαζηθό όξην ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ, ζύκθσλα κε ην πξόηππν ηνπ  Brown.  

 ΢ηα επόκελα θεθάιαηα δίλεηαη ε αλάιπζε ησλ εθαξκνγώλ πνπ αλαπηύρηεθαλ 

ζε γιώζζα Mathematica. Οη εθαξκνγέο παξνπζηάδνπλ ζρεκαηηθά ηηο ζεσξεηηθέο 

δηαηππώζεηο ησλ πξνεγνύκελσλ θεθαιαίσλ θαη πξνζθέξνπλ έλα δηαδξαζηηθό 

πεξηβάιινλ γηα ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε ησλ ελλνηώλ. 

 

  



5 
 

 

Κεφάλαιο 1 

 

Το άτομο του Υδρογόνου 

 

 

1.1 Εισαγωγή – Ιστορική Αναδρομή 

Σν άηνκν πδξνγόλνπ είλαη έλα άηνκνπ ηνπ ρεκηθνύ ζηνηρείνπ πδξνγόλνπ.  Σν 

νπδέηεξν άηνκν απνηειείηαη από έλα κνλαδηθό ζεηηθά θνξηηζκέλν πξσηόλην θαη έλα 

κνλαδηθό αξλεηηθά θνξηηζκέλν ειεθηξόλην. Σν πην ζύλεζεο ηζόηνπν είλαη  ην 

πδξνγόλν -1 ή πξώηην ή ειαθξύ πδξνγόλν ην νπνίν δε πεξηέρεη λεηξόληα. Άιια 

ηζόηνπα είλαη ην δεπηέξην ην νπνίν πεξηέρεη έλα ή δύν λεηξόληα. Παξαθάησ ζα 
αλαθεξζνύκε ζην πδξνγόλν-1. 

Ζ ιέμε πδξνγόλν (hydrogen) πξνέξρεηαη από ηηο αξραίεο ειιεληθέο ιέμεηο «ὕδσξ» + 

«γελλώ», δειαδή δειώλεη ηελ βαζηθή ρεκηθή ηδηόηεηά ηνπ λα θαίγεηαη ζρεκαηίδνληαο ύδσξ, 
δειαδή λεξό. Σν ρεκηθό ζηνηρείν Τδξνγόλν (Ζ) , ή δηπδξνγόλν,  είλαη έλα άρξσκν, άνζκν, 

άγεπζην, εμαηξεηηθά εύθιεθην ακέηαιιν, δηαηνκηθό αέξην, κε αηνκηθό αξηζκό έλα1. 

Τν πδξνγόλν είλαη ην πην άθζνλν ρεκηθό ζηνηρείν. Θεσξείηαη όηη απνηειεί ην 75% 

ηεο νξαηήο κάδαο ηνπ ζύκπαληνο. Ωζηόζν, ην ζηνηρεηαθό πδξνγόλν (δηπδξνγόλν, H2) 

είλαη ζρεηηθά ζπάλην ζηε Γε. Βηνκεραληθά παξάγεηαη από πδξνγνλάλζξαθεο, όπσο 

ην κεζάλην, θαη ζπλήζσο θαηαλαιώλεηαη επηηόπνπ, θπξίσο γηα ηελ αλαβάζκηζε 

ησλ νξπθηώλ θαπζίκσλ (π.ρ. κε πδξνππξόιπζε), ζηελ παξαγσγή ακκσλίαο  θαη ζηελ 

παξαζθεπή καξγαξίλεο. Τν πδξνγόλν επίζεο κπνξεί ελαιιαθηηθά λα παξαρζεί θαη 

κε ειεθηξόιπζε λεξνύ, αιιά ε κέζνδνο απηή γεληθά απνθεύγεηαη σο ζεκαληηθά 

ιηγόηεξν νηθνλνκηθή. Τν πδξνγόλν ζρεκαηίδεη νκνηνπνιηθέο ελώζεηο θαη ηνληθέο 

ελώζεηο κε αξλεηηθό θνξηίν, ζρεκαηίδνληαο ην αληόλ πδξηδίνπ(Η
-
). Παξάγεη επίζεο 

επηδηαιπηνκέλα θαηηόληα, όπσο ην νμώλην (H3O
+
).  Παίδεη ζεκαληηθό ξόιν 

ζηελ νμενβαζηθή ρεκεία, πνπ πεξηιακβάλεη αληαιιαγή πξσηνλίσλ κεηαμύ 
δηαιπκέλσλ κνξίσλ. 

Μπνξεί λα ζπλδπαζηεί ρεκηθά κε ζρεδόλ θάζε άιιν ζηνηρείν θαη έηζη κπνξεί λα 

δώζεη πεξηζζόηεξεο ελώζεηο από όηη κπνξεί νπνηνδήπνηε άιιν ζηνηρείν. Σηηο ελώζεηο 

απηέο ζπγθαηαιέγνληαη ην λεξό, ε ακκσλία, ηα νμέα, ηα πδξνμείδηα, δηάθνξνη 

πδξνγνλάλζξαθεο όπσο ην πεηξέιαην θαη ην θπζηθό αέξην θαη κεγάιν πνζνζηό ησλ 

ππόινηπσλ νξγαληθώλ ελώζεσλ. Δμαηηίαο ηεο ειαθξόηεηάο ηνπ ην πδξνγόλν δελ 

απνηειεί πεξηζζόηεξν από ην 1% ηεο ζπλνιηθήο κάδαο ηεο Γεο. Σε θαζαξή αέξηα 

                                                             
1 αηνκηθή κάδα  = 1,00794(7) amu, ρεκηθό ηύπν H2,  κνξηαθή κάδα 2,01588(14)  amu. Δίλαη επίζεο, ην 

ειαθξύηεξν ρεκηθό ζηνηρείν. 

 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A7%CE%B7%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CE%AC_%CF%83%CF%84%CE%BF%CE%B9%CF%87%CE%B5%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BC%CE%AD%CF%84%CE%B1%CE%BB%CE%BB%CE%B1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%84%CE%BF%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%AD%CF%81%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%84%CE%BF%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C%CF%82_%CE%B1%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CF%8C%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CF%8D%CE%BC%CF%80%CE%B1%CE%BD
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%93%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%92%CE%B9%CE%BF%CE%BC%CE%B7%CF%87%CE%B1%CE%BD%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A5%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%B3%CE%BF%CE%BD%CE%AC%CE%BD%CE%B8%CF%81%CE%B1%CE%BA%CE%B5%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CE%B5%CE%B8%CE%AC%CE%BD%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CF%81%CF%85%CE%BA%CF%84%CE%AC_%CE%BA%CE%B1%CF%8D%CF%83%CE%B9%CE%BC%CE%B1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A5%CE%B4%CF%81%CE%BF%CF%80%CF%85%CF%81%CF%8C%CE%BB%CF%85%CF%83%CE%B7&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BC%CE%BC%CF%89%CE%BD%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9C%CE%B1%CF%81%CE%B3%CE%B1%CF%81%CE%AF%CE%BD%CE%B7&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%97%CE%BB%CE%B5%CE%BA%CF%84%CF%81%CF%8C%CE%BB%CF%85%CF%83%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9D%CE%B5%CF%81%CF%8C
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9F%CE%BC%CE%BF%CE%B9%CE%BF%CF%80%CE%BF%CE%BB%CE%B9%CE%BA%CE%AD%CF%82_%CE%B5%CE%BD%CF%8E%CF%83%CE%B5%CE%B9%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%99%CE%BF%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%AD%CF%82_%CE%B5%CE%BD%CF%8E%CF%83%CE%B5%CE%B9%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%99%CE%BF%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%AD%CF%82_%CE%B5%CE%BD%CF%8E%CF%83%CE%B5%CE%B9%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%BD%CE%B9%CF%8C%CE%BD_%CF%85%CE%B4%CF%81%CE%B9%CE%B4%CE%AF%CE%BF%CF%85&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CE%B1%CF%84%CE%B9%CF%8C%CE%BD
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CE%BE%CF%8E%CE%BD%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9F%CE%BE%CE%B5%CE%BF%CE%B2%CE%B1%CF%83%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CF%87%CE%B7%CE%BC%CE%B5%CE%AF%CE%B1&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9D%CE%B5%CF%81%CF%8C
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BC%CE%BC%CF%89%CE%BD%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CE%BE%CE%AD%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A5%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%BE%CE%B5%CE%AF%CE%B4%CE%B9%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A6%CF%85%CF%83%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CE%B1%CE%AD%CF%81%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CF%81%CE%B3%CE%B1%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%AD%CF%82_%CE%B5%CE%BD%CF%8E%CF%83%CE%B5%CE%B9%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%93%CE%B7
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CF%84%CE%BF%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CE%BC%CE%AC%CE%B6%CE%B1&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/Amu
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9C%CE%BF%CF%81%CE%B9%CE%B1%CE%BA%CE%AE_%CE%BC%CE%AC%CE%B6%CE%B1&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/Amu
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κνξθή ζπλαληάηαη ζπάληα, θπξίσο ζε θπζηθά αέξηα θαη ζε κηθξό πνζνζηό ζηα 
αλώηεξα ζηξώκαηα ηεο αηκόζθαηξαο.  

Πνιιά νξπθηά θαη όινη νη δσληαλνί νξγαληζκνί πεξηέρνπλ ελώζεηο. Τν πδξνγόλν 

βξίζθεηαη ζηελ θεξαηίλε, ζηα έλδπκα, ζηα κόξηα ηνπ DNA, ελώ βξίζθεηαη άθζνλν 

ζηηο ηξνθέο ππό κνξθή ιηπώλ, πξσηετλώλ θαη πδαηαλζξάθσλ. Όια ηα βαξύηεξα 

ζηνηρεία, όπσο θαη ην ήιην, πξνθύπηνπλ από ηελ ππξεληθή ζύληεμε ηνπ πδξνγόλνπ. 

Βάζεη απηήο ηεο δηαδηθαζίαο πηζηεύεηαη όηη ζρεκαηίζηεθε ην ίδην ην Σύκπαλ, ελώ ε 

ίδηα δηαδηθαζία είλαη επίζεο ππεύζπλε γηα ηελ έθιπζε ελέξγεηαο από ηα άζηξα, όπσο 

γίλεηαη ζηνλ Ήιην. 

 Τν 1671, ν  Robert Boyle αλαθάιπςε  θαη πεξηέγξαςε ηελ αληίδξαζε 

ξηληζκάησλ ζηδήξνπ θαη δηαιπκάησλ νμέσλ, πνπ θαηέιεγαλ ζηελ παξαγσγή αέξηνπ 

πδξνγόλνπ. Τν 1746 ν Henry Cavendish ήηαλ ν πξώηνο πνπ αλαγλώξηζε ην 

παξαγόκελν πδξνγόλν σο μερσξηζηό ρεκηθό ζηνηρείν, νλνκάδνληάο ην «εύθιεθην 

αέξα». Αξγόηεξα, ην 1781, δηαπίζησζε όηη ην πδξνγόλν παξάγεη λεξό όηαλ θαίγεηαη. 

Σπρλά ζε απηόλ απνδίδεηαη θαη ε αλαθάιπςή ηνπ. Τν 1783, ν  Antoine 

Lavoisier νλόκαζε ην λέν ρεκηθό ζηνηρείν «πδξνγόλν», όηαλ απηόο θαη ν Laplace 

επηβεβαίσζαλ ηελ αλαθάιπςε ηνπ Cavendish. Τν πδξνγόλν πγξνπνηήζεθε γηα πξώηε 

θνξά από ηνλ James Dewar ην 1898 ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν ηεο απόηνκεο 

εθηόλσζεο ζπκπηεζκέλνπ αεξίνπ. Με ηελ ίδηα κέζνδν θαηόξζσζε λα παξαζθεπάζεη 
ζηεξεό πδξνγόλν ηνλ επόκελν ρξόλν (1899). 

Τν δεπηέξην αλαθαιύθζεθε ην Γεθέκβξην ηνπ 1931 από ηνλ Harold Urey θαη 

ην ηξίηην  θαηαζθεπάζηεθε ηερλεηά ην 1934, από ηνπο Ernest Rutherford, Mark 

Oliphant θαη Paul Harteck. Τν βαξύ ύδσξ (D2O), αλαθαιύθζεθε από ηελ νκάδα ηνπ 
Urey ην 1932. 

Tν 1806 o Francois Isaac de Rivaz θαηαζθεύαζε ηνλ πξώην θηλεηήξα εζσηεξηθήο 

θαύζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύζε κίγκα πδξνγόλνπ θαη νμπγόλνπ  θαη ιίγα ρξόληα 

αξγόηεξα ν Edward Daniel Clark αλαθάιπςε ηνλ ζσιήλα αλάθιεμεο πδξνγόλνπ. 
Tν 1823Ο Dobereiner εθεύξε ηε ιπρλία πδξνγόλνπ. 

Τν πξώην αεξόζηαην πδξνγόλνπ εθεπξέζεθε από ηνλ Jack Charles ην 1783. Τν 

πδξνγόλν παξείρε ηελ απαηηνύκελε άλσζε γηα ηα πξώηα αμηόπηζηα αεξνπνξηθά 

ηαμίδηα κεηά από ηελ εθεύξεζε, ην 1852, ηνπ πξώηνπ αεξόπινην πδξνγόλνπ από 

ηνλ Henry Giffard. Ο Γεξκαλόο Κόκεο  Ferdinand von Zeppelin πξνώζεζε ηελ ηδέα 

ησλ αεξόπινησλ πνπ αλπςώλνληαη κε πδξνγόλν θαη πνπ αξγόηεξα νλνκάζζεθαλ πξνο 

ηηκήλ ηνπ Zeppelin. Τν πξώην ηέηνην αεξόπινην πέηαμε ην 1900. Η εθεύξεζε απηή 

εγθαηλίαζε ηηο πξώηεο ηαθηηθέο αεξνγξακκέο πνπ, από ην 1910, πνπ άξρηζαλ, κέρξη 

ηελ έλαξμε ηνπ Πξώηνπ Παγθνζκίνπ Πνιέκνπ, ηνλ Αύγνπζην ηνπ 1914, είραλ 

κεηαθέξεη 35.000 επηβάηεο ρσξίο θαλέλα αηύρεκα. Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ πνιέκνπ ηα 
Zeppelin ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζε απνζηνιέο αλαγλώξηζεο βνκβαξδηζκνύ.  

Η πξώηε ππεξαηιαληηθή πηήζε, ρσξίο ζηάζεηο, έγηλε από ην βξεηαληθό αεξόπινην 

R34 ην 1919. Οη αεξνγξακκέο κε αεξόπινηα επαλαιήθζεθαλ ηε δεθαεηία 

ηνπ 1920 θαη ε αλαθάιπςε ηνπ ειίνπ ζηηο ΗΠΑ, σο κε εύθιεθην, ππνζρόηαλ 

απμεκέλε αζθάιεηα, αιιά νη ΗΠΑ αξλήζεθαλ λα πνπιήζνπλ ην λέν αέξην γηα κηα 

ηέηνηα ρξήζε. Η ρξήζε πδξνγόλνπ ζηα αεξόπινηα ζπλερίζηεθε, κέρξη ην πεξίθεκν 

δπζηύρεκα ηνπ αεξόπινηνπ Hindenburg πάλσ από ην New Jersey ζηηο 6 

Μαΐνπ ηνπ 1937.  Η αλάθιεμε δηαξξνήο πδξνγόλνπ ζεσξήζεθε  ε αηηία ηνπ, αιιά πην 

πξνζεθηηθέο έξεπλεο πνπ έγηλαλ αξγόηεξα έδεημαλ πσο ε αηηία ήηαλ ε αλάθιεμε ηνπ 

ήηαλ άιιε. Όκσο ε δπζθήκηζε ηνπ πδξνγόλνπ σο αλπςσηηθνύ αεξίνπ  ήηαλ 
θαηαιπηηθή θαη πξνθάιεζε ηε δηαθνπή ηεο ρξήζεο  ηνπ.  

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%88%CE%BD%CE%B6%CF%85%CE%BC%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/DNA
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%89%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CF%85%CF%81%CE%B7%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CF%83%CF%8D%CE%BD%CF%84%CE%B7%CE%BE%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CF%8D%CE%BC%CF%80%CE%B1%CE%BD
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%89%CE%BB%CE%B9%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/1671
http://en.wikipedia.org/wiki/Robert_Boyle
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CE%AF%CE%B4%CE%B7%CF%81%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/1746
http://el.wikipedia.org/wiki/1781
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9D%CE%B5%CF%81%CF%8C
http://el.wikipedia.org/wiki/1783
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9B%CE%B1%CF%80%CE%BB%CE%AC%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A4%CE%B6%CE%AD%CE%B9%CE%BC%CF%82_%CE%9D%CF%84%CE%B9%CE%BF%CF%8D%CE%B1%CF%81&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1898
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A5%CE%B3%CF%81%CE%BF%CF%80%CE%BF%CE%AF%CE%B7%CF%83%CE%B7_%CE%B1%CE%B5%CF%81%CE%AF%CF%89%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A5%CE%B3%CF%81%CE%BF%CF%80%CE%BF%CE%AF%CE%B7%CF%83%CE%B7_%CE%B1%CE%B5%CF%81%CE%AF%CF%89%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1899
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%B5%CF%85%CF%84%CE%AD%CF%81%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/1931
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A7%CE%AC%CF%81%CE%BF%CE%BB%CE%BD%CF%84_%CE%9F%CF%85%CF%81%CE%AD%CF%85&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A4%CF%81%CE%AF%CF%84%CE%B9%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1934
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%92%CE%B1%CF%81%CF%8D_%CF%8D%CE%B4%CF%89%CF%81
http://el.wikipedia.org/wiki/1932
http://el.wikipedia.org/wiki/1806
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CE%B9%CE%BD%CE%B7%CF%84%CE%AE%CF%81%CE%B1%CF%82_%CE%B5%CF%83%CF%89%CF%84%CE%B5%CF%81%CE%B9%CE%BA%CE%AE%CF%82_%CE%BA%CE%B1%CF%8D%CF%83%CE%B7%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9A%CE%B9%CE%BD%CE%B7%CF%84%CE%AE%CF%81%CE%B1%CF%82_%CE%B5%CF%83%CF%89%CF%84%CE%B5%CF%81%CE%B9%CE%BA%CE%AE%CF%82_%CE%BA%CE%B1%CF%8D%CF%83%CE%B7%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CE%BE%CF%85%CE%B3%CF%8C%CE%BD%CE%BF
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A3%CF%89%CE%BB%CE%AE%CE%BD%CE%B1%CF%82_%CE%B1%CE%BD%CE%AC%CF%86%CE%BB%CE%B5%CE%BE%CE%B7%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1823
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9D%CF%84%CE%BF%CE%BC%CF%80%CE%B5%CF%81%CE%AD%CE%B9%CE%BD%CE%B5%CF%81&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9B%CF%85%CF%87%CE%BD%CE%AF%CE%B1_%CF%85%CE%B4%CF%81%CE%BF%CE%B3%CF%8C%CE%BD%CE%BF%CF%85&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%B5%CF%81%CF%8C%CF%83%CF%84%CE%B1%CF%84%CE%BF
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%96%CE%B1%CE%BA_%CE%A4%CF%83%CE%B1%CF%81%CE%BB%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1783
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%86%CE%BD%CF%89%CF%83%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/1852
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%B5%CF%81%CF%8C%CF%80%CE%BB%CE%BF%CE%B9%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%A7%CE%B5%CE%BD%CF%81%CE%AF_%CE%93%CE%BA%CE%B9%CF%86%CF%86%CE%AC%CF%81%CE%BD%CF%84&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9A%CF%8C%CE%BC%CE%B7%CF%82_%CE%A6%CE%AD%CF%81%CE%BD%CF%84%CE%B9%CE%BD%CE%B1%CF%81%CE%BD%CF%84_%CF%86%CE%BF%CE%BD_%CE%96%CE%AD%CF%80%CF%80%CE%B5%CE%BB%CE%B9%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1900
http://el.wikipedia.org/wiki/1910
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%A0%CE%A0
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%8D%CE%B3%CE%BF%CF%85%CF%83%CF%84%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/1914
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%91%CE%BD%CE%B1%CE%B3%CE%BD%CF%8E%CF%81%CE%B9%CF%83%CE%B7&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/1919
http://el.wikipedia.org/wiki/1920
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%89%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%97%CE%A0%CE%91
http://el.wikipedia.org/wiki/6_%CE%9C%CE%B1%CE%90%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/6_%CE%9C%CE%B1%CE%90%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/1937


7 
 

Ωζηόζν άιιεο ρξήζεηο ηνπ πδξνγόλνπ ζπλέρηζαλ λα εθεπξίζθνληαη θαη λα 

ρξεζηκνπνηνύληαη, όπσο ε πξώηε ςπρόκελε κε πδξνγόλν ζηξνβηινγελλήηξηα 

ην 1937 ζην Dayton ηνπ Οράην, από ηελ Dayton Power & Light Co, πνπ ιόγσ ηεο 

ζεξκηθήο αγσγηκόηεηαο ηνπ αεξίνπ πδξνγόλνπ είλαη ε πην ζπλεζηζκέλε κέζνδνο ζηνλ 

ηνκέα αθόκε θαη ζηηο κέξεο καο. Τν 1977 ρξεζηκνπνηήζεθε κπαηαξία ληθειίνπ - 

πδξνγόλνπ ζηελ ηερλνινγία ησλ δνξπθόξσλ. Η ζπγθεθξηκέλε  κπαηαξία 

ρξεζηκνπνηήζεθε θαη ζηνπο δνξπθόξνπο ή δηαζηεκόπινηα ISS, Mars Odyssey, Mars 

Global Surveyor θαη ην δηαζηεκηθό ηειεζθόπην Hubble. Τέινο, κείγκα πγξνύ 

πδξνγόλνπ θαη νμπγόλνπ ρξεζηκνπνηείηαη σο ην ζπλεζηζκέλν πξνσζεηηθό ησλ 

ηειεπηαίσλ νξόθσλ ησλ ππξαύισλ, ησλ δηαζηεκνπινίσλ θαη ησλ δηαζηεκηθώλ 

ιεσθνξείσλ. 

 

1.2 Η Kβαντική θεωρία 

Σν άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ έρεη  ηδηαίηεξε ζεκαζία ζηελ Κβαληηθή ζεσξία θαη 

ηελ θβαληηθή ζεσξία πεδίνπ σο έλα απιό θπζηθό ζύζηεκα δπν θνξηηζκέλσλ 

ζσκαηηδίσλ γηα ην νπνίν έρνπλ πξνθύςεη πνιιέο απιέο αλαιπηηθέο ιύζεηο θαη 

ζεκαληηθά ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ αηνκηθή ζεσξία. Ζ εύξεζε εκηθιαζηθώλ 

θαηαζηάζεσλ ζην ζύζηεκα απηό απνηέιεζε πξόθιεζε από ηηο πξώηεο, θηόιαο, 

πξνζπάζεηεο πνπ έγηλαλ γηα ηελ απόδεημε ηεο Αξρήο ηεο Αληηζηνηρίαο. Δίλαη πιένλ 

θνηλώο απνδεθηό όηη θαηαζηάζεηο κε απόιπηα θιαζηθή ζπκπεξηθνξά δελ είλαη 

δπλαηόλ λα ππάξμνπλ ζην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ. Μπνξνύλ λα ππάξμνπλ θαηαζηάζεηο 

κε θιαζηθή ζπκπεξηθνξά γηα πεξηνξηζκέλν ρξνληθό δηάζηεκα θαη κεηά απνθηνύλ 

πάιη θαζαξά θβαληηθό ραξαθηήξα. Ο θβαληηθόο θαη ν θιαζηθόο ραξαθηήξαο ηνπ 

θπκαηνπαθέηνπ ελαιιάζζνληαη ζπλερώο γηα θάπνην ρξνληθό δηάζηεκα, κέρξηο όηνπ ε 
θβαληηθή θύζε ηνπ αηόκνπ λα επηθξαηήζεη εμ νινθιήξνπ. 

Σν 1914 ν Νίειο Μπνξ όξηζε ηηο θαζκαηηθέο ζπρλόηεηέο ηνπ κεηά από κηα 

ζεηξά από παξαδνρέο. Απηέο νη παξαδνρέο, πνπ απνηέιεζαλ θαη ηηο ζεκέιηεο ιίζνπο 

ηνπ κνληέινπ ηνπ Μπνξ, δελ ήηαλ απόιπηα ζσζηέο, έδηλαλ, όκσο, ζσζηέο ηηκέο 

ελέξγεηαο. Σα απνηειέζκαηα ηνπ Μπνξ γηα ηηο ζπρλόηεηεο θαη ηηο ελέξγεηεο 

επηβεβαηώζεθαλ από ηελ εμίζσζε Schrodinger ην 1925-1926. Ζ εμίζσζε Schrodinger 

δίλεη κηα αλαιπηηθή ιύζε γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ από όπνπ ππνινγίδνληαη νη 

ελεξγεηαθέο ζηάζκεο θαη νη θαζκαηηθέο ζπρλόηεηεο. Ζ ιύζε ηεο εμίζσζεο 

Schrödinger κπνξεί λα δώζεη πεξηζζόηεξεο πιεξνθνξίεο από ην κνληέιν ηνπ Μπνξ, 
θαζώο εμεγεί ηνλ αληζνηξνπηθό ραξαθηήξα ησλ αηνκηθώλ δεζκώλ.   

 Ζ κειέηε ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ, θαη ε επίιπζε ηνπ κέζσ ηεο εμίζσζεο 

Schrödinger, μεθηλά από ηελ παξαδνρή όηη ην ειεθηξηθό πεδίν ηνπ ππξήλα 

πξνέξρεηαη από έλα ζεκεηαθό θνξηίν, δεδνκέλνπ όηη ην κέγεζνο ηνπ ππξήλα είλαη 

πνιύ κηθξό(        ) ζε ζρέζε κε ηελ απόζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ από ηνλ ππξήλα. 
Σν ζρήκα θαη ην κέγεζνο ηνπ ππξήλα δε ιακβάλνληαη ππόςε.  

Ζ δύλακε Coulomb πνπ αλαπηύζζεηαη κεηαμύ ππξήλα θαη ειεθηξνλίνπ  

θαζνξίδεη ηελ θίλεζε ηνπ ειεθηξνλίνπ θαη είλαη ίζε κε 

    
   

         ,             (1) 

όπνπ r0 ην κνλαδηαίν δηάλπζκα θαηά κήθνο ηεο αθηίλαο r, Ε ν αηνκηθόο αξηζκόο, e ην 

θνξηίν ηνπ ειεθηξνλίνπ θαη εν ε καγλεηηθή δηαπεξαηόηεηα ηνπ θελνύ. ΢ρεκαηηθά   

θαίλεηαη παξαθάησ.  

http://el.wikipedia.org/wiki/1937
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%9D%CF%84%CE%AD%CF%85%CF%84%CE%BF%CE%BD&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CF%87%CE%AC%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/1977
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CF%80%CE%B1%CF%84%CE%B1%CF%81%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9D%CE%B9%CE%BA%CE%AD%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CF%8C%CF%80%CE%BB%CE%BF%CE%B9%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CF%84%CE%B7%CE%BB%CE%B5%CF%83%CE%BA%CF%8C%CF%80%CE%B9%CE%BF&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CF%8D%CF%81%CE%B1%CF%85%CE%BB%CE%BF%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CE%BB%CE%B5%CF%89%CF%86%CE%BF%CF%81%CE%B5%CE%AF%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%94%CE%B9%CE%B1%CF%83%CF%84%CE%B7%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CE%BB%CE%B5%CF%89%CF%86%CE%BF%CF%81%CE%B5%CE%AF%CE%BF
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Σν ειεθηξόλην εθηειεί ηξνρηά Κέπιεξ ειιεηπηηθήο κνξθήο. Ο Johannes Kepler
1
 ην 

1965 όξηζε ηνπο λόκνπο ησλ πιαλεηηθώλ θηλήζεσλ. ΢ύκθσλα κε ηνλ δεύηεξν λόκν ε 

επηβαηηθή αθηίλα
2
 ζε ίζνπο ρξόλνπο ζαξώλεη ίζα εκβαδά, γηαηί θάζε πιαλήηεο 

θηλείηαη ηαρύηεξα όηαλ βξίζθεηαη θνληά ζην πεξηήιην ηεο ηξνρηάο ηνπ από ό, ηη θνληά 

ζην αθήιην. ΢ύκθσλα κε ηνλ ηξίην λόκν ην ηεηξάγσλν ηνπ ρξόλνπ πνπ απαηηείηαη γηα 

λα ζπκπιεξώζεη έλαο πιαλήηεο κηα πιήξε πεξηθνξά γύξσ από ηνλ Ήιην (πεξίνδνο 

ηνπ πιαλήηε) είλαη αλάινγν ηνπ θύβνπ ηνπ κεγάινπ εκηάμνλα ηεο ειιεηπηηθήο ηνπ 

ηξνρηάο. Γεδνκέλσλ ησλ δύν παξαπάλσ λόκσλ θ περίοδοσ περιςτροφήσ βρίςκεται 

να είναι 2/32 a
k

m
T  , όπου α ο μεγάλοσ θμιάξονασ,  m θ μάηα του πλανιτθ που 

περιςτρζφεται και 
 

   μια ςτακερι ποςότθτα3, με   =
  

  
, με L=      να είναι θ 

ςτροφορμι κάκε πλανιτθ. Θ ποςότθτα τθσ ςτροφορμισ  ζχει ςτακερό μζτρο, αφοφ 
θ επιβατικι ακτίνα διαγράφει ςε ίςουσ χρόνουσ ίςεσ επιφάνειεσ, και το διάνυςμά 
τθσ ζχει ςτακερι διεφκυνςθ, αφοφ θ κίνθςθ των πλανθτϊν μπορεί να κεωρθκεί 
επίπεδθ και μπορεί να προςδιοριςτεί μόνο από το r και το κ (ακτινικι και γωνιακι 
μεταβλθτι αντίςτοιχα), κακϊσ κεωρείται επίπεδθ. Σν 1967 ν Isaac Newton όξηζε 

ηνλ λόκν ηεο παγθόζκηαο έιμεο 
2r

mM
GF H , με G τθν ςτακερά τθσ παγκόςμιασ 

ζλξθσ και ΜΘ θ μάηα του θλίου. Ζ δύλακε αιιειεπίδξαζεο πνπ αλαπηύζζεηαη κεηαμύ 

δύν καδώλ, ζε ζύζηεκα πνπ δξνπλ κόλν ζπληεξεηηθέο δπλάκεηο,  είλαη  αληηζηξόθσο 

αλάινγε ηεο απόζηαζήο ηνπο, θαη εμαξηάηαη κόλν από ηηο ζπκκεηέρνπζεο κάδεο θαη 

ηελ κεηαμύ ηνπο απόζηαζε. Καη’ αληηζηνηρία, ζηελ θίλεζε ηνπ ειεθηξνλίνπ 

ιακβάλεηαη ππόςε ε δύλακε Coulomb κεηαμύ ησλ δύν ζσκαηηδίσλ ε νπνία ζέηεη ζε 

ηξνρηά ην ειεθηξόλην γύξσ από ην θέληξν κάδαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Κάζε ζύζηεκα δύν 

ζσκάησλ ηα νπνία αιιειεπηδξνύλ θαη ιακβάλεηαη ππόςε κόλν ε δύλακε 

αιιειεπίδξαζεο κπνξεί λα ζεσξεζεί θεπιεξηαλό. 

 

 

 
΢ρήκα 1.1: Ζ δύλακε Coulomb κεηαμύ ηνπ κνλαδηθνύ πξσηνλίνπ θαη κνλαδηθνύ ειεθηξνλίνπ ζην άηνκν ηνπ 

πδξνγόλνπ θαη ε νπνία θαζνξίδεη θαη ηελ θίλεζή ηνπ. Με θόθθηλν απεηθνλίδεηαη ην ειεθηξόλην θαη κε κπιε ην 

πξσηόλην 

 
 

 

Ζ δπλακηθή ελέξγεηα δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

      
   

     
  

   

             
  (2) 

                                                             
1 Ο Johannes Kepler ήηαλ Γεξκαλόο αζηξνλόκνο (27 Γεθεκβξίνπ 1571 – 15 Ννεκβξίνπ1630).  
2
 Ζ γξακκή πνπ ελώλεη έλα πιαλήηε κε ην θέληξν ηνπ Ήιηνπ. 

3 Μεταγενζςτερεσ μετριςεισ ζδειξαν ότι υπάρχει αξιοςθμείωτο ςφάλμα ςε αυτό τον λόγο. 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CE%B5%CF%81%CE%B9%CE%AE%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%86%CE%AE%CE%BB%CE%B9%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%93%CE%B5%CF%81%CE%BC%CE%B1%CE%BD%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%83%CF%84%CF%81%CE%BF%CE%BD%CE%BF%CE%BC%CE%AF%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/27_%CE%94%CE%B5%CE%BA%CE%B5%CE%BC%CE%B2%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/1571
http://el.wikipedia.org/wiki/15_%CE%9D%CE%BF%CE%B5%CE%BC%CE%B2%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/15_%CE%9D%CE%BF%CE%B5%CE%BC%CE%B2%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
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όπνπ x, y, z είλαη νη νξζνγώληεο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ειεθηξνλίνπ ζ ‘ έλα ηξηζδηάζηαην 

ζύζηεκα αλαθνξάο, κε αξρή ησλ αμόλσλ ηνπνζεηεκέλε ζηνλ ππξήλα.  

 

 

1.2.1 Εξίσωση Schrodinger  

Σα δύν θνξηηζκέλα ζσκαηίδηα ηνπ αηόκνπ ηνπ  πδξνγόλνπ είλαη έλα ζύζηεκα 

ζσκαηηδίσλ πνπ αιιειεπηδξνύλ κέζσ ειεθηξνζηαηηθώλ δπλάκεσλ Coulomb θαη 

θηλνύληαη ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρώξν. ΢ην ζύζηεκα  δηαηεξείηαη ε ελέξγεηα ηνπ θέληξνπ 

κάδαο θαη ε νξκή.  Απηό πνπ κειεηάηαη είλαη ε ζρεηηθή θίλεζε ηνπ ππξήλα, κάδαο Μ, 

θαη ηνπ ειεθηξνλίνπ, κάδαο m, σο πξνο ην θέληξν κάδαο ηνπο. Σν πξόβιεκα  κπνξεί 

λα κεηαζρεκαηηζηεί ζε πξόβιεκα ελόο ζσκαηηδίνπ εάλ ζεσξήζνπκε όηη ην πξσηόλην 

είλαη έλαο ππξήλαο άπεηξεο κάδαο αθίλεηνο ζην θέληξν ηνπ αηόκνπ θαη ην ειεθηξόλην 

έλα ζσκαηίδην κάδαο ίζε κε ηελ αλνηγκέλε κάδα (κ) ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ 

ζσκαηηδίσλ, 

  
   

   
  (3) 

Σν ειεθηξόλην κάδαο κ θηλείηαη γύξσ από ηελ αθίλεην ππξήλα. Ζ απόζηαζή 

ηνπο είλαη r. Σν πξόβιεκα είλαη απόιπηα ηζνδύλακν κε ην πξαγκαηηθό, κηαο θαη ν 

ππξήλαο είλαη αθίλεηνο, όπσο θαη ζην πξαγκαηηθό πξόβιεκα, θαη ην ειεθηξόλην 

θηλείηαη ζε θεπιεξηαλή ηξνρηά γύξσ από ηνλ ππξήλα- πξσηόλην, νπόηε θαη ε νιηθή 

ελέξγεηα ηνπ ηζνδύλακνπ ζπζηήκαηνο είλαη ίζε κε ηελ νιηθή ελέξγεηα ηνπ 

πξαγκαηηθνύ ζε έλα ζύζηεκα αλαθνξάο όπνπ ην θέληξν κάδαο είλαη ζηαζεξό.  

΢ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ ην ειεθηξόλην αλνηγκέλεο κάδαο κ βξίζθεηαη ζε 

ηξνρηά γύξσ από ηνλ αθίλεην ππξήλα ππό ηελ επίδξαζε ηεο δύλακεο Coulomb κε 

δπλακηθή ελέξγεηα  

      
   

         (4)   c. g. s 

όπνπ x, y, z είλαη νη νξζνγώληεο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ειεθηξνλίνπ κε θνξηίν e1 , κε ηνλ 

αθίλεην ππξήλα λα ζεσξείηαη ε αξρή ησλ αμόλσλ. Ζ ηξηζδηάζηαηε εμίζσζε 

Schrodinger είλαη 

  
  

  
                                  (5), 

όπνπ     
  

    
  

    
  

     , θαη Δ ε νιηθή ελέξγεηα ηεο ζρεηηθήο θίλεζεο ηνπ 

αηόκνπ. 

Ζ δηαθνξηθή απηή εμίζσζε, γηα λα επηιπζεί, ζα πξέπεη λα ρσξηζηεί ζε ηξεηο 

θαλνληθέο, όπνπ ε θάζε κία ζα εμαξηάηαη από κία κόλν κεηαβιεηή. Γηα ην ζθνπό 

απηό εθθξάδνπκε ηελ (5) ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο, νπόηε παίξλεη ηε κνξθή 

  
  

  
                              (6) 

όπνπ    
 

  

 

  
     

  
  

 

      

 

  
     

 

  
  

 

       

   

         

                                                             
1                  
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Ζ κεηαηξνπή από θαξηεζηαλέο ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο έγηλε ζύκθσλα κε ηηο 

ζρέζεηο : 

                                 

r ∈ [0, ∞ ), ζ ∈ [0, π ], θ ∈ [0, 2π ) 

Ζ δπλακηθή ελέξγεηα εθθξαζκέλε θαη απηή ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο γίλεηαη: 

      
   

 
     (7)  c.g.s. 

εμαξηάηαη δειαδή κόλν από ην r, ηελ αθηηληθή απόζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ από ηνλ 

ππξήλα. Σν πεδίν απηό είλαη έλα θεληξηθό πεδίν.   

Ζ ιύζε ηεο εμίζσζεο  εμίζσζεο (6) έρεη  ηε κνξθή,  

ς(r,ζ,θ) = R(r)Y(ζ,θ)    (9) 

όπνπ Y(ζ,θ) είλαη νη ζθαηξηθέο αξκνληθέο ζπλαξηήζεηο, ιύζεηο ηεο γσληαθήο 

εμίζσζεο  

  

  
 

 

  ζ θ 
  

 

    

 

  
       

   ζ θ 

 ζ
  

 

    

    ζ θ 

 θ 
              

θαη R(r) είλαη νη ιύζεηο ηεο αθηηληθήο εμίζσζεο : 

 

 

  

   
      

    

  
                       

  

 

1.2.2 Γωνιακή εξίσωση 

Ζ εμίζσζε (9) κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο ς(r, ζ ,θ) = R(r)Θ(ζ)Φ(θ), όπνπ ζεσξνύκε 

όηη  Y(ζ, θ) = Θ(ζ)Φ(θ).Ζ Y(ζ, θ) ζπάεη ζε δύν θαλνληθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ηελ 

Θ(ζ) θαη ηελ Φ(θ), όπνπ ε θάζε κία εμαξηάηαη από κία  κόλν κεηαβιεηή, ηελ ζ θαη  

ηελ θ αληίζηνηρα. Οη κεξηθέο ιύζεηο ησλ Θ(ζ)  θαη Φ(θ) είλαη: 

          
            

    

 

        

        
   

           0<ζ<π (12) 

θαη 

      
 

   
     ,  0<θ<2π  (13) 

Άξα νη ιύζεηο  Y(ζ, θ) έρνπλ ηε κνξθή1: 

        
    

 

        

        
            

                

νη νπνίεο είλαη νη γλσζηέο ζθαηξηθέο αξκνληθέο ζπλαξηήζεηο. Όπνπ l είλαη ν 

θβαληηθόο αξηζκόο ηεο ζηξνθνξκήο πνπ παίξλεη ηηο ηηκέο l    , θαη m o καγλεηηθόο 

θβαληηθόο  αξηζκόο πνπ παίξλεη ηηκέο    = 0,1,2,… Οη ζπλαξηήζεηο   
           

είλαη νη ζπλαθείο ζπλαξηήζεηο Legendre. ΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα δίλνληαη νη πξώηεο 

ζθαηξηθέο αξκνληθέο γηα l=0,1,2. 

 

 

                                                             
1 Ζ απόδεημε ηεο ιύζε δελ αλαθέξεηαη. Μπνξεί θαλείο λα αλαηξέμεη ζε νπνηνδήπνηε 

βηβιίν θβαληηθήο θπζηθήο.  
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Πίλαθαο 1.1: Οη ζθαηξηθέο αξκνληθέο γηα l=0,1 θαη 2.  
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΢ρήκα 1.2: Οη πξώηεο ζθαηξηθέο αξκνληθέο ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ. Ζ πξώηε ζεηξά απεηθνλίδεη ηελ 

πεξίπησζε l=0, ε δεύηεξε ηελ l=1 θαη ε ηξίηε ηελ l=3. Πξνθαλώο έρνπλ ζρεδηαζηεί γηα    . Ο 

ζρεδηαζκόο ηνπο έγηλε κε   εθαξκνγή ζην Mathematica. Ζ θάζε απεηθνλίδεηαη ρξσκαηηθά ζύκθσλα κε 

ηνλ θαλόλα πνπ απεηθνλίδεηαη ζηνλ κνλαδηαίν θύθιν παξαθάησ.  

 

 

 
Εικόνα 1.1: Χρωματικι απεικόνιςθ τθσ μιγαδικισ φάςθσ ςε rad ςτο μοναδιαίο κφκλο. Οι αςυνζχειεσ 

ςτθν ζνταςθ προκφπτουν για τιμζσ       , με n= 0, -1, -2. Εικόνα από 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Unit_circle_domain_coloring.png  

 

 

 

1.2.3 Ακτινική εξίσωση 

Ζ αθηηληθή εμάξηεζε ηεο ς(r,ζ, θ)= R(r)Θ(ζ)Φ(θ), δειαδή ην R(r)  εμαξηάηαη από ηε 

δπλακηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο.  

      
   

 
 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Unit_circle_domain_coloring.png
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Έθηνο από ηε δπλακηθή ελέξγεηα Coulomb V(r), ππεηζέξρεηαη θαη ε θπγνθεληξηθή 

δπλακηθή ελέξγεηα 
        

    
.   

  Από ηελ εμίζσζε (11) έρνπκε: 

 

 

  

         
    

                              (12) 

Θέησ r R(r)= u(r) νπόηε πξνθύπηεη:  

  

  

      

   
        

        

    
                         

H ζπγθεθξηκέλε κνξθή είλαη παξόκνηα κε ηε κνλνδηάζηαηε εμίζσζε 

Schrödinger, ζηελ νπνία γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ εθαξκόδνληαη νη νξηαθέο 

ζπλζήθεο: 

α) 0<r<∞ (ην r δε παίξλεη αξλεηηθέο ηηκέο) 

β)  u(r)=0 ζηελ αξρή ησλ αμόλσλ, ε ιύζε ηεο εμίζσζεο Schrödinger πξέπεη λα είλαη 

παληνύ πεπεξαζκέλε 

γ) u(∞)=0 

Γηα ηελ εύξεζε ηεο αθηηληθήο εμίζσζεο κειεηάκε μερσξηζηά ηηο πεξηπηώζεηο  

κηθξήο, κεζαίαο θαη κεγάιεο απόζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ από ηνλ ππξήλα. 

Πεξίπησζε 1
ε
: ‘Έζησ r πνιύ κηθξό θαη     . Ζ δπλακηθή ελέξγεηα Coulomb   

 

 
   

είλαη ακειεηέαο ζεκαζίαο ζε ζρέζε κε ηε θπγνθεληξηθή ελέξγεηα   
 

     νπόηε ε 

(13) παίξλεη ηε κνξθή 

      

   
 

      

  
               

Με γεληθή ιύζε ηελ 

         
       

    

O δεύηεξνο όξνο απνξξίπηεηαη νπόηε ε u(r) είλαη αλάινγε ηνπ      .  Άξα  

         
    

Γηα      ην δπλακηθό Coulomb δε κπνξεί λα αγλνεζεί. 

Πεξίπησζε 2
ε
: Έζησ r πνιύ κεγάιν. Ζ νιηθή πξαγκαηηθή δπλακηθή ελέξγεηα 

κεδελίδεηαη θαη ε (13) γίλεηαη 

      

   
 

   

  
              

Ζ ελέξγεηα Δ κπνξεί λα έρεη ζεηηθέο ηηκέο (ην ειεθηξόλην βξίζθεηαη πνιύ 

καθξηά θαη δελ δέρεηαη επίδξαζε από ηνλ ππξήλα) ή αξλεηηθέο ηηκέο (δέζκηεο 

θαηαζηάζεηο). Οη δεύηεξεο αθνξνύλ ηελ εύξεζε επίιπζεο ηεο αθηηληθήο εμίζσζεο. Οη 

ιύζεηο ηειηθά ηεο (13) είλαη 

              

κε      
   

   θαη Δ<0. Ο δεύηεξνο όξνο απνξξίπηεηαη, δεδνκέλνπ όηη ε u(r) πξέπεη 

λα είλαη πεπεξαζκέλε ζε άπεηξε απόζηαζε. Άξα  
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Οη νξηαθέο ζπλζήθεο επηηξέπνπλ ζηελ πεξίπησζε πνπ Δ<0 νξηζκέλεο κόλν 

δηαθεθξηκέλεο αξλεηηθέο ηδηνηηκέο ηεο ελέξγεηαο. Οη δηαθεθξηκέλεο απηέο θαηαζηάζεηο 

ιέγνληαη δέζκηεο θαηαζηάζεηο.  

Γηα ηελ απινπνίεζε ησλ πξάμεσλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ν 

κεηαζρεκαηηζκόο 

      
     

  
           

δίλνληαο ηειηθά ζηελ πξνεγνύκελε εμίζσζε ηε κνξθή          . 

Πεξίπησζε 3
ε
: r ελδηάκεζεο απόζηαζεο. Ζ ιύζε, πνπ ζα θαιύπηεη όιε ηελ πεξηνρή 

κεηαβνιήο ηνπ r, ζα είλαη ηεο κνξθήο 

                          

Με αληηθαηάζηαζε ζηελ (13) ιακβάλεηαη 

   

   
   

   

 
   

  

  
  

    

 
 

      

 
                

από ηελ νπνία πξνζδηνξίδεηαη ην      ιακβάλνληαο ππόςε ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο γηα 

r πνιύ κηθξό θαη r άπεηξν. Οη απνδεθηέο ιύζεηο γηα ην      είλαη ηα ζπλαθή 

πνιπώλπκα Laguerre 

          
            

                   

Σειηθά κε αληηθαηάζηαζε ηεο (18) ζηελ (20) νη θπκαηνζπλαξηήζεηο πξνθύπηνπλ από  

                        
                 

κε Ν ηνλ παξάγνληα θαλνληθνπνίεζεο. Σειηθά  κε επαλαθνξά από ηελ (17) ε (21) 

γξάθεηαη 

                          
                   

H θπκαηνζπλάξηεζε πξέπεη λα είλαη θαλνληθνπνηεκέλε, νπόηε κε εθαξκνγή 

ηεο ζπλζήθεο θαλνληθνπνίεζεο  

                                     
          

 
    

∞

 

   
∞

 

 

θαη ην Ν ππνινγίδεηαη ίζν κε 

       
 
   

        

           
 

 
 

                

Σέινο, κε αληηθαηάζηαζε από ηελ ζρέζε r R (r)= u(r) ηεο R(r) ε αθηηληθή ζπλάξηεζε 

νξίδεηαη σο  

            
        

           
 

 
 

                   
                  

H αθηηληθή εμίζσζε εμαξηάηαη από ηνπο θβαληηθνύο αξηζκνύο n θαη l.  
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1.2.4 Γενική λύση  

Ζ γεληθή ιύζε ηεο εμίζσζεο Schrödinger γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ είλαη ε εμήο: 

                
        

           
 

 
 

                   
                             

κε    
     

        , όπνπ Ε=1 γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ (αηνκηθόο αξηζκόο) 

θαη    ε αθηίλα Bohr, πνπ ηζνύηαη κε 
  

   . 

 Γηα ηνπο θβαληηθνύο αξηζκνύο n (θύξηνο θβαληηθόο αξηζκόο), l (θβαληηθόο αξηζκόο 

ηεο ζηξνθνξκήο ) θαη m (καγλεηηθόο θβαληηθόο αξηζκόο) ηζρύεη θαηά ηα γλσζηά: 

             ί                 έ    ά      

               ή            

         ή         (26) 

Οη ηηκέο πνπ ιακβάλεη ε ελέξγεηα ηνπ κνλαδηθνύ ειεθηξνλίνπ ηνπ νπδέηεξνπ αηόκνπ 

ηνπ πδξνγόλνπ δίλνληαη από ηνλ ηύπν  

       
    

  
    

  

  
  

 

  
 
 

 
 

 
      

κε j λα είλαη ν θβαληηθόο αξηζκόο νιηθήο ζηξνθνξκήο θαη α ε ζηαζεξά ιεπηήο πθήο1. 

Γηα n=1 πξνθύπηεη ε ελέξγεηα ηεο ζεκειηώδνπο θαηάζηαζεο ηνπ ειεθηξνλίνπ2
. Ζ 

ελέξγεηα εμαξηάηαη θπξίσο από ηνλ θύξην θβαληηθό αξηζκό n. ΢ε κηα ηηκή ηνπ n 

αληηζηνηρνύλ δηάθνξα δεύγε ηηκώλ γηα ηα l θαη m, κε απνηέιεζκα δηαθνξεηηθέο 

ηδηνζπλαξηήζεηο λα αληηζηνηρνύλ ζε ίδηα ηδηνηηκή ελέξγεηαο (εθθπιηζκόο).  

Γηα ηζηνξηθνύο ιόγνπο νη θαηαζηάζεηο κε ίδην n ζεσξείηαη όηη απνηεινύλ κηα 

ζηηβάδα. Κάζε ζηηβάδα ζπκβνιίδεηαη κε έλα ιαηηληθό θεθαιαίν γξάκκα K, L, M, 

N…πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε θβαληηθό αξηζκό. Οη θαηαζηάζεηο πνπ έρνπλ ίδην n, πνπ 

αλήθνπλ δειαδή ζηελ ίδηα ζηηβάδα, θαη ίδην l, αλήθνπλ ζηελ ίδηα ππνζηηβάδα. Ζ θάζε 

ππνζηηβάδα ζπκβνιίδεηαη κε έλα κηθξό ιαηηληθό γξάκκα s, p, d, f …  πνπ αληηζηνηρεί 

ζηα l=0, 1, 2, 3, 4… O παξαθάησ πίλαθαο παξαζέηεη απηό ηνλ ζπκβνιηζκό.  

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             

1   
  

        
 . 

2    
    

 

     
     όπου    θ μάηα του θλεκτρονίου. 
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n Γράμμα 

Σηιβάδας 

L Γράμμα 

Υποζηιβάδας 

1 Κ 1 S 

2 L 2 P 

3 M 3 F 

4 N 4 G 

5 

  
O 
  

5 
  

h 
  

   Πίλαθαο 1 2:  ΢πκβνιηζκόο ησλ ζηηβάδσλ θαη ησλ ππνζηηβάδσλ κε ιαηηληθνύο ραξαθηήξεο. 

 
 

 

 

1.3 Πυκνότητα Πιθανότητας  

Ζ θπκαηνζπλάξηεζε γηα ηε ζεκειηώδε θαηάζηαζε ηνπ αηόκνπ είλαη  

                       
    

 
   

 

  
 

 
 
  

  
           

νη ζηαζεξέο είλαη ηέηνηεο ώζηε ε ζπλάξηεζε λα είλαη θαλνληθνπνηεκέλε. Ζ        δελ 

εμαξηάηαη από ηε γσληά, αθνύ είλαη ην γηλόκελν ελόο αθηηληθνύ θύκαηνο κε ηελ 

  
  

 

       . Όια ηα θύκαηα κε l=0 έρνπλ απηό ην ραξαθηεξηζηηθό. Οη θαηαζηάζεηο 

απηέο είλαη ζθαηξηθά ζπκκεηξηθέο. 

 Σν ειεθηξόλην πνπ πεξηγξάθεηαη από πξνεγνύκελε εμίζσζε βξίζθεηαη κε 

πηζαλόηεηα αλά κνλάδα όγθνπ πνπ δίλεηαη από ηελ έθθξαζε  

               
 

 
  

   
   

 
  
               

H ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο είλαη επίζεο ζθαηξηθά ζπκκεηξηθή, όπσο ζα πξέπεη λα 

ζπκβαίλεη κε θάζε θύκα θαηάζηαζεο s. H πηζαλόηεηα λα βξεζεί ην ειεθηξόλην ζηε 

«γεηηνληά» ελόο ζεκείνπ είλαη ε ίδηα γηα όια ηα ζεκεία πνπ ηζαπέρνπλ από ην θέληξν 

(δειαδή ηνλ ππξήλα). Οξίδεηαη ε αθηηληθή θαηαλνκή πηζαλόηεηαο κε ηε ζπλαθή ηεο 

ππθλόηεηα Ρ(r) ηέηνηα ώζηε ην γηλόκελν Ρ(r) dr λα είλαη ε πηζαλόηεηα λα βξεζεί ην 

ειεθηξόλην ζε νπνηνδήπνηε ζεκείν κέζα ζηνλ ζθαηξηθό θινηό αθηίλαο r θαη πάρνπο 

dr. Ο όγθνο ηνπ θινηνύ είλαη ην γηλόκελν ηνπ εκβαδνύ ηεο επηθάλεηαο 4πr
2
 επί ην 

πάρνο ηνπ θινηνύ dr. Αθνύ ε ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο                
 
 είλαη ίδηα 

παληνύ κέζα ζηνλ θινηό, ηζρύεη 

 

                          

ή γηα ηελ θαηάζηαζε 1s, 

       
 

  
     

 
  
   

Σν ίδην απνηέιεζκα πξνθύπηεη θαη γηα ην u(r)  
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Ζ ηειεπηαία εμίζσζε δίλεη ηελ αθηηληθή ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο γηα 

νπνηαδήπνηε θαηάζηαζε. Γηα ηηο ζθαηξηθέο θαηαζηάζεηο s είλαη ίζε κε 

          (όπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ). Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο       , θαζώο 

θαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ππνινίπσλ ππθλνηήησλ πηζαλόηεηαο γηα ηηο πξώηεο 

δηεγεξκέλεο θαηαζηάζεηο παξνπζηάδνληαη ζην επόκελν ζρήκα. Ζ       εξκελεύεηαη 

σο ε πηζαλόηεηα επξέζεσο ηνπ ειεθηξνλίνπ ζε απόζηαζε r από ηνλ ππξήλα, 

αλεμάξηεηα κε ηελ θαηεύζπλζε ζην ρώξν. Ζ θνξπθή ηεο πξώηεο θακπύιεο, θαζώο 

θαη νη κέγηζηεο θνξπθέο ησλ ππνινίπσλ θαηαζηάζεσλ, αληηζηνηρνύλ ζηε κέγηζηε 

απόζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ από ηνλ ππξήλα, δεδνκέλνπ όηη ν ππξήλαο βξίζθεηαη ζηελ 

αξρή ησλ αμόλσλ.  

Πξνθαλώο ηζρύεη ε ζπλζήθε θαλνληθνπνίεζεο  

 

      
 

 

             

θαη ε κέζε απόζηαζε ηνπ ειεθηξνλίνπ από ηνλ ππξήλα κπνξεί λα ππνινγηζηεί από  

           
 

 

            

 

 

   

  

 

0 5 10 15 20

r2 R 1, 0 2

0 5 10 15 20

r2 R 2, 0 2

0 5 10 15 20

r2 R 2, 1 2

0 5 10 15 20

r2 R 3, 0 2

0 5 10 15 20

r2 R 3, 1 2

0 5 10 15 20

r2 R 3, 2 2
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΢ρήκα1.3: Ζ ζρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ πξώησλ αθηηληθώλ ππθλνηήησλ πηζαλόηεηαο γηα ην άηνκν ηνπ 

πδξνγόλνπ. ΢ρεδηάζηεθαλ ζην Mathematica. Οη κέγηζηεο θνξπθέο δείρλνπλ ηελ κέγηζηε ζέζε ηνπ ειεθηξνλίνπ γηα 

ηελ ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε. Ζ  απόζηαζε απηή εμαξηάηαη από ηελ  ηηκή ηεο ελέξγεηαο, θαη  όζν πην πςειή είλαη 

ε ηηκή ηεο ελέξγεηαο, ηόζν κεγαιύηεξε θαη ε απόζηαζε. Οη ζπλαξηήζεηο ζρεδηάζηεθαλ ζην Mathematica . 

 

 

 

Οη πξώηεο δηεγεξκέλεο θαηαζηάζεηο γηα ην άηνκνπ ηνπ πδξνγόλνπ, γηα n=2, 

είλαη νη                             . Όιεο έρνπλ ηνλ ίδην θύξην θβαληηθό αξηζκό θαη 

ηελ ίδηα νιηθή ελέξγεηα Δ2  (ηεηξαπιόο εθθπιηζκόο). Ζ θαηάζηαζε        είλαη 

ζθαηξηθά ζπκκεηξηθή. Έλα ειεθηξόλην ζηελ θαηάζηαζε 2s, ζα βξίζθεηαη καθξύηεξα 

από ηνλ ππξήλα από όηη έλα ειεθηξόλην ζηελ θαηάζηαζε 1s. Δίλαη πξνθαλέο ινηπόλ 

όηη ε κέγηζηε θνξπθή ηεο αλαπαξάζηαζεο ηεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο, όιν θαη ζα 

απνκαθξύλεηαη από ηνλ ππξήλα. Ζ παξαηήξεζε απηή δηαηεξεί ηελ παιαηά αληίιεςε 

ηνπ όηη ηα ειεθηξόληα είλαη ηνπνζεηεκέλα ζε ζηνηβάδεο.  

Οη θαηαζηάζεηο                                 δελ είλαη ζθαηξηθά ζπκκεηξηθέο. 

Οη γσλίεο ζ θαη θ πιένλ ζα επεξεάζνπλ ηελ θαηαλνκή ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο. Οη 

θαηαζηάζεηο έρνπλ ίδηα αθηηληθή θπκαηνζπλάξηεζε, αιιά απηή πνιιαπιαζηάδεηαη 

θάζε θνξά κε δηαθνξεηηθέο ζθαηξηθέο αξκνληθέο, αλάινγα κε ηνλ θβαληηθό αξηζκό l 

θαη m. ΢ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο εμάξηεζεο από ηηο ζθαηξηθέο αξκνληθέο δίλεηαη 

ζην ΢ρήκα 1.2. 

 Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ε ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο είλαη αλεμάξηεηε από ηελ θ 

θαη επνκέλσο είλαη ζπκκεηξηθή γύξσ από ηνλ άμνλα z πάληα. Ζ ηδηόηεηα απηή είλαη 

απνηέιεζκα ηνπ όηη          . Σν απνηέιεζκα απηό ηζρύεη  γηα όιεο ηηο 

πδξνγνλνεηδήο θπκαηνζπλαξηήζεηο.  

 Ζ θαηάζηαζε        έρεη έληνλα ραξαθηεξηζηηθά πξνζαλαηνιηζκνύ ζην ρώξν, 

όπσο θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 1.2 Μεξηθέο θνξέο, ινηπόλ ε ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε 

γξάθεηαη θαη      
 
  γηα λα ηνληζηεί απηόο ν πξνζαλαηνιηζκόο. Ο πξνζαλαηνιηζκόο 

απηόο δειώλεη όηη ην ειεθηξόλην έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα z. Άιιεο 

θαηαζηάζεηο κε έληνλν πξνζαλαηνιηζκό ζην ρώξν κπνξνύλ λα ζρεκαηηζηνύλ κε 

ζπλδπαζκό θπκάησλ κε       θαη         Έηζη, νη θπκαηνζπλαξηήζεηο 

     
 

 
 

  
                 

     
 

 
 

  
                         

έρνπλ ζπκκεηξηθέο ππθλόηεηεο πηζαλόηεηαο θαηά κήθνο ησλ αμόλσλ x θαη y 

αληίζηνηρα. Οη θπκαηνζπλαξηήζεηο ησλ πξνεγνύκελσλ εμηζώζεσλ, πνπ 

ζρεκαηίζηεθαλ κε ππέξζεζε θπκάησλ ηεο πξώηεο δηεγεξκέλεο ζηάζκεο Δ2, είλαη θαη 

απηέο ζηάζηκεο θαηαζηάζεηο κε ηελ ίδηα ελέξγεηα. Σα ηξία θύκαηα      
 
  

     
 
       

 
 καδί κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ εμίζνπ θαιά γηα ηελ πεξηγξαθή 

ησλ θαηαζηάζεσλ 2p ησλ πδξνγνλνεηδώλ αηόκσλ. Κπκαηνζπλαξηήζεηο κε έληνλε 

θαηεπζπληηθόηεηα παίδνπλ ζπνπδαίν ξόιν ζηνλ ρεκηθό δεζκό, ζηνλ ζρεκαηηζκό 

κνξίσλ θαη ζηηο ρεκηθέο ηδηόηεηεο. Οη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο Schrödinger πνπ 

αλαθέξεηαη ην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ είλαη γξακκηθώο 

αλεμάξηεηεο. Κάζε γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ θπκαηνζπλαξηήζεσλ ίδηαο ελέξγεηαο 

n=2 θαη l=1 ζα είλαη κηα θπκαηνζπλάξηεζε ζαθώο θαζνξηζκέλεο ελέξγεηαο θαη 

κέηξνπ ζηξνθνξκήο, όρη όκσο θαη ζπληζηώζαο Lz. Οη ηξεηο απηέο ζπλαξηήζεηο 
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απνηεινύλ κηα βάζε ηνπ δηαλπζκαηηθνύ ππόρσξνπ πνπ ραξαθηεξίδεηαη από n=2 θαη 

l=1.  

 Ζ επόκελε δηεγεξκέλε ζηάζκε έρεη n=3 θαη ελέξγεηα Δ3. Δίλαη ελλέα θνξέο 

εθθπιηζκέλε, δειαδή ππάξρνπλ ελλέα θπκαηνζπλαξηήζεηο κε ηελ ίδηα ελέξγεηα, νη 

νπνίεο αληηζηνηρνύλ ζε όιεο ηηο δπλαηέο επηινγέο ησλ l θαη    γηα n=3. Οη ελλέα 

απηέο θαηαζηάζεηο, όιεο καδί απνηεινύλ ηελ Σξίηε ζηηβάδα, κε ππνζηηβάδεο ηηο 3s, 

3p, θαη 3d, νη νπνίεο απνηεινύληαη από κία, ηξεηο θαη πέληε θαηαζηάζεηο αληίζηνηρα. 

΢ηελ εθαξκνγή πνπ αθνινπζεί κπνξεί θαλείο λα επηιέμεη n=3 θαη αληίζηνηρα ηα l θαη 

m πνπ ζέιεη γηα λα δεη ηελ ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ησλ ηδηνθαηαζηάζεσλ. Δπίζεο 

κπνξεί λα δεη ην απνηέιεζκα ηεο ππέξζεζεο θαηαζηάζεσλ ίδηαο ελέξγεηαο.   

 

 

 

1.5 Στροφορμή 

Ζ ηξνρηαθή ζηξνθνξκή νξίδεηαη σο:            . Αλ ζεσξήζνπκε ηηο πξνβνιέο ηηο 

          ζηνπο άμνλεο ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ x, y, z  αληίζηνηρα παίξλνπκε: 

 

 

       (34) 

 

Έζησ ε πξνβνιή ηεο νιηθήο ζηξνθνξκήο    ηνπ πεξηζηξεθόκελνπ 

ειεθηξνλίνπ γύξσ από ηνλ ππξήλα. Αληηζηνηρνύλ ζε απηήλ νη εξκηηηαλνί ηειεζηέο      

θαη   
 . Οη ηδηνζπλαξηήζεηο ησλ ηειεζηώλ είλαη νη ζθαηξηθέο αξκνληθέο              

θαη νη ηδηνηηκέο ηνπο είλαη νη ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηελ ζηξνθνξκή κε ηνλ θβαληηθό 

αξηζκό l, δειαδή  

     έ           έ             θαη 

  
  έ           έ      

Ηζρύνπλ, ινηπόλ νη παξαθάησ εμηζώζεηο 

                                                      

  
                                     

Γηα ηα l, m ηζρύνπλ νη ζρέζεηο (25). Οη ζρέζεηο (35) πξνθύπηνπλ από ηελ έθθξαζε 

ηεο ζηξνθνξκήο ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο, ε νπνία είλαη  

     
  

    

 

  
     

 

  
  

  

     
 

  

    . Ζ έθθξαζε απηή, πξνθαλώο, ρξεζηκνπνηείηαη 

ζε πξνβιήκαηα κε ζθαηξηθή ζπκκεηξία, θαη δίλεη ηξνρηαθή ζηξνθνξκή L =  

         . Ζ ηξνρηαθή ζηξνθνξκή δηαηεξείηαη ζε ζπζηήκαηα κε πιήξε ζπκκεηξία. 

Ζ ζπληζηώζα z ηεο ηξνρηαθήο ζηξνθνξκήο ηαπηίδεηαη κε ηελ αδηκνπζηαθή ζπληζηώζα 

ηεο νξκήο ζηελ θιαζηθή πεξηγξαθή, νπόηε γηα ην εκηθιαζηθό όξην ηνπ αηόκνπ ηνπ 

πδξνγόλνπ, ζα ρξεζηκνπνηεζεί ε αδηκνπζηαθή γσλία αληί ηνπ z ζηελ κνλαδηθή 

ζπληζηώζα ηεο ζηξνθνξκήο. 
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Σα κεγέζε ηεο ζηξνθνξκήο θαη ηεο πξνβνιήο ηεο παίξλνπλ ζπγθεθξηκέλεο 

κόλν ηηκέο, δειαδή είλαη θβαληηζκέλα. Οη ηειεζηέο      θαη   
  κεηαηίζεληαη κεηαμύ 

ηνπο θαη είλαη δπλαηόλ λα είλαη γλσζηή ε ηηκή θαη ησλ δύν ηαπηόρξνλα. Αληίζεηα νη 

ηειεζηέο    
  ή   

  θαη   
   δελ κεηαηίζεληαη, κε απνηέιεζκα λα κελ κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί ε ηηκή ηνπο ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή. Γεληθά κόλν ην κέγεζνο ηεο νιηθήο 

ζηξνθνξκήο θαη κηαο εθ ησλ πξνβνιώλ είλαη δπλαηόλ λα είλαη γλσζηά ηαπηόρξνλα. Ζ 

κέζε ηηκή ησλ άιισλ δπν πξνβνιώλ είλαη κεδέλ.  

Αλ ζεσξεζεί ε πξνβνιή   
  ,κε ηηο άιιεο δύν λα έρνπλ κέζε ηηκή κεδέλ, ηόηε 

ε αθξηβήο ηηκή ηεο είλαη  

      

Απηό νδεγεί ζε θβάλησζε ηεο θαηεύζπλζεο. Ο πξνζαλαηνιηζκόο ηνπ δηαλύζκαηνο 

ηεο νιηθήο ζηξνθνξκήο κπνξεί λα είλαη κόλν απηόο γηα ηνλ νπνίν νη πξνβνιέο ηνπ 

  
   ζηνλ άμνλα z είλαη αθέξαην πνιιαπιάζην ηνπ    Ζ γσλία ζ πνπ ζρεκαηίδεη ε 

δηεύζπλζε L, κε ηνλ άμνλα z δίλεηαη από  

     
 

       
  

θαη παίξλεη νξηζκέλεο ηηκέο. ΢ρεκαηηθά δίλεηαη έλα παξάδεηγκα παξαθάησ γηα l=2 θαη 

άξα       . 

 

 

 
Δηθόλα 1.2: ΢ρεδηαζκόο ηνπ δηαλύζκαηνο ηεο ζηξνθνξκήο κε δεδνκέλν θβαληηθό αξηζκό l=2 άξα       . 

Πξνθύπηνπλ 6 πξνζαλαηνιηζκνί πνπ αληηζηνηρνύλ ζε θάζε m πνπ κπνξεί λα πξνθύςεη δεδνκέλνπ ηνπ l. 
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1.6 Ενεργειακές στάθμες - Εκφυλισμός 

Με εμαίξεζε ηε ζεκειηώδε ζηάζκε γηα n=0, όιεο νη ππόινηπεο είλαη εκθσλιζμένες. Ζ 

ηάμε εθθπιηζκνύ, δειαδή ν αξηζκόο ησλ ηδηνζπλαξηήζεσλ κε ίδηα ελέξγεηα, είλαη 

      Δμαξηάηαη αξρηθά από ην n, όπνπ, γηα δεδνκέλν n, νη αληίζηνηρεο επηηξεπηέο 

ηηκέο ηνπ l θαζνξίδνπλ ηειηθά ηνλ αξηζκό ησλ εθθπιηζκέλσλ θαηαζηάζεσλ. Κάζε 

θαηάζηαζε εκθαλίδεη επίζεο spin      , ην νπνίν δίλεη 2s+1 δέζκεο παξνπζία 

καγλεηηθνύ πεδίνπ, γεγνλόο πνπ απνδεηθλύεη ηνλ ύπαξμε ηνπ spin θαη ηνλ ελεξγεηαθό 

εθθπιηζκό ησλ επηπξόζζεην εθθπιηζκό ησλ θαηαζηάζεσλ ιόγνπ απηνύ. 

Ζ ζθαηξηθή ζπκκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ππεύζπλε γηα ηνλ εθθπιηζκό 

πνπ παξνπζηάδεη. Σν άηνκν είλαη ζθαηξηθό, νπόηε όιεο νη ηδηνζπλαξηήζεηο πνπ 

δηαθέξνπλ κόλν σο πξνο ηελ ηηκή ηνπ m ζα έρνπλ ίδηα ελέξγεηα, αθνύ νη δηαθνξεηηθέο 

ηηκέο ηνπ m αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθνύο πξνζαλαηνιηζκνύο ηνπ δηαλύζκαηνο ηεο 

ζηξνθνξκήο ζηνλ ρώξν, νη νπνίνη δελ επεξεάδνπλ ηελ ελέξγεηα ηνπ ειεθηξνλίνπ. Ο 

εθθπιηζκόο απηόο νλνκάδεηαη περιζηροθικός εκθσλιζμός θαη αλακέλεηαη ζε όια ηα 

θεληξηθά δπλακηθά. Ζ νλνκαζία απνξξέεη από ην γεγνλόο όηη ιόγσ ηεο 

πεξηζηξνθηθήο ζπκκεηξίαο πνπ έρεη θάζε θεληξηθό δπλακηθό νη ελεξγεηαθέο ηνπ 

ηδηνηηκέο ζα εμαξηώληαη κόλν από ηνπο θβαληηθνύο αξηζκνύ n θαη l θαη όρη από ην m.  

Όκσο ζην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ ζπγθεθξηκέλα νη ελεξγεηαθέο ζηάζκεο είλαη 

αλεμάξηεηεο θαη από ην l. Πξνθύπηνπλ θαηαζηάζεηο κε δηαθνξεηηθό l πνπ έρνπλ ίδηα 

ελέξγεηα. Ο εθθπιηζκόο απηόο νλνκάδεηαη ζσμπηωμαηικός ή σδρογονικός 

εκθσλιζμός θαη είλαη απνηέιεζκα ηεο ηδηόηεηαο από ηελ θιαζηθή κεραληθή όηη 

δηαζέηεη θιεηζηέο κε θπθιηθέο ηξνρηέο.  

 

 

1.7 Άρση εκφυλισμού λόγο ύπαρξης μαγνητικού πεδίου 

Ζ άξζε ηνπ πεξηζηξνθηθνύ εθθπιηζκνύ κπνξεί λα επηηεπρζεί κε ηελ παξνπζία 

καγλεηηθνύ πεδίνπ. ΢ηα άηνκα ππάξρνπλ δηάθνξεο θαηαζηάζεηο κε ίδηα ελέξγεηα  

όπσο δηαηππώζεθε παξαπάλσ. Όιεο απηέο νη θαηαζηάζεηο δειώλνπλ όηη ην 

ειεθηξόλην βξίζθεηαη ζηελ ίδηα ζηηβάδα, θαη αληηπξνζσπεύνληαη από κηα θνηλή 

γξακκή ζην θάζκα εθπνκπήο. Ζ παξνπζία καγλεηηθνύ πεδίνπ αιιάδεη απηή ηελ 

εηθόλα, θαζώο αληηδξά δηαθνξεηηθά κε ειεθηξόληα πνπ ραξαθηεξίδνληαη από 

δηαθνξεηηθνύο θβαληηθνύο αξηζκνύο. Ο θύξηνο θβαληηθόο αξηζκόο κπνξεί λα είλαη 

ίδηνο, δελ είλαη όκσο ίδηνη ν θβαληηθόο αξηζκόο ζηξνθνξκήο θαη ν καγλεηηθόο 

θβαληηθόο αξηζκόο. Σν απνηέιεζκα ηεο αιιειεπίδξαζεο καγλεηηθνύ πεδίνπ θαη 

ειεθηξνλίσλ κε δηαθνξεηηθνύο θβαληηθνύο αξηζκνύο είλαη ε παξνπζία ιεπηώλ 

θαζκαηηθώλ γξακκώλ, πνιύ θνληά ε κία ζηελ άιιε. Ζ παξνπζία καγλεηηθνύ πεδίνπ 

ρσξίδεη ηηο ελεξγεηαθέο ζηάζκεο από κία ζε δηαθνξεηηθέο. Οη κεηαβάζεηο ζηηο ζηάζκεο 

πνπ πξνθύπηνπλ δηέπνληαη από ηνπο θαλόλεο επηινγήο. Ζ απόζηαζε κεηαμύ απηώλ 

ησλ γξακκώλ είλαη αλάινγε ηνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ, ηδηόηεηα πνπ είλαη ρξήζηκε γηα 

αξθεηέο πξαθηηθέο εθαξκνγέο, όπσο ζηελ αζηξνλνκία, όπνπ δίλεηαη ε δπλαηόηεηα 

κέηξεζεο ηνπ καγλεηηθνύ πεδίνπ ηνπ ήιηνπ θαη ησλ άιισλ αζηέξσλ.   
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Θεσξνύκε έλα καγλεηηθό πεδίν
1
 θαηά ηνλ άμνλα z 

       

Σόηε ε ελέξγεηα αιιειεπίδξαζεο ηεο  καγλεηηθήο ξνπήο θαη ελόο καγλεηηθό 

πεδίνπ είλαη  

             

Ζ καγλεηηθή ξνπή νξίδεηαη σο   

   
 

    
   

Οπόηε ε ελέξγεηα γξάθεηαη ηειηθά 

  
  

    
            

Γηα ην    ηζρύεη 

      

αθνύ νη αηνκηθέο ηδηνθαηαζηάζεηο είλαη θαη ηδηνθαηαζηάζεηο  ηνπ    κε ηδηνηηκέο      

θαη    

  
  

    
                     

κε 

   
  

    
 

ε καγλεηόλε ηνπ Bohr, πνπ απνηειεί ηελ κνλάδα κέηξεζεο ησλ αηνκηθώλ 

καγλεηηθώλ ξνπώλ.  Ζ πξνζζήθε ζηηο αηνκηθέο ζηάζκεο ελόο όξνπ ηεο κνξθήο 

  
  

    
    ζα πξνθαιέζεη άξζε ηνπ πεξηζηξνθηθνύ εθθπιηζκνύ, αθνύ πιένλ ε 

ελέξγεηα ησλ ζηαζκώλ ζα εμαξηάηαη από ηνλ θβαληηθό αξηζκό m. Γηα παξάδεηγκα γηα  

ηελ ζηάζκε κε l=1 ε άξζε ηνπ εθθπιηζκνύ ζα δώζεη ην παξαθάησ απνηέιεζκα πνπ 

θαίλεηαη ζηελ εηθόλα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             
1
 Σο μαγνθτικό πεδίο είναι ανομοιογενζσ για να είναι μπορζςει να αςκθκεί μαγνθτικι δφναμθ ςε 
άτομο. 
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Δηθόλα 1.4 :Οκαιό θαηλόκελν Zeeman.Ζ ηνπνζέηεζε καγλεηηθνύ πεδίνπ θαηά ηνλ άμνλα z πξνθαιεί άξζε ηνπ 

πεξηζηξνθηθνύ εθθπιηζκνύ δεκηνπξγώληαο ηξεηο θαηλνύξηεο ζηάζκεο γηα l=1 θαη πέληε γηα l=2. Οη ζηάζκεο είλαη 

ηζαπέρνπζεο θαη δηαθέξνπλ σο πξνο ηνλ θβαληηθό αξηζκό m. Οη κεηαβάζεηο έρνπλ ζρεδηαζηεί ζύκθσλα κε ηνπο 

θαλόλεο επηινγήο. Δηθόλα  από http://psi.phys.wits.ac.za/teaching/Connell/phys284/2005/lecture-

03/lecture_03/node14.html  

 
 

Γηα κηα ζηάζκε κε ηπρόλ l ην πιήζνο ησλ ζηαζκώλ Zeeman ζα είλαη 2l+1 θαη 

ε κεηαμύ ηνπο απόζηαζε ίζε κε    . Ζ απόζηαζε απηή νλνκάδεηαη απόζηαζε 

Zeeman.  

 Αλ ζηε ζεκειηώδε ζηάζκε ηνπ πδξνγόλνπ εθαξκνζηεί αλνκνηνγελέο 

καγλεηηθό πεδίν ηεο κνξθήο  

                  

δειαδή πεδίν κε δηεύζπλζε θαη  βαζκίδα θαηά ηνλ άμνλα z, ηόηε ε ελέξγεηα 

αιιειεπίδξαζεο είλαη  

                    

          
 

   
  

To πείξακα απηό πξαγκαηνπνηήζεθε από ηνπο Stern θαη Gerlach θαη ζηελ νπζία 

επηβεβαίσζε ηελ ύπαξμε ηνπ spin ηνπ ειεθηξνλίνπ.  

 Ζ ελέξγεηα ησλ αηόκσλ κέζα ζε αλνκνηνγελέο καγλεηηθό πεδίν είλαη 

ζπλάξηεζε ηνπ z, νπόηε ζα είλαη ππεύζπλε γηα ηελ ύπαξμε δύλακεο  

    
  

  
  

    

  
          

θαηά κήθνο ηνπ άμνλα z, πνπ είλαη πξνθαλήο ε εμάξηεζή ηεο από ηνλ θβαληηθό 

αξηζκό m. Με ηελ επηβνιή απηνύ ηνπ πεδίνπ ζηε ζεκειηώδε ζηάζκε ε αξρηθή δέζκε 

ρσξίζηεθε ζε δύν θαη επνκέλσο ππάξρεη θβαληηθόο αξηζκόο s πνπ έρεη ηελ ηηκή ½. 

Γεληθά θαηά ηελ έμνδν από κηα ζπζθεπή Stern- Gerlach νπνηαζδήπνηε δηεγεξκέλεο 

θαηάζηαζεο ησλ αηόκσλ ηνπ πδξνγόλνπ ζα πξνθύςνπλ 2s+1 δέζκεο.  

Ο θβαληηθόο αξηζκόο s νλνκάδεηαη spin (ηδηνζηξνθνξκή). Πεξηγξάθεηαη από 

δύν θβαληηθνύο αξηζκνύο s θαη   , όπνπ ην   , παίξλεη ηηκέο από –s έσο +s. Ζ ηηκή 

http://psi.phys.wits.ac.za/teaching/Connell/phys284/2005/lecture-03/lecture_03/node14.html
http://psi.phys.wits.ac.za/teaching/Connell/phys284/2005/lecture-03/lecture_03/node14.html
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ηεο ζηξνθνξκήο ιόγσ ηεο ηδηνπεξηζηξνθήο ηνπ ειεθηξνλίνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε 

          θαη ε ζπληζηώζα θαηά ηε δηεύζπλζε ηνπ άμνλα z είλαη         Σέινο 

ε νιηθή ζηξνθνξκή νξίδεηαη σο       . 

 Λακβάλνληαο ππόςε ηελ αιιειεπίδξαζε spin-ηξνρηάο, θαζώο θαη ηελ 

ζρεηηθηζηηθή δηόξζσζε ηεο κάδαο κε ηελ ηαρύηεηα εμάγεηαη ν ηύπνο ηνπ Sommerfeld 

γηα ηε ιεπηή πθή ησλ ελεξγεηαθώλ επηπέδσλ ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ 

       
  

   
  

 

  
 
 

 
 

  
  

 Σν θπζηθό λόεκα ηνπ παξαπάλσ ηύπν είλαη όηη θαηαζηάζεηο δηαθνξεηηθνύ l 

(αιιά ίδηνπ n), πνπ ζπλδπάδνληαη κε ην spin ώζηε λα δώζνπλ ίδηα νιηθή ζηξνθνξκή, 

ζα έρνπλ ίδηα ελέξγεηα, ηνπιάρηζηνλ κέρξη ην έβδνκν δεθαδηθό ςεθίν. 

 

 

1.8 Ατομικό Σύστημα μονάδων 

Καλείται το ςφςτθμα ςτο οποία ιςχφει        . Σο ςφςτθμα αυτό χρθςιμοποιείται 

ευρφτατα ςτθν ατομικι φυςικι και είναι γνωςτό με τθ ςυντομογραφία A.U.(Atomic Units). 

΢τα πλαίςια του ςυςτιματοσ αυτοφ θ μονάδα μζτρθςθσ ενόσ οποιουδιποτε φυςικοφ 

μεγζκουσ είναι ο μοναδικόσ εκείνοσ ςυνδυαςμόσ των           με τισ διαςτάςεισ αυτοφ 

του φυςικοφ μεγζκουσ και αρικμθτικό ςυντελεςτι μονάδα. Ζτςι οι ποςότθτεσ    
  

    

      και   
   

 
         είναι μονάδεσ μικουσ και ενζργειασ του ατομικοφ ςυςτιματοσ 

μονάδων. ΢ε ατομικζσ μονάδεσ θ ενζργεια τθσ κεμελιϊδουσ ςτάκμθσ του ατόμου γράφεται 

ωσ     
 

 
       

 

 
                    

 Ζτςι θ ακτινικι εξίςωςθ Schrödinger γράφεται ςτο ατομικό ςφςτθμα μονάδων ωσ  

         
 

 
  

      

  
       Επίςθσ ςε ατομικζσ μονάδεσ μποροφν να υπολογιςτοφν οι 

μζςεσ τιμζσ βαςικϊν μεγεκϊν, όπωσ  θ μζςθ απόςταςθ του θλεκτρονίου από τον πυρινα 

για τθ κεμελιϊδθ κατάςταςθ <r> = 3/2  Α.U. H πικανότερθ απόςταςθ του θλεκτρονίου από 

τον πυρινα δίνεται από τθν πυκνότθτα πικανότθτασ και είναι r = 1 =    ςε ατομικζσ 

μονάδεσ και θ αναμενόμενθ τιμι ςτθν κεμελιϊδθ κατάςταςθ τθσ ποςότθτασ 1/r είναι 

 
 

 
   

 

  
 . 
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Κεφάλαιο 2  

Κβαντικός Αρμονικός Ταλαντωτής. 

 

 

2.1 Βασικές αρχές 

Ο αξκνληθόο ηαιαλησηήο ζηελ θιαζηθή κεραληθή είλαη έλα από ηα πην απιά 

ζπζηήκαηα. Πεξηγξάθεη ηελ θίλεζε ελόο ζώκαηνο κάδαο m, πνπ ππόθεηηαη ζε δύλακε  

                

δειαδή αλάινγε ηεο απνκάθξπλζεο από ην ειθηηθό θέληξν    . Ζ εμίζσζε 

θίλεζεο ηνπ ζσκαηηδίνπ είλαη           θαη ε ιύζε ηεο εμίζσζεο απηήο είλαη 

                πνπ αληηπξνζσπεύεη κηα αξκνληθή ηαιάλησζε κε ζπρλόηεηα 

        θαη πεξίνδν      
 

 
. H δύλακε F απνξξέεη από ην δπλακηθό: 

  
 

 
             

Γηα ηνλ θβαληηθό αξκνληθό ηαιαλησηή ρξεζηκνπνηείηαη ε εμίζσζε 

Schrödinger, αληί ηεο εμίζσζεο ηνπ Νεύησλα   

    
  

  
                       

όπνπ m ε κάδα ηνπ ζσκαηηδίνπ. 

Αλ ζεσξεζεί   
 

 
    

 

 
      ε εμίζσζε παίξλεη ηε κνξθή : 
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 Ζ Υακηιηoληαλή  ηνπ ζσκαηηδίνπ είλαη: 

   
   

  
 

 

 
                    

όπνπ      ν ηειεζηήο ζέζεο θαη    ν ηειεζηήο νξκήο : 

     
 

  
          

O πξώηνο όξνο ηεο εμίζσζεο (5) αληηπξνζσπεύεη ηελ θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ 

ζσκαηηδίνπ. Ο δεύηεξνο αληηπξνζσπεύεη ηελ δπλακηθή ελέξγεηα. Γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ησλ ελεξγεηαθώλ ζηαζκώλ θαη ησλ αληίζηνηρσλ ηδηνθαηαζηάζεσλ απαηηείηαη ε 

επίιπζε ηεο ρξνλναλεμάξηεηεο εμίζσζεο Schrödinger 

                    (7) 

Ζ ιύζεηο πξνθύπηνπλ σο εμήο  

       
 

    
 

  

  
 
   

   
    

        
  

 
                                                            

(8) 

Όπνπ    είλαη ηα πνιπώλπκα  Hermite: 

        
   

     

   
     

            

H ελέξγεηα ζε θάζε ελεξγεηαθή ζηάζκε δίλεηαη από: 

         
 

 
           

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο απινπνηνύληαη, αλ ρξεζηκνπνηεζεί ε αδηάζηαηε 

κνξθή ηνπο  κε        , νπόηε πξνθύπηεη: 

   
 

 

  

   
 

 

 
             

Καη γηα ηηο ηδηνθαηαζηάζεηο θαη ηδηνελέξγεηεο : 
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΢ρήκα 2.1: ΢ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ησλ ππθλνηήησλ πηζαλόηεηαο γηα n=1, 10, 20, 30, 40, 50. 

 

 

Αλ ζπκβνιηζηνύλ νη ηδηνθαηαζηάζεηο ηνπ ηαιαλησηή σο       , κε n=0 ε 

ζεκειηώδεο θαηάζηαζε, n=1 ε πξώηε δηεγεξκέλε θ.ν.θ., ηόηε νξίδνληαη νη ηειεζηέο 

δεκηνπξγίαο θαη θαηαζηξνθήο ηνπ Paul Dirac σο: 

   
  

  
    

 

  
                                

     
  

  
    

 

  
                         

ή   ζε αδηάζηαηε κνξθή :    
  

 
                      

 

 
          

θαη έρνπλ ηελ εμήο δξάζε πάλσ ζηηο ηδηνθαηαζηάζεηο: 

10 5 5 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

ψ 0 2

10 5 5 10

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

ψ 10 2

10 5 5 10

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

ψ 20 2

10 5 5 10

0.05

0.10

0.15

0.20

ψ 30 2

10 5 5 10

0.05

0.10

0.15

0.20

ψ 40 2

10 5 5 10

0.05

0.10

0.15

0.20

ψ 50 2
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Οξίδεηαη επίζεο ν ηειεζηήο       , κε ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο: 

                                 

Οπόηε ε Υακηιηόληαλε κπνξεί λα εθθξαζηεί κέζσ ηνπ Ν σο: 

     
 

 
             

Από ηνλ παξαπάλσ ηύπν πξνθύπηεη γηα ηηο ηδηνελέξγεηεο 

     
 

 
           (18.β) 

Αλ εθαξκνζηεί επαλεηιεκκέλσο ε  (18.α), κε ζεκείν εθθίλεζεο ηελ ζεκειηώδε 

θαηάζηαζε, πξνθύπηεη 

        
 

   
                      

πνπ γξάθεηαη ζηελ αλαπαξάζηαζε ζέζεο σο 

      
 

   
                     

κε  

           
 

      
  

  

ε ζεκειηώδεο θαηάζηαζε ζε αδηάζηαηε κνξθή, όπνπ γηα λα πξνθύςεη ε ζπγθεθξηκέλε 

κνξθή, ιήθζεθε ππόςε όηη ε δξάζε ηνπ ηειεζηή α ζα πξέπεη λα εθκεδελίδεη ηελ 

ηδηνθαηάζηαζε, αθνύ ε ζεκειηώδεο είλαη ε ρακειόηεξε    (                  ).  

Μέζσ ησλ ηειεζηώλ δεκηνπξγίαο θαη θαηαζηξνθήο κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ θαη ηα 

κεγέζε ζέζε (x) θαη νξκή (p) 

  
    

  
          

    

  
            

 

 

2.2 Αβεβαιότητα του αρμονικού ταλαντωτή 

Ζ ρακειόηεξε ελεξγεηαθή ζηάζκε ηνπ θβαληηθνύ αξκνληθνύ ηαιαλησηή είλαη 

   
 

 
   θαη όρη 0 όπσο ζηνλ θιαζηθό αξκνληθό ηαιαλησηή. Απηό ζπκβαίλεη γηαηί 

ζηε Υακηιηνληαλή ηνπ, ππάξρνπλ νη δύν όξνη ηεο θηλεηηθήο θαη ηε κεραληθήο 
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ελέξγεηαο πνπ δείρζεθαλ παξαπάλσ. Σν ζσκαηίδην, ινηπόλ, έρεη θηλεηηθή ελέξγεηα 

ζηελ γεηηνληά ηνπ x=0, εθεί δειαδή πνπ ε δπλακηθή ελέξγεηα ηείλεη ζην κεδέλ. Ζ 

αξρή αβεβαηόηεηαο ηνπ Heisenberg (       
 

 
 ), ζε απηή ηελ πεξίπησζε, 

ππνδεηθλύεη όηη ε αβεβαηόηεηα ηεο νξκήο απμάλεηαη, νπόηε θαη ε νιηθή ελέξγεηα 

απμάλεηαη κέρξη έλα ζεκείν.  

Παξαθάησ θαηαζθεπάδνληαη νη θαηαζηάζεηο ηνπ θβαληηθνύ αξκνληθνύ ηαιαλησηή, 

ιακβάλνληαο ππόςε ηελ αξρή ηεο αβεβαηόηεηαο. Οη αβεβαηόηεηεο ζέζεο θαη νξκήο 

έρνπλ σο εμήο:  

                                                                                          

                
 

   
                                                                             

Οη ηειεζηέο    θαη       αιιειναλαηξνύληαη θαη  εηζάγνληαο ζηελ (22)   θαη ηνλ 

ηειεζηή Ν γξάθεηαη 

      
 

   
              

 

   
    

 

 
               

      
 

 
                                                                         

Όπνπ    ην ραξαθηεξηζηηθό πιάηνο ηνπ αξκνληθνύ ηαιαλησηή     
 

  
   θαη 

          

H αβεβαηόηεηα ηεο ζέζεο δίλεηαη ηειηθά από  

                  
     

 

 
                                         

Οκνίσο ππνινγίδεηαη ε αβεβαηόηεηα ηεο νξκήο σο 

                                                                                                

                 
   

 
                           

  

  
     

 

 
                 

(27) 

Καη ηειηθά  

                
  

  
     

 

 
            

Με πνιιαπιαζηαζκό ησλ ζρέζεσλ (25) θαη (28) ιακβάλεηαη ην απνηέιεζκα 
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θαη κε πνιιαπιαζηαζκό ησλ (24) θαη (27) ε ζρέζε ηεο αβεβαηόηεηαο κπνξεί λα 

γξαθεί θαη: 

           
  

 
          

Ζ ηζόηεηα ηζρύεη γηα ηε ζεκειηώδε θαηάζηαζε. Ζ θπκαηνζπλάξηεζε ηεο ζεκειηώδνπο 

θαηάζηαζεο κπνξεί λα γξαθεί ζαλ ζπλάξηεζε ηνπ πιάηνπο    θαη ε έθθξαζή ηεο 

είλαη 

      
 

      

     
  

   
 
          

δειαδή έλα Γθανπζηαλό θπκαηνπαθέην κε ηππηθή απόθιηζε   . 

Τπνινγίδνληαο ηώξα ηε κέζε ηηκή ηεο ελέξγεηαο ηζρύεη: 

      
    

  
 

   

 
     

    

  
 

   

 

  

 

 

      
         

Ζ ειάρηζηε ηηκή ηνπ κεγέζνπο      είλαη  
   

 
 , ηηκή πνπ αλ αληηθαηαζηαζεί ζηελ (31) 

ιακβάλεηαη ε ειάρηζηε ηηκή γηα ηελ ελέξγεηα σο 

  
 

  
 
   

 
 

     

 
 

 

   
 

  

 
         

Γειαδή  

   
  

 
         

 Σν ζπκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη είλαη όηη ε κέζε ηηκή ηεο  ελέξγεηα πνπ κπνξεί 

λα έρεη έλα θπζηθό ζύζηεκα είλαη κεγαιύηεξε ή ίζε ηεο  ελέξγεηα ηεο ζεκειηώδνπο 

θαηάζηαζεο. 

 

 

2.3 Σύγκριση με τον κλασικό αρμονικό ταλαντωτή 

Ο θιαζηθόο αξκνληθόο ηαιαλησηήο έρεη εμίζσζε θίλεζεο  

                              

H νιηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη ζηαζεξή θαη δίλεηαη από 
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όπνπ σ είλαη ε γσληαθή ζπρλόηεηα θαη    ην αξρηθό πιάηνο. Γηα ηε ζύγθξηζε κε ηνλ 

θβαληηθό αξκνληθό ηαιαλησηή νξίδνπκε ηελ ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ηνπ ηαιαλησηή 

σο ζπλάξηεζε ηνπ x: 

             
  

 
              

κε dt ην ρξόλν πνπ ν ηαιαλησηήο βξίζθεηαη ζην ζηνηρεηώδεο dx, θαη Σ= 2π/σ ν 

ρξόλνο κηαο πεξηόδνπ. Με δηαθόξηζε ηεο (34) θαη αληηθαηάζηαζε ζηελ (36) έρνπκε 

ηειηθά:   

                    
 

  
 

 

                 

 Με εμίζσζε ησλ (35) θαη (14), δειαδή ησλ εθθξάζεσλ γηα ηελ ελέξγεηα ηνπ 

θιαζηθνύ θαη θβαληνκεραληθνύ ζπζηήκαηνο αληίζηνηρα, εθθξάδεηαη ε ζρέζε κεηαμύ 

ηνπ αξρηθνύ πιάηνπο     θαη ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ πιάηνπο  : 

    
       

  
                        

Από ηε ζύγθξηζε ησλ δύν εθθξάζεσλ ηνπ ηαιαλησηή εμάγεηαη ην απνηέιεζκα όηη γηα 

ρακειέο ελέξγεηεο θαη ηδηνθαηαζηάζεηο ηα δύν ζπζηήκαηα δηαθέξνπλ εκθαλώο. Όκσο 

γηα ηδηνθαηαζηάζεηο κε πνιύ κεγάιν n νη ππθλόηεηεο πηζαλόηεηαο κνηάδνπλ αξθεηά. 

Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη ε ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ηνπ θβαληηθνύ ηαιαλησηή γηα 

n=50 θαη ηνπ θιαζηθνύ ζε ζπλάξηεζε κε ην x. Οη δύν ζπλαξηήζεηο έρνπλ παξόκνηα 

ζπκπεξηθνξά.  

 

 

΢ρήκα 2.2: Ζ θόθθηλε γξακκή ζπκβνιίδεη ηελ ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ηνπ θιαζηθνύ αξκνληθνύ ηαιαλησηή θαη ε 

κπιε ηνπ θβαληηθνύ γηα n=50. 

10 5 5 10

0.05

0.10

0.15
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2.3 Έκφραση μέσω πινάκων 

Οη ηδηνζπλαξηήζεηο ηνπ θβαληηθνύ ηαιαλησηή κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ κέζσ 

πηλάθσλ. Απνηεινύλ  έλα πιήξεο νξζνθαλνληθό ζύζηεκα ζην ρώξν Hilbert. Αλ 

ζπκβνιηζηεί θάζε ηδηνζπλάξηεζε κόλν κε ην αληίζηνηρν γξάκκα n ιακβάλνληαη ηα 

παξαθάησ δηαλύζκαηα 

    
 
 
 
                  

 
 
 
                    

 

 
 

 
 
 
 
  

 
 

                    

Σα δηαλύζκαηα {      } απνηεινύλ θαη απηά έλα πιήξεο νξζνθαλνληθό ζύζηεκα, ην 

ρώξν Fock. Οη ηειεζηέο δεκηνπξγίαο θαη θαηαζηξνθήο ζε απηό ην ρώξν επηηξέπνπλ 

ηελ θαηαζθεπή νπνηαζδήπνηε θαηάζηαζεο από ηελ ζεκειηώδε. 

Οη πνην ζεκαληηθέο ζρέζεηο είλαη νη: 

                         

        
 

   
                                   

                                          

                                                   

                                            

              
 

 
              

 

 
                       

 

 

2.4 Σύμφωνες καταστάσεις  

Οη ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο, ή θαηαζηάζεηο Clauber, είλαη έλα πνιύ ζεκαληηθό 

θνκκάηη ηεο θβαληηθήο  νπηηθήο θαη εηδηθά ηεο θπζηθήο ησλ ιέηδεξ. ΢ηνλ Roy J. 

Clauber ην 2005 απνλεκήζεθε ην βξαβείν Νόκπει γηα ηελ ζπκβνιή ηνπ ζηελ 

θβαληηθή ζεσξία ηεο νπηηθήο ζπκθσλίαο. Παξαθάησ δίλεηαη κηα ζπλνπηηθή 

πεξηγξαθή ησλ ζύκθσλσλ θαηαζηάζεσλ ησλ δεζκώλ ιέηδεξ.  
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 Ζ θαηάζηαζε πνπ πεξηγξάθεη κηα δέζκε ιέηδεξ έρεη απξνζδηόξηζην αξηζκό 

θσηνλίσλ, αιιά πνιύ θαιά εληνπηζκέλε θάζε ζε αληίζεζε κε κηα θαηάζηαζε από 

απόιπηα νξηζκέλν αξηζκό ζσκαηηδίσλ, πνπ έρνπλ όκσο απξνζδηόξηζηε θάζε. 

ΟΡΗ΢ΜΟ΢  : Μηα ζύκθσλε θαηάζηαζε          ή θαηάζηαζε Clauber, νξίδεηαη 

σο ηδηνθαηάζηαζε ηνπ ηειεζηή πιάηνπο, δειαδή ηνπ ηειεζηή  α, κε ηδηνηηκέο  ∈    

                                                          

Δίλαη νη θαηαζηάζεηο πνπ βξίζθνληαη πην θνληά ζην θιαζηθό όξην από όιεο ηηο 

ππόινηπεο. Ο ηειεζηήο   δελ είλαη εξκηηηαλόο θαη νη ηδηνηηκέο ηνπ    δελ είλαη 

απαξαίηεηα πξαγκαηηθνί αξηζκνί.  

Θεώξεκα:  α) Οη ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο δελ έρνπλ θαζνξηζκέλε ελέξγεηα. Ζ 

κέζε ελέξγεηα θαη ε αβεβαηόηεηα ελέξγεηαο ηνπ ηαιαλησηή ζε κηα ζύκθσλε 

θαηάζηαζε        είλαη ίζε κε1: 

         
 

 
               

β) Με όληαο ηδηνθαηαζηάζεηο ηεο ελέξγεηαο, νη ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο ζα 

γξάθνληαη σο κηα επαιιειία ηέηνησλ ηδηνθαηαζηάζεσλ. ΢πγθεθξηκέλα:   

         
    

   
  

   

∞

   

          

Οη θαηαζηάζεηο        θαη        είλαη θαλνληθνπνηεκέλεο. 

γ)΢ηελ αλαπαξάζηαζε ζέζεο νη ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο κε Ηmα=0, 

πεξηγξάθνληαη από ηηο θπκαηνζπλαξηήζεηο 

            
 

      
       

 

   

Απόδεημε: α)                  
 

 
                

 

 
     

 

 
   

Ζ αβεβαηόηεηα ηεο ελέξγεηαο ππνινγίδεηαη σο:  

                 

κε 

               
 

 
 

 

                        
 

 
    

                         
 

 
 

Μηα ρξήζηκε παξαηήξεζε γηα ηελ εθηέιεζε ηέηνησλ ππνινγηζκώλ απνξξέεη 

από ηε ζρέζε ζπδπγίαο 

                                         

                                                             

1 Ιςχφει 
  

 
 

 

 
 για        
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ε νπνία ππνδεηθλύεη όηη ην ζπδπγέο δηάλπζκα        είλαη ηδηνδηάλπζκα ηνπ 

ζπδπγνύο ηειεζηή     κε ηδηνηηκή   , δειαδή ηε ζπδπγή ηεο αξρηθήο. Οπόηε κπνξεί 

λα γξαθεί ε παξαθάησ ζρέζε 

                           

Καη  

                            

                                         

 

Γηα ην κέγεζνο      ε ζρέζε έρεη σο εμήο κεηά ηα πξνεγνύκελα: 

                
 

 
 

Καη άξα  

                           
 

 
       

 

 
 

 

      

          

β) Έζησ                        

όπνπ       ζπληειεζηέο πξνζδηνξίδνληαη παξαθάησ: 

από ηελ (45) πξνθύπηεη όηη:  

              

 

           

 

               

 

              

 

                 

 

   

Καη ηειηθά ε αλαδξνκηθή ζρέζε πνπ δίλεη ηνπ ζπληειεζηέο είλαη 

     
 

    
         

  

   
    

H ζπλζήθε θαλνληθνπνίεζεο δίλεη ην     

      
 

∞

   

   
     

  

∞
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∞

   

 

γ) ΢ηελ αλαπαξάζηαζε ζέζεο ε εμίζσζε ηδηνηηκώλ ησλ ζύκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ                   παίξλεη ηε κνξθή 

 

  
    

 

  
              

Οη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή είλαη γηα Imα=0 

      
    

         
  

 
       

 

             
 
   

Καη γηα         , ηπραίν κηγαδηθό αξηζκό  

       
 

  
    

        
 

 
        

 

΢πκπεξαζκαηηθά, ε ηδηνηηκή α πνπ ραξαθηεξίδεη ηηο ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο 

είλαη ην θβαληηθό αλάινγν ηνπ θιαζηθνύ πιάηνπο. Σα δύν κεγέζε ζπλδένληαη κε ην 

ζρέζε      , κε Α λα ζπκβνιίδεη ην πιάηνο ηεο θιαζηθήο ηαιάλησζεο. Δπίζεο 

θαζώο ην α ηείλεη ζην άπεηξν, δειαδή ζην όξην ησλ κεγάισλ πιαηώλ, ε αβεβαηόηεηα 

ηεο ελέξγεηαο κεηώλεηαη πάξα πνιύ θαη νη θβαληηθέο θαηαζηάζεηο θαζνξηζκέλνπ 

πιάηνπο, δειαδή νη ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο, γίλνληαη θαη θαζνξηζκέλεο ελέξγεηαο, 

απνθηνύλ δειαδή θιαζηθή ζπκπεξηθνξά.  

Ζ πηζαλόηεηεο εκθάληζεο ησλ δηαθόξσλ ηδηνθαηαζηάζεσλ δίλνληαη από ηνλ 

ηύπν 

      
           

  
 

Με ππνινγηζκνύο εύθνια πξνθύπηεη όηη γηα κεγάια α,     4, ε πηζαλόηεξε 

ηηκή ηνπ n ζπλδέεηαη κε ην α κέζσ ηεο ζρέζεο 
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΢ρήκα 2.1: Αλαπαξάζηαζε ηνπ ζύκθσλεο θαηάζηαζεο ηνπ θβαληηθνύ αξκνληθνύ ηαιαλησηή  γηα t = 0 

θαη α = 1 + i. 

 

 

΢ην εκηθιαζηθό όξην ησλ ζρεηηθά κεγάισλ α ε κνξθή ησλ ζύκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ πεξηγξάθεηαη έλαλ ηαιαλησηή πνπ έρεη εθηνπηζηεί από ηε ζέζε 

ηζνξξνπίαο ηνπ x=0 θαη βξίζθεηαη ζηε κέζε ζέζε           ελώ ε κέζε νξκή 

ηνπ είλαη κεδέλ θαη θπζηθά θαη ε κέζε αξρηθή ηνπ ηαρύηεηα. Ζ ρξνληθή εμέιημε ηεο 

θπκαηνζπλάξηεζεο δηαηεξεί ηνλ Γθανπζηαλό ραξαθηήξα κε ην θέληξν λα 

ηαιαληώλεηαη πεξηνδηθά, όπσο ζην αληίζηνηρν θιαζηθό πξόβιεκα.  Γηα κεγάια α ε 

ρξνληθή εμέιημε ζα δηαηεξεί ην ραξαθηήξα κηαο ζύκθσλεο θαηάζηαζεο. Σν αθόινπζν 

ζεώξεκα επηβεβαηώλεη ηα παξαπάλσ: 

ΘΔΩΡΖΜΑ: Ζ ρξνληθά εμειηγκέλε κνξθή κηαο ζύκθσλεο θαηάζηαζεο l α > 

είλαη πάιη κηα ζύκθσλε θαηάζηαζε            κε κηγαδηθό πιάηνο α(t) ίζν κε  

            

Απόδεημε: ζα είλαη  

                                           

         
    

   
  

   
            

    

    
  

   
             

  

∞

   

∞

   

  

   
    

    
  

   
       

 
 
         

  

∞

   

 

  
    

    
  
   

        

   
        

  

∞

   

 

H ζηαζεξή θάζε      σο πξνο x κπνξεί λα αγλνεζεί θαη ηόηε ην απνηέιεζκα 

γξάθεηαη σο 
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∞

   

                  

Με κηγαδηθό πιάηνο α (=                    ε ρξνληθά εμειηγκέλε 

θπκαηνζπλάξηεζε, ζε αληηζηνηρία κε ηελ ρξνλναλεμάξηεηε,  πεξηγξάθεηαη από ηελ 

έθθξαζε 

         
 

  
    

            
 

 
             

 

πνπ αληηζηνηρεί ζε κηα ηαιαληεπόκελε Γθανπζηαλή θακπάλα κε ζηηγκηαίν 

θέληξν ζην               θαη ζηηγκηαία κέζε νξκή             , 

απνηειέζκαηα πνπ είλαη ζε ζπκθσλία κε ηα θιαζηθά.  

 

 

 
΢ρήκα 2.2: ΢ρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο ζύκθσλεο θαηάζηαζεο γηα α = 1 + i κεηά από ρξόλν t = 1,5 θαη t = 3,50. 

Σν πιάηνο παξακέλεη ζηαζεξό. Ζ θάζε ζπκβνιίδεηαη ρξσκαηηθά.  
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Κεφάλαιο 3 

 

Σύμφωνες Καταστάσεις του ατόμου  του  Υδρογόνου 

 

3.1 Σύμφωνες καταστάσεις 

Από ην  πξνεγνύκελν  αηώλα ε θπζηθή ρξεζηκνπνηεί δύν ηξόπνπο κειέηεο θαη 

πεξηγξαθήο ηνπ θπζηθνύ θόζκνπ. Ο πξώηνο είλαη κέζσ ηεο Κιαζηθήο Φπζηθήο, όπνπ 

κειεηώληαη θαη δηαηππώλνληαη νη  θηλήζεηο θαη νη ζπκπεξηθνξέο ησλ αληηθεηκέλσλ 

ζην καθξόθνζκν.  Σέηνηα αληηθείκελα είλαη νη ηξνρνί, νη ηξνραιίεο, νη πιαλήηεο θαη 

νη γαιαμίεο. Ζ Κιαζηθή Φπζηθή κειεηά θαηλόκελα όπσο ε θξνύζε κεηαμύ 

αληηθεηκέλσλ ηνπ καθξόθνζκνπ, ε ηξνρηά ελόο δνξπθόξνπ γύξσ από ηε γε, ε 

ηζνξξνπία ελόο ζώκαηνο, θαη εμεηάδεη ηε ζρέζε δξάζεο-αληίδξαζεο ζε απηά, ή νπνία 

είλαη ζπλήζσο απόιπηα νξηζκέλε θαη νδεγεί ζε αθξηβή απνηειέζκαηα. Ο δεύηεξνο 

είλαη κέζσ ηεο Κβαληηθήο Φπζηθήο, όπνπ κειεηάηαη ν κηθξόθνζκνο,  ηα  κόξηα, ηα 

άηνκα θαη ηα ζηνηρεηώδε ζσκαηίδηα. Ζ Κβαληηθή Φπζηθή πεξηγξάθεη ηε ζπκπεξηθνξά 

ησλ ζσκαηηδίσλ κέζσ λόκσλ θαη ζρέζεσλ πνπ ζηεξίδνληαη ζηηο πηζαλόηεηεο. Σα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ δίλνπλ απάληεζε ζην εξώηεκα ηνπ πόζν πηζαλό είλαη 

έλα ελδερόκελν λα ζπκβεί. Γηαηππώλεη ηνπο λόκνπο πνπ δηέπνπλ ηε κεηάβαζε  ησλ 

ζσκαηηδίσλ ζε ρακειόηεξε ή πςειόηεξε ελέξγεηα θαη ηελ πηζαλόηεηα εύξεζήο  ηνπο 

ζε  επίπεδα ελέξγεηαο  δηαθνξεηηθά από απηά πνπ κειεηά  Κιαζηθή θπζηθή δελ 

κπνξεί λα . Από πνιύ λσξίο είρε δηαηππσζεί όηη, νη λόκνη ηεο Κβαληηθή Φπζηθήο, ζα 

έπξεπε λα κπνξνύλ ππό ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο (π.ρ. κεγάινπο θβαληηθνύο 

αξηζκνύο), λα πεξηγξάςνπλ θαη  θιαζηθά θαηλόκελα. Άιισζηε πεξηγξάθνπλ ηηο 

ηδηόηεηεο ησλ ζπζηαηηθώλ ζηνηρείσλ ησλ ζσκάησλ ηνπ καθξόθνζκνπ. Έηζη, ζα 

έπξεπε ζην όξηα ησλ κεγάισλ θβαληηθώλ αξηζκώλ λα ζπκθσλνύλ κε ηα απνηειέζκαηα 

ηεο θιαζηθήο θπζηθήο (Αξρή ηεο Αληηζηνηρίαο). Ζ αλάπηπμε ηεο ηερλνινγίαο ζπληέιεζε 

ζηελ όιν θαη ιεπηνκεξέζηεξε παξαηήξεζε ηνπ κηθξόθνζκνπ, γεγνλόο πνπ ώζεζε ηε 

κειέηε θαη έβαιε ηα ζεκέιηα γηα ηελ έλσζε ησλ δύν ζεσξηώλ. 

Ο πξώηνο επηζηήκνλαο πνπ επίζεκα θαηαπηάζηεθε κε ηελ απόδεημε ηεο Αξρήο 

ηεο Αληηζηνηρίαο ήηαλ ν Erwin Schrödinger. Σν 1926 ζηε δεκνζίεπζή ηνπ δηαηύπσζε 
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ζηηο ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ θβαληηθνύ αξκνληθνύ ηαιαλησηή, Γθανπζηαλά 

θπκαηνπαθέηα ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε Schrödinger 

θαη έρνπλ κέγηζηε ζπκθσλία θαη θιαζηθή ζπκπεξηθνξά. Οη θαηαζηάζεηο απηέο έρνπλ 

ζρεηηθή δηαζπνξά (ηππηθή απόθιηζε πξνο κέζε ηηκή), ίζε θαη κηθξή, ζε πςειέο 

ελέξγεηα, γηα ηα δηαλύζκαηα  ζέζεο θαη  νξκήο. Δπίζεο, ελώ ε αλακελόκελε ηηκή ησλ 

εμηζώζεσλ θίλεζεο Heisenberg
1
 είλαη κεδέλ γηα όιεο ηηο ελέξγεηεο, ζε κηα ζύκθσλε 

θαηάζηαζε  νη αλακελόκελεο ηηκέο ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο είλαη αθξηβώο νη θιαζηθέο 

εμηζώζεηο θίλεζεο θαη έρνπλ κηθξή δηαζπνξά ζε κεγάιεο ελέξγεηεο. Ο 

θβαληνκεραληθόο γξακκηθόο αξκνληθόο ηαιαλησηήο θαη νη ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο 

ηνπ κπνξνύλ λα επεθηαζνύλ, θαη έρνπλ επεθηαζεί, ζε πνιιά θπζηθά ζπζηήκαηα όπσο 

ζηε θβαληηθή νπηηθή θαη ζπζηήκαηα πνπ κειεηνύλ κπνδόληα. Σα θπκαηνπαθέηα 

ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο κειεηήζεθαλ από ηνλ Roy J.Glauber  ην 1963 ν νπνίνο 

βαζηζκέλνο ζηηο αξρέο ηνπ  Schrodinger   δηαηύπσζε ηελ ζεσξία ησλ ζύκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ ζην ειεθηξνκαγλεηηθό πεδίν. 

Ζ πξνζπάζεηα ηνπ Schrodinger λα επεθηείλεη ηελ ζεσξία ηνπ ν ίδηνο θαη ζην 

ζε πην πνιύπινθα ζπζηήκαηα δελ ήηαλ θαη ηόζν επηηπρήο ιόγν ‘’ππνινγηζηηθώλ 

πξνβιεκάησλ’’, όπσο ν ίδηνο αλαθέξεη. Γηα πνιιά ρξόληα ε κειέηε ησλ θαηαζηάζεσλ 

ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο έκεηλε ζην παξαζθήλην. Σειηθά ε αλάπηπμε ηεο ηερλνινγίαο 

θαζηζηνύζε πιένλ δπλαηή ηελ εθηελέζηεξε κειέηε παιαηόηεξσλ  εξσηεκάησλ πάλσ 

ζηε θβαληηθή ζεσξία.  

΢ηα κέζα ηεο δεθαεηίαο ηνπ νγδόληα ην ελδηαθέξνλ γηα ην θιαζηθό όξην ηεο 

θβαληηθήο ζεσξίαο έγηλε έληνλν. Έλαο από ηνπο βαζηθνύο ιόγνπο  πνπ ώζεζαλ ζε 

απηό ην ελδηαθέξνλ ήηαλ ε αλαθάιπςε ησλ Parker  θαη Stroud
2
 όηη όηαλ έλα άηνκν 

αιιειεπηδξά κε παικνύο ιέηδεξ ηεο ηάμεο ησλ picoseconds ή femtoseconds, ε ηειηθή 

θαηάζηαζε είλαη κηα ζύκθσλε ππέξζεζε Rydberg
3
 θαηαζηάζεσλ. Rydberg άηνκα 

νλνκάδνληαη ηα πςειά δηεγεξκέλα άηνκα πνπ έρνπλ κεγάινπο θπξίνπο θβαληηθνύο 

αξηζκνύο. Αληηζηνίρσο νη πνιύ πςειέο ελεξγεηαθέο ζηάζκεο νλνκάδνληαη Rydberg 

θαηαζηάζεηο. Δμαηηίαο ηεο κεγάιεο απόζηαζεο ησλ ή ηνπ  ειεθηξνλίνπ ζζέλνπο από 

ηνλ ππξήλα παξνπζηάδνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηεο, όπσο ην όηη έρνπλ ρακειή 

ελέξγεηα ζύλδεζεο, δηαηαξάζζνληαη θαη ηνλίδνληαη εύθνια από εμσηεξηθά ειεθηξηθά 

θαη καγλεηηθά πεδία, θαη ηα εμσηεξηθά ειεθηξόληα αληηκεησπίδνπλ ειεθηξηθό 

δπλακηθό παξόκνην κε εθείλν ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ. Σα άηνκα Rydberg είλαη 

ηδαληθά γηα ηε κειέηε ηνπ εκηθιαζηθνύ νξίνπ θαζώο, ην κέγεζόο ηνπο κπνξεί λα 

θηάζεη ην κέγεζνο ελόο κηθξνηζίπ. Σν άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ  δηεγεξκέλν ζηνλ θύξην 

θβαληηθό αξηζκό n=100 θηάλεη ζε κέγεζνο ηελ ηάμε ηνπ ελόο κηθξνκέηξνπ. 

Ζ ππέξζεζε Rydberg θαηαζηάζεσλ απνηειεί έλα θπκαηνπαθέην  πνπ γηα 

κεξηθέο πεξηόδνπο Kepler έρεη ζηνηρεία θιαζηθήο ηξνρηάο ειεθηξνλίνπ γύξσ από ηνλ 

ππξήλα. Μεηά από κεξηθέο πιήξεηο ηξνρηέο  ράλεη ηνλ θιαζηθό ραξαθηήξα ηνπ, αιιά 

ηνλ απνθηά μαλά  κεηά από ζπγθεθξηκέλνπο ρξόλνπο γλσζηνί σο ρξόλνη αλαγέλλεζεο 

                                                             
1
 Ο Βέρνερ Χάιδενμπεργκ (Werner Heisenberg, Βύξηζκπνπξγθ 5 Γεθεκβξίνπ 1901 – Μόλαρν 1 Φεβξνπαξίνπ 1976), 

Γεξκαλόο θπζηθόο, ηηκήζεθε κε ην Βξαβείν Νόκπει Φπζηθήο ηνπ 1932. 
2
 J. Parker και C.R. Stroud, Jr., Phys. Rev. Lett. 56, 716 (1986). 

3 Johannes Robert Rydberg, ΢νπεδόο θπζηθόο (1854-1916) 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%92%CF%8D%CF%81%CF%84%CF%83%CE%BC%CF%80%CE%BF%CF%85%CF%81%CE%B3%CE%BA
http://el.wikipedia.org/wiki/5_%CE%94%CE%B5%CE%BA%CE%B5%CE%BC%CE%B2%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/1901
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9C%CF%8C%CE%BD%CE%B1%CF%87%CE%BF
http://el.wikipedia.org/wiki/1_%CE%A6%CE%B5%CE%B2%CF%81%CE%BF%CF%85%CE%B1%CF%81%CE%AF%CE%BF%CF%85
http://el.wikipedia.org/wiki/1976
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A6%CF%85%CF%83%CE%B9%CE%BA%CE%AE
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%92%CF%81%CE%B1%CE%B2%CE%B5%CE%AF%CE%B1_%CE%9D%CF%8C%CE%BC%CF%80%CE%B5%CE%BB_%CE%A6%CF%85%CF%83%CE%B9%CE%BA%CE%AE%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/1932
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(revival times). Σν ζεκαληηθόηεξν απνηέιεζκα απηήο ηεο αλαθάιπςεο ήηαλ όηη ε 

πιεηνςεθία ησλ αιιειεπηδξάζεσλ ηέηνησλ παικώλ ιέηδεξ  κε ηελ ύιε πξνθαιεί ηελ 

παξαγσγή θπκαηνπαθέησλ ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο.  

΢ηελ αηνκηθή θπζηθή ε ζύκθσλε αθηηλνβνιία ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ κειέηε 

βαζηθώλ ζεκάησλ ηεο θβαληηθήο θπζηθήο. Σν θαηλόκελα πνπ πξνθαινύληαη από ηελ 

αιιειεπίδξαζε δεζκώλ ιέηδεξ θαη αηόκσλ θαη ν ζπλδπαζκόο  ειεθηξνκαγλεηηθώλ 

πεδίσλ ρακειώλ ζπρλνηήησλ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα θέξνπλ άηνκα ζε επηζπκεηέο 

θαηαζηάζεηο, θαηάιιειεο γηα ηελ κειέηε ζπγθεθξηκέλσλ θαηλνκέλσλ. Γηα 

παξάδεηγκα, έλα άηνκν αιθαιίνπ ζε θαηάζηαζε Rydberg  είλαη ην θαηάιιειν γηα 

πεηξάκαηα αλαζηνιήο απζόξκεηεο εθπνκπήο. Έλα θπκαηνπαθέην Rydberg
1
  κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε κειέηε ησλ αξρώλ θαηά ησλ νπνίσλ έλα αληίζηνηρν 

θιαζηθό ζύζηεκα είλαη ρανηηθό. Δπίζεο είλαη θαηάιιειν γηα ηε κειέηε ζπζηεκάησλ 

πνπ κειεηνύλ  ην ζπλδεηηθά θξίθν κεηαμύ ηεο θιαζηθήο θαη ηελ θβαληηθήο θπζηθήο, 

πεηξάκαηα όπσο απηό κε ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ όπνπ κεηά από εθαξκνγή ηεο 

δέζκεο παξαηεξείηαη θπκαηνπαθέην ην νπνίν θηλείηαη ζε θπθιηθή ηξνρηά γύξν από 

ηνλ ππξήλα, ζε ζπκθσλία κε ην θιαζηθό πιαλεηηθό πξόηππν.  

Ζ ύπαξμε ζύκθσλσλ θαηαζηάζεσλ ζην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ, αληίζηνηρσλ κε 

απηώλ ηνπ αξκνληθνύ ηαιαλησηή, έρεη απνξξηθζεί από ηνλ ίδην ηνλ Schrodinger.  Ζ 

ελέξγεηα ζην άηνκν δελ είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ θβαληηθνύ αξηζκνύ n. Απηό 

όκσο πνπ δελ έρεη απνξξηθζεί είλαη ε ύπαξμε θαηαζηάζεσλ πνπ είλαη θνληά ζην 

θιαζηθό πξόηππν, έζησ γηα πεξηνξηζκέλν ρξνληθό δηάζηεκα. Ζ παξαηήξεζε θαη ε 

κειέηε ηνπο απαηηεί ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο θαη παξακέηξνπο ε νπνίεο ζα 

αλαιπζνύλ παξαθάησ.  Οη θαηαζηάζεηο απηέο κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ ζύκθσλεο αλ 

ιάβνπκε ππόςε, όηη έρνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά απηώλ ηνπ αξκνληθνύ ηαιαλησηή, αιιά 

γηα πνιύ κηθξό ρξνληθό δηάζηεκα, ιόγνπ ηνπ δπλακηθνύ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Μηα από ηηο ζύγρξνλεο πξνζπάζεηεο θαηαζθεπήο εκηθιαζηθώλ θαηαζηάζεσλ 

ηνπ πδξνγόλνπ έγηλε από ηνλ Brown
2
. Παξνπζίαζε έλα θπκαηνπαθέην θπθιηθήο 

ηξνρηάο. Σν θπκαηνπαθέην απηό είλαη κηα ζύκθσλε ππέξζεζε γθανπζηαλώλ 

θαηαζηάζεσλ ηνπ πδξνγόλνπ, ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο πνπ εθηειεί θπθιηθή ηξνρηά.  

Οη θαηαζηάζεηο πνπ ρξεζηκνπνηεί  ζηελ ππέξζεζε είλαη όιεο θπθιηθέο, δειαδή ηζρύεη 

l=m=n-1. Ζ πεξίνδνο θαη ην κέγεζνο ηεο θπθιηθήο ηξνρηάο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ ηνπ 

Brνwn είλαη ίδηεο κε απηέο πνπ έρεη έλα θιαζηθό κνληέιν ειεθηξνλίνπ, ίδηαο 

ελέξγεηαο, πνπ θηλείηαη γύξσ από ηνλ ππξήλα, ζεσξώληαο όηη ην ειεθηξόλην 

βξίζθεηαη ζην θέληξν κάδαο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. Ο Brown πξνέβιεςε όηη ην 

θπκαηνπαθέην απιώλεηαη θαηά κήθνο ηεο ηξνρηάο ηνπ ζε πνζνζηό αλάινγν ηνπ  

κεγέζνπο (αξηζκόο αλαγελλήζεσλ/ θύξην θβαληηθό αξηζκό )
1/2

. 

Πνιινί ζεσξεηηθνί θπζηθνί
3
 θαηαπηάζηεθαλ κε ηελ απόδεημε ηεο ύπαξμεο θαη 

ηε καζεκαηηθή πξνηππνπνίεζε ησλ εκηθιαζηθώλ θαηαζηάζεσλ ηνπ πδξνγόλνπ. Οη 

δηαθνξεηηθέο νπηηθέο γσληέο από ηηο νπνίεο εμεηάζηεθε ην πξόβιεκα θαηαιήγνπλ ζε 

                                                             
1 Κυματοπακζτο που αποτελείται από υψθλά διεγερμζνεσ καταςτάςεισ. 
2 L.S. Brown, Am. J. Phys. 41, 525, (1973). 
3 Perelomov, Mostowski, νη Zlatev θαη Feng, νη Gerry θαη  Kieffer, νη Barut θαη Girardello, νη Mc Anally θαη 

Bracken, ν Nieto, νη Kustaanheimo-Stiefel θαη πνιινί άιινη. 
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κεξηθά θνηλά απνηειέζκαηα. Σν βαζηθόηεξν από απηά είλαη όηη εκηθιαζηθή 

θαηάζηαζε αληίζηνηρε ηνπ αξκνληθνύ ηαιαλησηή δελ κπνξεί λα ππάξμεη γηα ην 

δπλακηθό ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ. Γηα ηελ θαηαζθεπή εκηθιαζηθώλ θαηαζηάζεσλ 

απαηηείηαη  ππέξζεζε θαηαζηάζεσλ δηαθνξεηηθώλ ελεξγεηώλ θαη κόλν ηόηε ππάξρεη 

πηζαλόηεηα εκθάληζεο θπκαηνπαθέηνπ πνπ λα έρεη ραξαθηεξηζηηθά θεπιεξηαλήο 

ηξνρηάο αιιά, όκσο, αθόκα θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, ε κνξθή ηνπ αιιάδεη ζην 

ρξόλν.  Δπίζεο ππάξρνπλ όλησο θαηαζηάζεηο  πνπ ζε ζπγθεθξηκέλεο κόλν ρξνληθέο 

ζηηγκέο πξνζεγγίδνπλ πνιύ ην θιαζηθό όξην. Κνηλό ραξαθηεξηζηηθό όισλ απηώλ ησλ 

θαηαζηάζεσλ είλαη όηη είλαη απόιπηα νξηζκέλεο ζην επίπεδν x-y, ηππηθό 

ραξαθηεξηζηηθό ζύκθσλεο ππέξζεζεο θαηαζηάζεσλ πςειήο ζηξνθνξκήο   (    

   ).  

Ο Brown είρε εμ αξρήο δηαηππώζεη, ινηπόλ, κηα πνιύ θαιή πξνζέγγηζε 

εκηθιαζηθώλ θαηαζηάζεσλ ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ.  ΢ε ζπγθεθξηκέλεο ρξνληθέο 

ζηηγκέο θαη γηα κηθξό ρξνληθό δηάζηεκα ην θπκαηνπαθέην θπθιηθώλ ηξνρηώλ ηνπ 

Brown  εκθαλίδνπλ ειάρηζηε αβεβαηόηεηα (ζην όξην ησλ κεγάισλ θβαληηθώλ 

αξηζκώλ), θαη ε θίλεζή ηνπ πεξηγξάθεηαη από Υακειηνληαλέο εμηζώζεηο. Σελ 

πεξηζζόηεξε βέβαηα δηάξθεηα ηεο δσήο ηνπ δελ έρεη θιαζηθά ραξαθηεξηζηηθά αιιά 

πνιύπινθε δπλακηθή, ιόγσ ηεο δηαθξηηηθόηεηαο ησλ ελεξγεηαθώλ ζηαζκώλ θαη ηνπο 

λόκνπο δηαρσξηζκνύ ηνπο. 

 

3.2 Πειράματα για την παρατήρηση  

Τπάξρνπλ δύν θαηεγνξίεο πεηξακάησλ πνπ κπνξεί λα γίλεη δπλαηή ε 

παξαηήξεζε ηέηνησλ θαηαζηάζεσλ. Πεηξάκαηα όπνπ δέζκεο ιέηδεξ ηεο ηάμεο ησλ 

picoseconds ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα δηεγείξνπλ κηα ππέξζεζε ζύκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ Rydberg δηαθόξσλ ελεξγεηώλ. Απηό έρεη σο απνηέιεζκα ηελ 

δεκηνπξγία θπκαηνπαθέησλ πνπ ζηε δπλακηθή ηνπο εκθαλίδνληαη παξάκεηξνη 

θιαζηθώλ Kepler ηξνρηώλ, ηα νπνία όκσο δελ είλαη ρσξηθά νξηζκέλα. Ζ δεύηεξε 

θαηεγνξία είλαη πεηξάκαηα όπνπ ρακειόζπρλα πεδία ρξεζηκνπνηνύληαη, ζε 

ζπλδπαζκό κε δέζκε ιέηδεξ ηεο ηάμεσο ησλ nanoseconds γηα λα πξνεηνηκάζνπλ ηα 

άηνκα ζε ζπγθεθξηκέλεο δηεγεξκέλεο θαηαζηάζεηο πςειήο ζηξνθνξκήο, ή ππέξζεζε 

ηέηνησλ θαηαζηάζεσλ ίδηαο ελέξγεηαο, θαη έρνπλ σο απνηέιεζκα θαιά νξηζκέλα 

θπκαηνπαθέηα, πνπ όκσο ε δπλακηθή ηνπο δε κπνξεί λα πεξηγξαθεί. 

  Οη Parker θαη Stroud
1
 πξνέβιεςαλ όηη παικόο ιέηδεξ ηεο ηάμεο ησλ 

picoseconds ζπληνληζκέλνο θνληά ζε έλα πεδίν πδξνγόλνπ Rydberg κε θύξην 

θβαληηθό αξηζκό       ζα έδηλε κηα ζύκθσλε ππέξζεζε θαηαζηάζεσλ από 5 έσο 10 

Rydberg θαηαζηάζεηο. Όιεο νη θαηαζηάζεηο  έρνπλ ίδηα κηθξή ζηξνθνξκή l θαη  m=0. 

Σν θπκαηνπαθέην απηό είλαη εληνπηζκέλν ζηελ αθηηληθή κεηαβιεηή αιιά θαζόινπ 

εληνπηζκέλν ζηηο γσληαθέο. Δθηειεί κηα πιήξε πεξηζηξνθή ζε ρξόλν ίζν κε κηα 

πεξίνδν Kepler         . Κνληά ζηνλ παικό, ην θπκαηνπαθέην έρεη ειάρηζηε 

αθηηληθή αβεβαηόηεηα (ΓrΓp= 0.53 γηα      ). Κνληά ζηα λνπθιεόληα 

                                                             
1 J. Parker και C.R. Stroud, Jr., Phys. Rev. Lett. 56, 716 (1986). 
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δηαζθνξπίδεηαη ιόγσ ηεο επίδξαζεο ηνπ δπλακηθνύ Coulomb. Μεηά από ιίγεο 

πεξηόδνπο δηαζθνξπίδεηαη  ηειείσο θαη  εληνπίδεηαη ελ κέξε ζε ρξνληθά δηαζηήκαηα 

πνπ εμαξηώληαη από ην   . Σειηθά κεηά από      πεξηόδνπο απνθηά ηελ αξρηθή ηνπ 

κνξθή. Ζ ζπκπεξηθνξά απηή επαλαιακβάλεηαη γηα πνιύ κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα, 

αθόκα θαη κεηά από ρξόλν         Σα πξώηα πεηξάκαηα γηα ηελ παξαηήξεζε θαη 

κειέηε εληνπηζκέλσλ αθηηληθά θπκαηνπαθέησλ πξαγκαηνπνηήζεθαλ από ηηο νκάδεο 

ησλ Wolde
1
 θαη Τeazell

2
. 

 

 

3.3 Ιδιότητες του κυματοπακέτου 

Ο Brown, όπσο πξναλαθέξζεθε είρε πξνζεγγίζεη θαηά πνιύ ζεσξεηηθά ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ελόο εκηθιαζηθνύ θπκαηνπαθέηνπ γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ. 

Παξαθάησ  κειεηάκε εθηελώο, κε ηξόπν αλάινγν ηεο αλάιπζεο πνπ παξνπζηάζηεθε 

από ηελ Zagorka D. Gaeta ζηελ δηαηξηβή ηεο, ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ θπκάησλ πνπ 

δηαηύπσζε ν Brown. Ζ θαηαζθεπή ελόο θπκαηνπαθέηνπ, πνπ ζα έρεη θιαζηθή 

ζπκπεξηθνξά γηα πεξηνξηζκέλν ρξνληθό δηάζηεκα, απαηηεί, όπσο πξναλαθέξζεθε, 

ππέξζεζε θαηαζηάζεσλ πςειήο ζηξνθνξκήο.  Ζ ζύκθσλε θαηάζηαζε πνπ πξνθύπηεη 

δελ έρεη ειάρηζηε αβεβαηόηεηα ζε όιε ηε δηάξθεηα δσήο ηεο, όπσο ε ζύκθσλεο 

θαηαζηάζεηο ηνπ αξκνληθνύ ηαιαλησηή, αιιά ε αβεβαηόηεηά ηεο πνηθίιεη ζην ρξόλν. 

Απηό νθείιεηαη ζηε Υακηιηόληαλε ηνπ πδξνγόλνπ, ε νπνία δελ είλαη γξακκηθή 

ζπλάξηεζε ηνπ n, 

   
 

   
          

όπνπ n ν θύξηνο θβαληηθόο αξηζκόο. 

Ζ δπλακηθή ελόο πδξνγνλνεηδνύο θπκαηνπαθέηνπ είλαη αληίζηνηρε κε ηε 

δπλακηθή ελόο Γθανπζηαλνύ θπκαηνπαθέηνπ  ειεθηξνκαγλεηηθήο  αθηηλνβνιίαο πνπ 

δηαδίδεηαη ζε έλα θνίιν πεδίν κε κέζε δηαζπνξά. Παξαθάησ κειεηάηε ην 

θπκαηνπαθέην γηα ρξόλν  t=0, ε βξαρππξόζεζκε θαη καθξνπξόζεζκε ζπκπεξηθνξά 

ηνπ θαζώο θαη νη ρξόλνη πνπ εληνπίδεηαη θαη δηαζθνξπίδεηαη ζην ρώξν.  

 

 

3.3.1 Συμπεριφορά για t=0 

Έλα θπκαηνπαθέην θπθιηθήο ηξνρηάο είλαη κηα ζύκθσλε ππέξζεζε  θπθιηθώλ 

θαηαζηάζεσλ, θαηαζηάζεσλ δειαδή γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη:                         θαη 

νξίδεηαη σο: 

            

∞

   

           
         

όπνπ g(n) ε ζπλάξηεζε βάξνπο, ε νπνία έρεη Γθανπζηαλή θαηαλνκή ζην n: 

                                                             
1
 A. ten Wolde et all, Phys. Rev. Lett. 61, (1988).  

2 J. A. Yeazell et all, Phys. Rev. A 40, 5040 (19). 
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όπνπ    ε κέζε ηηκή θαη ζ ε ηππηθή απόθιηζε ηεο θαηαλνκήο. 

Ζ θπκαηνζπλάξηεζε ηεο θαηάζηαζεο                         είλαη: 

                                                                                     

θαη ε ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο νξίδεηαη σο: 

   
 

      
            

Ζ επηινγή Γθανπζηαλήο ζπλάξηεζεο βάξνπο πξνθύπηεη από ην όηη κηα 

εκηθιαζηθή θαηάζηαζε πξέπεη λα είλαη θπκαηνπαθέην ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο. Κάζε 

θπκαηνπαθέην ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο πξέπεη λα είλαη Γθανπζηαλό ζην ρώξν. Ζ 

θπκαηνζπλάξηεζε ελόο θπκαηνπαθέηνπ θπθιηθήο ηξνρηάο ζρεηίδεηαη κε ηε 

ζπλάξηεζε βάξνπο κέζσ κεηαζρεκαηηζκνύ Fourier κε κεηαβιεηή κεηαζρεκαηηζκνύ 

θ (        ). Μπνξνύκε ηώξα λα δείμνπκε όηη κηα Γθανπζηαλή ππέξζεζε από 

θπθιηθέο ηξνρηέο θαηαιήγεη ζε Γθανπζηαλό θπκαηνπαθέην ζην ρώξν. Θεσξνύκαη, 

πξνθαλώο, όηη ε όπνηα αλαθνξά γίλεηαη ζε κεκνλσκέλεο θαηαζηάζεηο (θαη όρη ζην 

θπκαηνπαθέην) ζηελ παξαθάησ αλάιπζε ελλννύληαη θπθιηθέο θαηαζηάζεηο. Ζ 

εμάξηεζε από ηα r θαη ζ ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο κπνξεί λα αγλνεζεί, γηαηί ζηε 

πεξίπησζε όπνπ    >> 1 ηζρύεη  

   
  ∞

                        
  ∞

  
 

 
                  

αθνύ νη γεηηνληθέο θπθιηθέο ηξνρηέο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη εληνπηζκέλεο ζε απηέο 

ηηο δύν κεηαβιεηέο.  

Ηζρύεη επίζεο 

   
    

         
 
  

        
 

   

   

θαη 

   
  

 
 

       

     
   

νπόηε κόλν ε εμάξηεζε από ηε  κεηαβιεηή θ παξακέλεη, ζηε κνξθή          , 

δειαδή ηζρύεη: 

                             
       

   
 

 

∞

   

∞

   

                 

Ζ ρξήζε ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ Fourier ζα καο δώζνπλ πιεξνθνξίεο γηα ηελ 

αξρηθή κνξθή ηνπ θύκαηνο ζην ρώξν. ΢ην άζξνηζκα παξαπάλσ κπνξνύκε λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ην n=1 κε -∞, αθνύ       θαη     . Οπόηε ε εμίζσζε 

γξάθεηαη: 

            
 ∞

 ∞

      
       

   
 

 

∞

   ∞
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δειαδή σο Γηαθξηηόο Μεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο ζπλάξηεζεο g(x). Γηα ρξόλν t=0 

ζα πξνθύςεη Γθανπζηαλή ζπλάξηεζε ζην ρώξν Fourier, κε κεηαβιεηή 

κεηαζρεκαηηζκνύ ηε θ, ζε θάζε αθέξαην πνιιαπιάζην ηνπ 2π. Ζ θπκαηνζπλάξηεζε 

ζε θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο είλαη πεξηνδηθή ζην θ κε πεξίνδν 2π. Με 

αληηθαηάζηαζε ηνπ αζξνίζκαηνο ζηελ εμίζσζε (6) από νινθιήξσκα ιακβάλνπκε όηη 

ε κνξθή ηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη Γθανπζηαλή κε ηππηθή απόθιηζε ζηε κεηαβιεηή θ 

ίζε κε 1/(2ζn). H ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο είλαη νπόηε: 

                      
               

 
 

 
Δηθόλα 1: Ζ ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ γηα t = 0 γηα        θαη       . Ζ 

ζπλάξηεζε ζρεδηάζηεθε ζε Mathematica. 

 
 

 

3.3.2 Δυναμική του κυματοπακέτου  

Ζ  ρξνλνεμαξηώκελε θπκαηνζπλάξηεζε ηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη: 

               

∞

   

           
         

 

   
            

όπνπ πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ ζπλάξηεζε γηα t=0 κε ηνλ παξάγνληα ηνπ ρξόλνπ. Ζ 

εμάξηεζε από ην n δελ είλαη γξακκηθή. Απηό έρεη σο απνηέιεζκα ε κνξθή ηνπ 

θύκαηνο λα αιιάδεη ζην ρξόλν, ιόγσ ησλ άληζσλ απνζηάζεσλ κεηαμύ ησλ 

ελεξγεηαθώλ ζηαζκώλ.  Γηα ηε κειέηε ηεο κνξθήο ηνπ ν όξνο t/(2n
2
)  αλαπηύζζεηαη  

ζε ζεηξά Taylor γύξσ από ην   : 

 

   
 

 

    
     

  

  
    

  

  
 

 

   
  

  
 

 

   
  

  
 

 

                      

όπνπ Γn=n-     . Σώξα ν θάζε όξνο ηεο ζεηξάο κπνξεί λα κειεηεζεί μερσξηζηά. 

Ο πξώηνο όξνο είλαη γξακκηθόο θαη από απηόλ εμαξηάηαη ε κνξθή ηνπ 

παθέηνπ ζηελ αξρή ηεο δηάδνζεο. Αλ ιεθζεί ππόςε κόλν απηόο  ε θπκαηνζπλάξηεζε 

αθνινπζεί ηελ εμήο κνξθή: 

             
       

   
 

            
   

  
  

∞
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όπνπ ΣΚ=2π    είλαη ε πεξίνδνο Kepler. Ζ κνξθή απηή δειώλεη όηη ην θπκαηνπαθέην 

ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο  εθηειεί θπθιηθή ηξνρηά κε πεξίνδν ίζε κε ΣΚ θαη απνηειεί 

εκηθιαζηθή θαηάζηαζε.  

                    

∞

   

           
           

    

    
             

Μεηά από κεξηθέο πεξηόδνπο Kepler ν δεύηεξνο κε γξακκηθόο, σο πξνο n, 

όξνο ηεο ζεηξάο ιακβάλεη κέξνο ζηε κνξθή ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. Ο δηαζθνξπηζκόο 

ηνπ είλαη εκθαλήο, ην πιάηνο κηθξαίλεη θαη κεηά από ιίγεο αθόκα ηξνρηέο ε αξρή θαη 

ην ηέινο ηεο θπκαηνκνξθήο ζπγθξνύνληαη. Ζ εμίζσζε αθνινπζεί ηε κνξθή: 

             
       

   
 

       
       

      
 

          

    
  

∞

   

                

 όπνπ            είλαη ε γσληαθή κεηαβιεηή θαη              είλαη ν ρξόλνο 

επαλεκθάληζεο  ηεο θπκαηνκνξθήο (revival time), έηζη όπσο πξνέβιεςαλ νη Parker 

θαη Stroud θαη επηβεβαίσζαλ πεηξακαηηθά νη Yeazell θαη Stroud . ΢ην ρξόλν απηό ε 

θπκαηνκνξθή απνθηά ζρεδόλ ηελ αξρηθή ηεο κνξθή. O κεηαζρεκαηηζκόο Fourier ηεο 

Γθανπζηαλήο θαηαλνκήο ζην n ζηελ παξαπάλσ ζπλάξηεζε, είλαη Γθανπζηαλή 

θαηαλνκή, κε ηελ κεηαβιεηή ηεο λα απμάλεηαη ζύκθσλα κε ηελ εμίζσζε: 

    
 

   
 

 
      

    

    
 

              

Σν αξηζηεξό κέινο ηεο εμίζσζεο απηήο δειώλεη όηη ην θύκα δηαζθνξπίδεηαη θαηά 

κήθνο ηεο θπθιηθήο ηξνρηάο, κέρξηο όηνπ ε θεθαιή ηνπ θύκαηνο ζπλαληά ην ηέινο 

όπνπ ην θύκα ζπγθξνύεηαη κε ηνλ εαπηό ηνπ θαη ζπλερίδεη ηε δηάδνζή ζπκβάιινληαο 

κε ηνλ εαπηό ηνπ. Απνηέιεζκα απηνύ είλαη  ε εκθάληζε επηκέξνπο κεγίζησλ, 

κηθξόηεξσλ από ηελ αξρηθή κνξθή ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. Οη ρξόλνη εκθάληζεο είλαη 

   
    

 
, όπνπ p θαη q είλαη κεηαμύ ηνπο πξώηνη αθέξαηνη αξηζκνί.  Σν 

θπκαηνπαθέην ζε απηνύο ηνπο ρξόλνπο πεξηέρεη q θπκαηνπαθέηα πνπ ηαμηδεύνπλ 

θαηά κήθνο ηεο ηξνρηάο, εθηειώληαο κηα πιήξε πεξηζηξνθή ζε ρξόλν κηαο πεξηόδνπ 

Kepler. ΢ε όιεο ηηο επαλεκθαλίζεηο ηνπ ην θπκαηνπαθέην δηαθέξεη θαηά αθέξαην 

πνιιαπιάζην ηνπ π από ηελ αξρηθή θάζε.  Ζ θπκαηηθή εμίζσζε ζε κηα επηκέξνπο 

αλαβίσζε δίλεηαη από ηνλ ηύπν:  

               

   

   

       
    

    

 
                 

όπνπ    ν παξάγνληαο ηεο θάζεο θαη Κ ν αξηζκόο ησλ επηκέξνπο κεγίζησλ πνπ 

παξνπζηάδνληαη θαη        όπσο απηή νξίδεηαη ζηελ εμίζσζε (12) ηνπ παξόληνο 

θεθαιαίνπ. 

Ζ πξώηε επηκέξνπο αλαβίσζε εκθαλίδεηαη κεηά από ρξόλν          , όπνπ  

     είλαη ν κέγηζηνο αξηζκόο επηκέξνπο κεγίζησλ πνπ κπνξνύλ λα παξαηεξεζνύλ  ζε 

έλα θπκαηνπαθέην θαη εμαξηάηαη από ην αξρηθό πιάηνο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. Ο 

αξηζκόο απηόο ππνινγίδεηαη από 
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Καη εμαξηάηαη από ην αξρηθό θπκαηνπαθέην. Μέγηζηα πνπ μεπεξλνύλ απηόλ ηνλ 

αξηζκό δελ είλαη δπλαηόλ λα παξαηεξεζνύλ. Σν          είλαη ν ρξόλνο κεηά από ηνλ 

νπνίν ην θύκα δηαζθνξπίδεηαη ηειείσο θαη ππνινγίδεηαη αλ εμηζσζεί ην δεμί κέινο ηεο 

εμίζσζεο Γθ κε     , πνπ είλαη ε ηηκή ηεο δηαθύκαλζεο κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο 

νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλεο ζηελ θπθιηθή ηξνρηά. 

Μεηά από ρξόλν ίζε κε                
  ε ζπλεηζθνξά ηνπ ηξίηνπ όξνπ ηνπ 

αλαπηύγκαηνο Taylor γίλεηαη αξθεηά εκθαλήο, όπνπ                   Ο θύξηνο 

θβαληηθόο αξηζκόο      αλαθέξεηαη ζηελ ζηάζκε κε ηε κεγαιύηεξε δηαθνξά από ην 

  , ε νπνία είλαη ηθαλή λα ζπλεηζθέξεη ζεκαληηθά ζηε κνξθή ηνπ θπκαηνπαθέηνπ. 

Δμαηηίαο απηήο ηεο ζπλεηζθνξάο παξαηεξνύληαη θαηλόκελα όπσο κηθξά κέγηζηα πνπ 

πξνεγνύληαη ηνπ  θύξηνο κεγίζηνπ ζε κηα πιήξε επαλεκθάληζε ηνπ θύκαηνο. 

Πξνθεηκέλνπ λα απμεζεί ν ρξόλνο πνπ νη κε γξακκηθνί όξνη δελ έρνπλ ζπλεηζθνξά 

ρξεηάδεηαη λα γίλεη ππέξζεζε ησλ θαηαζηάζεσλ κε κηα Γθανπζηαλή ζπλάξηεζε πην 

απόηνκε από απηή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ αλάιπζε παξαπάλσ.  

 
 

 
 

t=0 TK      t = 0,25 TK 

  
 

   t=1 TK     t=1, 25 TK 
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   t = 2 TK         t = 2, 5 TK 

  
   t = 3 TK      t = 4 TK   

  
   t = 6 TK     t = 10 TK 

 

  
t = 15 TK    t = 30 TK= Σrev/4 

  
   t = 40 TK= Σrev/3   t = 60 TK= Σrev/2 
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     t = 120 TK = Σrev  

 

Δηθόλα 2: Οη παξαπάλσ εηθόλεο δείρλνπλ ηε ρξνληθή εμέιημε ηνπ θύκαηνο, γηα        θαη ζn =2.5, από ρξόλν 0 

TK κέρξη Σrev = 
    

 
    . Σν θύκα αξρηθά είλαη εληνπηζκέλν σο έλα Γθανπζηαλό θπκαηνπαθέην. Μεηά από θάπνην 

ρξόλν, ζε  ιηγόηεξν από 2 πεξηόδνπο Kepler, ην πιάηνο κεηώλεηαη αηζζεηά. ΢ηε ζπλέρεηα  δηαζθνξπίδεηαη ζηελ 

ηξνρηά ηνπ θαη ηειηθά αιιειεπηδξά κε ηνλ εαπηό. ΢ε ρξόλν 10 TK έρεη ήδε ζπλαληήζεη ηνλ εαπηό ηνπ θαη ζε 15 TK 

ζχει διαςκορπιςτεί πλιρωσ. Ζ αιιειεπίδξαζε απηή έρεη σο απνηέιεζκα επηκέξνπο εληνπηζκνύο ζε ρξόλνπο Σrev 

/4,  Σrev /3 θαη  Σrev /2. Ο αξηζκόο ησλ κεγίζησλ είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκό πνπ δηαηξείηαη ην Σrev.  ΢ε ρξόλν ίζν κε Σrev  

θπκαηνπαθέην  εληνπίδεηαη μαλά κε δηαθνξά θάζεο π. Οη εηθόλεο θαηαζθεπάζηεθαλ ζε Mathematica κε ρξήζε ηεο 

εθαξκνγήο πνπ αλαπηύζζεηαη θαη παξνπζηάδεηαη παξαθάησ. 

 
 

 

Έλαο αθόκα ηξόπνο λα κειεηεζεί ε κνξθή θαη ε ζπκπεξηθνξά ηνπ θύκαηνο 

είλαη λα εθαξκνζηεί Γηαθξηηόο Μεηαζρεκαηηζκόο Fourier κε t = p    /q ζηε 

ρξνλνεμαξηώκελε εμίζσζε ηνπ θπκαηνπαθέηνπ ιακβάλνληαο ππόςε κόλν ηνπο δύν 

πξώηνπο όξνπο ηνπ αλαπηύγκαηνο Taylor. Με ηε δηαδηθαζία απηή πξνθύπηεη όηη ζηνλ 

p/q επηκέξνπο εληνπηζκό ηνπ θπκαηνπαθέηνπ, κε p θαη q κεηαμύ ηνπο πξώηνη αξηζκνί, 

πεξηέρνληαη q κέγηζηα πεξίπνπ ίδηνπ πιάηνπο κε ην αξρηθό. Σα κέγηζηα απηά 

θαηαλέκνληαη ζε δηαζηήκαηα 2π/q.  Δπίζεο,  νη επαλεκθαλίζεηο κε p πεξηηηό αξηζκό 

είλαη κεηαηνπηζκέλεο θαηά π ζε ζρέζε κε ηηο επαλεκθαλίζεηο κε ίδην q θαη p άξηην. Σν 

πην ζεκαληηθό απνηέιεζκα πνπ πξνθύπηεη από απηήλ ηελ αλάιπζε είλαη όηη, αθνύ 

       αληηπξνζσπεύεη ηε ζέζε ελόο θιαζηθνύ ειεθηξνλίνπ πνπ θηλείηαη ζε θπθιηθή 

ηξνρηά γύξσ από ηνλ ππξήλα κε ελέξγεηα ίζε κε -1/2n
2
 , ε κεηαηόπηζε π δειώλεη  ηε 

δηαθνξά ζέζεο ζε ρξόλν t, κεηαμύ ηνπ θπκαηνπαθέηνπ ειάρηζηεο αβεβαηόηεηαο θαη ελόο 

θιαζηθνύ ειεθηξνλίνπ, πνπ βξηζθόηαλ ζηελ ίδηα ζέζε κε ην θπκαηνπαθέην ζε ρξόλν 

t=0. 

 

 

3.3.3 Αβεβαιότητα του κυματοπακέτου  

Παξαθάησ εμεηάδεηαη ε αβεβαηόηεηα ησλ βαζκώλ ειεπζεξίαο ηνπ 

θπκαηνπαθέηνπ. Γείρλεηαη όηη ε αβεβαηόηεηα είλαη ζπλάξηεζε ηνπ    θαη ηείλεη ζην ½  

(ζε αηνκηθέο κνλάδεο) θαζώο ην    ηείλεη ζην άπεηξν. 

Πξώηα ππνινγίδεηαη ε αβεβαηόηεηα ζηηο κεηαβιεηέο r θαη ζ γηα κηα 

θαηάζηαζε θπθιηθήο ηξνρηάο ζην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ                      . ΢ηελ 

θαηάζηαζε απηή ε θπκαηνζπλάξηεζε είλαη εληνπηζκέλε ζηηο δύν απηέο κεηαβιεηέο. 
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Υξεζηκνπνηώληαο ηηο αλακελόκελεο ηηκέο γηα ην r θαη r
2
 ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

θαηάζηαζεο, ε αβεβαηόηεηα ζηελ αθηηληθή κεηαβιεηή ππνινγίδεηαη σο: 

      
      

 
               

Ζ αλακελόκελε ηηκή ηεο νξκήο     είλαη κεδέλ.  Γηα ην   
  έρσ: 

  
  

 

 
    

  

   
            

θαη ε αλακελόκελε ηηκή    
    είλαη: 

    
      

 

 
              

 

  
             

αθνύ [    ]=0, νπόηε ιόγν κεηάζεζεο πξνθύπηεη ν ηειεπηαίνο όξνο ηεο εμίζσζεο. To 

γηλόκελν ηεο αβεβαηόηεηα σο πξνο ηελ αθηηληθή ζπληεηαγκέλε   είλαη ίζν κε: 

          
 

 
   

 

  
     

 

  
              

όπνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηα γλσζηά  απνηειέζκαηα γηα ηηο πνζόηεηεο       1
θαη 

          2.   

Σν απνηέιεζκα απηό, απμάλεηαη ιίγν ζην θπκαηνπαθέην, δεδνκέλνπ όηη 

έρνπκε ππέξζεζε θαηαζηάζεσλ θαη κηα Γθανπζηαλή ζπλάξηεζε βάξνπο. Ζ 

αβεβαηόηεηα ζηελ αθηηληθή κεηαβιεηή r ππνινγίδεηαη αλ αληηθαηαζηαζεί ην άζξνηζκα 

ζην n ζηελ θπκαηηθή εμίζσζε κε νινθιήξσκα θαη ιακβάλνληαο ππόςε όηη ηα κε 

δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα ησλ r θαη ζ είλαη κεδεληθά ζηε βάζε [Ζ,L
2
,Lz].  Οπόηε 

ε αβεβαηόηεηα είλαη (ζε αθξίβεηα ηνπ πξώηνπ όξνπ 1/  ) : 

            
         

                   

όπνπ ζn ε ηππηθή απόθιηζε ηεο Γθανπζηαλήο θαηαλνκήο ζηελ εμίζσζε νξηζκνύ ηεο 

θπκαηνκνξθήο. Ζ αβεβαηόηεηα ζηελ αθηηληθή νξκή κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζηνλ ίδην 

βαζκό αθξίβεηαο αλαπηύζζνληαο ζε ζεηξά Taylor ην    
    ζηε γεηηνληά ηνπ    θαη 

αληηθαζηζηώληαο ην άζξνηζκα κε νινθιήξσκα. Σν απνηέιεζκα πνπ ιακβάλεηαη είλαη: 

     
 

    
     

 

  
    

 

   

 

  

   

           

Σν γηλόκελν ηεο αβεβαηόηεηαο ζηνλ αθηηληθό βαζκό ειεπζεξίαο είλαη ίζν κε: 

       
 

 
   

 

    
 

   
 

  
  

 

   
 

   
                

Γηα ζn=2.5 θαη                ην απνηέιεζκα πνπ πξνθύπηεη από ηνλ παξαπάλσ 

ηύπν είλαη 0,642 ,  0,539 θαη 0,513 αληίζηνηρα. 

Ζ αλακελόκελε ηηκή ζηεο αδηκνύζηα γσλίαο  ζ γηα κηα θπθιηθή θαηάζηαζε είλαη 

<ζ>=π/2. Ζ αλακελόκελε ηηκή ηνπ ηεηξαγώλνπ ηεο ζ είλαη:   

                                                             
1
       

 

    
, όπου    θ ακτίνα Bohr ίςθ με 1 ςε ατομικζσ μονάδεσ. 

2        
 

   
 

 
      

 
, όπου    θ ακτίνα Bohr ίςθ με 1 ςε ατομικζσ μονάδεσ και l= n-1 για τισ κυκλικζσ 

καταςτάςεισ. 
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∞

   

                 

θαη  ε αβεβαηόηεηα ζε απηό ην κέγεζνο είλαη ίζε κε ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ηεο 

παξαπάλσ εμίζσζεο. Σν άζξνηζκα βξίζθεηαη κεηαμύ ησλ νξίσλ: 

 

      
   

 

      
    

 

       

∞

   

 
 

  
   

 

      
            1 

Ζ αλακελόκελε ηηκή ζηεο αηιμοφκιασ ορμισ Lκ είλαη κεδέλ. Ζ αλακελόκελε ηηκή ηνπ 

ηεηξαγώλνπ ηεο είλαη:  

   
       

       
    

 

       
   

   

 
                   

αθνύ [LZ, ζ]=0. Σν γηλόκελν αβεβαηόηεηαο ζην ζ είλαη ηειηθά: 

           
 

 
   

 

  
    

 

  
                     

Οη εμηζώζεηο (27) θαη (28) πξνέθπςαλ ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία κε απηήλ 

πνπ εθαξκόζηεθε γηα ηελ νξκή. Έηζη απνδεηθλύεηαη όηη ηα γηλόκελα αβεβαηόηεηαο 

ηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη ίδηα κε απηά κηαο κεκνλσκέλεο θπθιηθήο ηξνρηάο, αλ 

αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ ηειεπηαία εμίζσζε ην n κε   .  

Όηαλ έλα άηνκν βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε                        ε πηζαλόηεηα 

επξέζεσο ηνπ ειεθηξνλίνπ κεηαμύ θ θαη θ+dθ είλαη νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλε γύξσ 

από ηνλ θύθιν αθηίλαο n
2
, κε αλακελόκελε ηηκή ίζε κε π θαη ηππηθή απόθιηζε ίζε κε 

    . Έλα θπκαηνπαθέην εληνπηζκέλν ζηε θ κεηαβιεηή θαηαζθεπάδεηαη από 

ζύκθσλε ππέξζεζε θπθιηθώλ θαηαζηάζεσλ. Ζ αβεβαηόηεηα ζηε πνιηθή γσλία είλαη 

πνιύπινθή ζηνλ ππνινγηζκό. Παξαθάησ δίλνληαη κεξηθέο αξηζκεηηθέο ηηκέο. Ζ 

αβεβαηόηεηα ηεο πνζόηεηαο LZ  ελόο ηέηνηνπ θπκαηνπαθέηνπ είλαη ίζε κε ζn.   Σν 

γηλόκελν ηεο αβεβαηόηεηαο θπκαηνπαθέησλ κε ζn. = 2,5 θαη       θαη 320 είλαη 

αληίζηνηρα 0,635 θαη 0,5125
2
 

Από ηελ κειέηε ησλ γηλνκέλσλ αβεβαηόηεηαο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ ηνπ Brown 

πξνέθπςε όηη έρεη ειάρηζηε αβεβαηόηεηα. Ζ αβεβαηόηεηά ηνπ είλαη αληηζηξόθσο 

αλάινγε ηνπ    θαη ηείλεη ζην κεδέλ ζην όξην ησλ κεγάισλ θβαληηθώλ αξηζκώλ. 

Ζ παξαπάλσ κειέηε ηνπ θιαζηθνύ νξίνπ ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ έδεημε 

όηη ν θβαληνκεραληθή θύζε ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη πάληα παξνύζα, παξόια ηα 

θιαζηθά ραξαθηεξηζηηθά πνπ κπνξεί λα εκθαλίδνληαη. Ζ θιαζηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ, 

εθθξάδεηαη κε ηηο αλαβηώζεηο ηνπ θπκαηνπαθέηνπ, όπνπ έλα εληνπηζκέλν θύκα 

ηαμηδεύεη θαηά κήθνο ηεο Κεπιεξηαλήο ηξνρηάο, ελώ ε θβαληνκεραληθή κε ηε 

δηαζπνξά ηνπ θαηά κήθνο ηεο ηξνρηάο θαη ηηο επηκέξνπο αλαβηώζεηο ηνπ παθέηνπ. ΢ην 

όξην ησλ κεγάισλ θβαληηθώλ αξηζκώλ ην ζύζηεκα έρεη όιεο ηηο ηδηόηεηεο κηαο 

εκηθιαζηθήο  θαηάζηαζεο, όκσο κόλν γηα όζν ρξόλν κπνξνύλ λα αγλνεζνύλ νη κε 

γξακκηθνί όξνη ηεο Υακηιηόληαλεο. Ζ επίδξαζε απηώλ ησλ όξσλ κεηά από θάπνην 

ρξνληθό δηάζηεκα δίλεη ηειηθά  θβαληνκεραληθό ραξαθηήξα ζην ζύζηεκα.   

                                                             
1
 Z.D. Gaeta. Classical Limit of a Hydrogen Atom, University of Rochester, N.Y. (1995) 

2 Gaeta and Stroud, Phys. Rev.A , 42, 6308 
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 Οη εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην θπκαηνπαθέην κπνξνύλ λα κειεηεζνύλ 

ζηελ επόκελε εθαξκνγή γηα δηαθνξεηηθέο κέζεο ηηκέο θαη ηππηθέο απνθιίζεηο. Γηα 

ζύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ δίλεηαη θαη ε πξνζνκνίσζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο 

θιαζηθήο           πνπ νξίδεηαη από ηε ζρέζε (12) ηεο παξαγξάθνπ 3.4.2 θαη ζηελ 

νπζία απνηειεί ην ηδαληθό εκηθιαζηθό άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ.  

3.3.4 Άλλες διατυπώσεις- Σχολιασμοί 

Οη ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ αξκνληθνύ ηαιαλησηή, από ηε ζηηγκή ηεο 

δηαηύπσζήο ηνπο από ηνλ Schrödinger, έγηλαλ  αληηθείκελν κειέηεο γηα πνιινύο 

επηζηήκνλεο. Ωο εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο, ήηαλ νη θαηάιιειεο γηα λα κειεηεζεί ε 

Αξρή ηεο Αληηζηνηρίαο. Δπίζεο, εθαξκόζηεθαλ  ζηελ θβαληηθή νπηηθή, θπξίσο ζηελ 

αλαπαξάζηαζε ηνπ ειεθηξνκαγλεηηθνύ πεδίνπ. ΢ηε βηβιηνγξαθία δηαηππώλνληαη νη 

ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο κε πνιινύο δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο, θαη νη πξνζπάζεηεο ηεο 

γελίθεπζήο ηνπο ζε ζπζηήκαηα όπνπ ε ελέξγεηα δελ είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ 

θβαληηθνύ αξηζκνύ, όπσο ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ είλαη εμίζνπ πνιιέο.  

Ζ βηβιηνγξαθία γηα ηηο πξνζπάζεηεο εμαγσγήο ησλ ζύκθσλσλ θαηαζηάζεσλ 

ηνπ πδξνγόλνπ κπνξνύλ λα ρσξηζηεί ζε δύν κεγάιεο θαηεγνξίεο. ΢ηελ πξώηε 

θαηεγνξία νη ζπγγξαθείο δηαηππώλνπλ ηηο θαηαζηάζεηο απηέο σο ππεξζέζεηο 

ζηάζηκσλ ηδηνθαηαζηάζεσλ, θαη ζπδεηνύλ εθηελώο ηελ εμέιημε ηνπ ζπζηήκαηνο ζε 

θπζηθό  ρξόλν.  

΢ηε δεύηεξε θαηεγνξία αλήθνπλ αξρηθά νη Nieto θαη Simmons
1
 πνπ 

πξνζπάζεζαλ λα θαηαζθεπάζνπλ ηηο θαηαζηάζεηο γηα δηάθνξα δπλακηθά. Αξγόηεξα 

νη Bhaumik et al
2
 αλαιύνπλ ηελ θαηαζθεπή ζύκθσλσλ θαηαζηάζεσλ κέζσ 

κεηαζρεκαηηζκνύ ηνπ ρξνληθά αλεμάξηεηνπ ηξηζδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ 

πδξνγόλνπ ζε ζύζηεκα ηεζζάξσλ αξκνληθώλ ηαιαλησηώλ ρξνληθά αλεμάξηεησλ 

επίζεο. Αληίζηνηρν κεηαζρεκαηηζκό ρξεζηκνπνίεζαλ θαη νη Duru,  Kleinert θαη 

Gerry
3
, νη νπνίνη επηζήκαλαλ όηη ην ζύζηεκα ηεζζάξσλ αξκνληθώλ ηαιαλησηώλ 

εμειίζζεηαη ζύκθσλα κε έλα λέν παξακεηξηθό ρξόλν θαη όρη ζε θπζηθό ρξόλν. Οη 

Toyoda θαη Wakayama
4
 δηαηύπσζαλ αληίζηνηρα ηηο ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο 

ρξεζηκνπνηώληαο ζπκκεηξία SU(2) x SU(2).     

Σo ζύζηεκα ησλ ηεζζάξσλ αξκνληθώλ ηαιαλησηώλ έρεη ηέζζεξηο βαζκνύο 

ειεπζεξίαο ζε αληίζεζε κε ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ πνπ έρεη ηξεηο. Κάπνηνη 

ζπγγξαθείο απινπνίεζαλ ηνλ παξαπάλσ βαζκό ειεπζεξίαο, ζεσξώληαο όηη ε 

κηγαδηθή νξκή απηνύ ηνπ βαζκνύ είλαη κεδέλ. Ζ παξαδνρή απηή δίλεη ζσζηό 

ελεξγεηαθό θάζκα γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ, αιιά ακθηζβεηείηαη ε νξζόηεηα ησλ 

θπκαηνζπλαξηήζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ.   

 Ζ θύζε ηνπ πξνβιήκαηνο, κέρξη ηνπιάρηζηνλ ην 2001, άθελε ηελ πεηξακαηηθή 

παξαηήξεζε έλα αλνηρηό ζέκα. Οη πξνϋπνζέζεηο πξνεηνηκαζίαο πνπ απαηηνύληαη ζηα 

                                                             
1 M.M. Nieto and L.M. Simmons, Jr., Phys. Rev. Lett. 41, 207 (1978). 
2 D. Bhaumik, B. Dutta-Roy, and G. Ghosh, J. Phys. A 19,  1355 (1986). 
3
I H Duru and H. Kleinert, Phys. Lett. 84B (1979)  185 και C.C. Gerry, Phys. Rev. A (1988) 

4 Toyoda and Wakayamma, Phys Rev. A 59, (1999) 1021 
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άηνκα ηνπ πδξνγόλνπ είλαη ζπγθεθξηκέλεο θαη νη πηζαλόηεηεο παξαηήξεζεο ηειηθά, 

όλησο ζύκθσλσλ θαηαζηάζεσλ, είλαη κηθξέο θαη πνιιέο θνξέο ακθηζβεηήζηκεο.  

  Ο Glauber
1
 έδσζε ηδηαίηεξε έκθαζε ζηε καζεκαηηθή πξνηππνπνίεζε ησλ 

ζύκθσλσλ θαηαζηάζεσλ ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ. Παξά ηνπο δύζθνινύο θαη 

ρξνλνβόξνπο καζεκαηηθνύο ππνινγηζκνύο, ηειηθά ήηαλ δπλαηή ε νπηηθνπνίεζε 

απηώλ ησλ θαηαζηάζεσλ. Ο Glauber επεζήκαλε, αλάκεζα ζε αξθεηά αθόκα ζεκεία, 

όηη έλα πνιύ ζεκαληηθό ραξαθηεξηζηηθό είλαη ε ειάρηζηε αβεβαηόηεηα πνπ 

ραξαθηεξίδεη απηέο ηηο θαηαζηάζεηο. Οη ‘’squeezed states’’ ήηαλ άκεζε απόξξνηα 

απηήο ηεο ζεώξεζεο νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνύληαη ζπρλά ζηηο πεξηγξαθέο θβαληηθώλ 

θαηλνκέλσλ ζε εξγαζηεξηαθά πεηξάκαηα. Ζ νκάδα Nieto, ζεσξώληαο σο 

ζεκαληηθόηεξε παξάκεηξν ηελ ειάρηζηε αβεβαηόηεηα, γηα λα είλαη κηα θαηάζηαζε 

εκηθιαζηθή,  πξνζαλαηνιίζηεθε πξνο απηή ηελ θαηεύζπλζε θαη εμήγαγε έλα ζύλνιν 

θαηαζηάζεσλ
2
.  

 Ζ θαηαζηάζεηο πνπ παξνπζηάζηεθαλ από ηνλ Klauder
3
 είλαη θαζαξά 

καζεκαηηθέο θαη δελ δίλνληαη γεληθνί θπζηθνί κεραληζκνί νη νπνίνη ζα θαηέιεγαλ ζην 

λα παξαηεξεζνύλ απηέο νη θαηαζηάζεηο ζην εξγαζηήξην. Όκσο  ππάξρεη έλαο 

ηέηαξηνο  βαζκόο ειεπζεξίαο ν νπνίνο, αλ όλησο ππάξρεη, ζα πξνθύπηεη από ηε 

θπζηθή ηνπ πξνβιήκαηνο γηα ηελ ύπαξμε ζύκθσλσλ θαηαζηάζεσλ. Οη Gazeau θαη 

Klauder
4
 πξνζπάζεζαλ λα νξίζνπλ απηόλ ηνλ ηέηαξην βαζκό κέζσ ζύλδεζεο ησλ 

θβαληηθώλ κεηαβιεηώλ θαη ησλ θιαζηθώλ κεηαβιεηώλ κε θύξηα ηε κεηαβιεηή ηεο 

γσλίαο.  Γπζηπρώο όκσο θαηέιεμαλ ζε έλα απνηέιεζκα πνπ κπνξεί λα εθαξκνζηεί 

γηα ηνλ αξκνληθό θβαληηθό ηαιαλησηή θαη ιίγα αθόκα ζπζηήκαηα, αιιά όρη ζην 

άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ. Έλαο βαζκόο ειεπζεξίαο παξακέλεη θαη ζηελ θαηαζθεπή ηνπ 

Fox
5
, o νπνίνο δηαηππώλεη ηηο Γθανπζηαλέο ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο, αθήλνληαο ην 

πιάηνο ηεο Γθανπζηαλήο απζαίξεην. Γελ δίλνληαη θξηηήξηα κέζσ ησλ νπνίσλ ζα 

επηιεγεί ην πιάηνο ηεο Γθανπζηαλήο.  

Οη Bo-Wei Xu θαη Guo-Hui Ding
6
 παξνπζίαζαλ ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ 

γεληθνύ πξνβιήκαηνο Coulomb κε κηα επέθηαζε ζην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ, 

ηζρπξηδόκελνη όηη δελ παξνπζηάδνπλ δηαζπνξά ζην ρξόλν. Υξεζηκνπνίεζαλ 

παξαβνιηθέο ζπληεηαγκέλεο θαη ην πξόηππν ησλ ηεζζάξσλ αξκνληθώλ ηαιαλησηώλ.  

   Ζ  εύξεζε εκηθιαζηθώλ θαηαζηάζεσλ κε ζπλερή θιαζηθό ραξαθηήξα είλαη 

αδύλαηε, θπξίσο γηαηί ε γξακκηθόηεηα ηεο ελέξγεηαο θαη ηνπ θβαληηθνύ αξηζκνύ ηνπ 

αξκνληθνύ ηαιαλησηή δελ έρεη ζρέζε κε ηε κε γξακκηθόηεηα ηεο ελέξγεηαο ζην 

ζύζηεκα ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ. Απηό απνηέιεζε θαη ηε κεγάιε πξόθιεζε γηα 

ηελ επηζηεκνληθή θνηλόηεηα. Οη εκηθιαζηθέο θαηαζηάζεηο πνπ εμήγαγαλ θάπνηνη 

ζπγγξαθείο ακθηζβεηήζεθαλ.  Παξάδεηγκα απνηειεί ε πεξίπησζε ηνπ Klauder όπνπ 

θαηαζθεύαζε θαηαζηάζεηο δίλνληαο έκθαζε ζηελ ηδηόηεηα όηη παξάγνληαο ηνπ 

                                                             
1
 R.J. Glauber, Phys. Rev. 131, 2766 (1963). 

2
 Μ.M. Nieto and L.M. Simmons, Jr., Phys, Rev Lett. 41, 207 (1978) 

3 J.R. Klauder, J. Math. Phys. A 28 (1995) 7019 
4 Gazeau and J.R. Klauder , J. Phys. A 32 (1999) 123 
5
 R.F. Fox, Phys. Rev. A 59, 3241(1998) 

6 Xu and Ding, Phys.,Rev., A, 62, (2000) 
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ρξόλνπ       δελ επεξεάδεη ηνλ εκηθιαζηθό ραξαθηήξα ησλ θαηαζηάζεσλ. Όκσο νη 

Bellomo θαη Stroud έδεημαλ όηη ηδηόηεηεο, όπσο ε πεξηνδηθόηεηα ησλ ζύκθσλσλ 

θαηαζηάζεσλ θαη ε θιαζηθόηεηα πνπ παξνπζηάδνπλ νη αλακελόκελεο ηηκέο ησλ 

κεηαβιεηώλ, δελ ηθαλνπνηνύληαη, θαη είλαη εμίζνπ ζεκαληηθέο γηα ην ραξαθηεξηζκό 

απηώλ ησλ θαηαζηάζεσλ σο ζύκθσλσλ.  

 Οη  Curado, Rego-Monteiro, Rodriges θαη Hassouni
1
 παξνπζίαζαλ ην 2006 

ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ αθνινπζώληαο ηελ κέζνδν ηνπ 

Klauder. Οη ελεξγεηαθέο ζηάζκεο ηνπ πδξνγόλνπ εμαξηώληαη από έλα κόλν θβαληηθό 

αξηζκό, ηνλ θύξην θαη ε αβεβαηόηεηα ηεο νξκήο παξακέλεη ζηαζεξή ζηε δηάξθεηα ηνπ 

ρξόλνπ, όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. Οη θαηαζηάζεηο νξίζηεθαλ σο 

              
              

          
 
    

   

       

 

   

 

όπνπ        ε ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο. Ζ δηαθύκαλζε ηεο νξκήο νξίδεηαη σο 

                                              θαη ππνινγίδεηαη κε ρξήζε ηεο ζρέζεο 

                                   

 

 

 

 

 
Δηθόλα : Σξηζδηάζηαηε απεηθόληζε ηνπ Γξ γηα         θαη       ,  ζύκθσλα κε ηε 

καζεκαηηθή δηαηύπσζε πνπ παξαζέηνπλ νη Curado, Rego-Monteiro, Rodriges θαη Hassouni ζηε 

δεκνζίεπζή ηνπο γηα ηηο ζύκθσλεο θαηαζηάζεηο ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ. Σν ζρήκα ζρεδηάζηεθε 

ζην Mathematica. Παξαηεξείηαη ζηαζεξόηεηα ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ Γξ.  

 
 

 

 

 

                                                             
1 E.M.F. Curado et all, Phs. A 371 (2006) 16-19 
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Κεφάλαιο 4 

 

 Προσομοίωση των κυματοσυναρτήσεων 

 

 

4.1 Φυσικές επιστήμες και υπολογιστής 

Θ χριςθ θλεκτρονικοφ υπολογιςτι ςτισ κετικζσ επιςτιμεσ ζδωςε και ςυνεχίηει να δίνει νζα 

ϊκθςθ ςτθν εξζλιξθ τόςο των επιςτθμϊν, όςο και των ίδιων των υπολογιςτϊν και των 

υπολογιςτικϊν ςυςτθμάτων.  Κατά το παρελκόν ζνα από τα βαςικότερα προβλιματα τθσ 

φυςικισ και των μακθματικϊν ιταν οι χρονοβόρεσ και πολφπλοκεσ πράξεισ. Ειδικά θ 

μακθματικι προτυποποίθςθ των κβαντομθχανικϊν ςυςτθμάτων απαιτοφςε  και απαιτεί 

ιδιαίτερα πολφπλοκεσ πράξεισ και προςεγγίςεισ. Θ εξζλιξθ των θλεκτρονικϊν υπολογιςτϊν 

και θ ευρεία χριςθ τουσ ςε κακθμερινό επίπεδο ζδωςαν νζα πνοι ςτισ κετικζσ επιςτιμεσ. 

 Προγράμματα και εφαρμογζσ κατάλλθλα για μακθματικοφσ φυςικοφσ και 

μθχανικοφσ, κακϊσ και γλϊςςεσ προγραμματιςμοφ ι τυποποιθμζνεσ  μζκοδοι ανάλυςθσ 

προβλθμάτων αναπτφχκθκαν και ζδωςαν ςε ερευνθτζσ, κακθγθτζσ, φοιτθτζσ και μακθτζσ 

χριςιμα εργαλεία. Πλζον οι μακθματικζσ πράξεισ ρουτίνασ  πζραςαν ςτθ ‘’δικαιοδοςία’’ 

του υπολογιςτι, αφινοντασ χρόνο και χϊρο για περαιτζρω μελζτθ και κυρίωσ για 

πλθρζςτερθ κατανόθςθ φαινομζνων ακόμα και με τθν πρϊτθ επαφι με αυτά. Οι πιο 

διαδεδομζνεσ μζκοδοι είναι   θ μζκοδοσ Monte Carlo, θ μζκοδοσ Runge Kutta, θ αρικμθτικι 

γραμμικι άλγεβρα, οι μεταςχθματιςμοί Fourier και Taylor που εφκολα τυποποιοφνται μζςω 

υπολογιςτι και πολλζσ άλλεσ. Επίςθσ γλϊςςεσ  προγραμματιςμοφ αναπτφχκθκαν 

αποκλείςτθκα για χριςθ ςτισ κετικζσ επιςτιμεσ όπωσ οι MATLAB, Mathematica, Python, 

SciLab, COMSOL Multiphysics και αρκετζσ άλλεσ.  

 Όλα τα παραπάνω χρθςιμοποιοφνται για ςυγκζντρωςθ και  ανάλυςθ δεδομζνων, 

βελτιςτοποίθςθ, μοντελοποίθςθ,  πρόβλεψθ ,   προςομοίωςθ,  οπτικοποίθςθ, υπολογιςτικι 

βοικεια, κατανόθςθ μοντζλων, μελζτθ μελλοντικισ ςυμπεριφοράσ. Προφανϊσ είναι 

αδφνατον να αναφερκεί το ςφνολο  των χριςεων τζτοιων μεκόδων, κακϊσ μποροφν να 

χρθςιμοποιθκοφν για τον υπολογιςμό ενόσ αρικμθτικοφ αποτελζςματοσ, μζχρι τθν 

πρόβλεψθ ςειςμϊν και κλιματικϊν αλλαγϊν ι μελζτθ ςτοιχειωδϊν ςωματιδίων ςε 

εξειδικευμζνα εργαςτιρια. 
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 Θ δυνατότθτα των υπολογιςτϊν να εκτελοφν επαναλαμβανόμενεσ πολφπλοκεσ 

πράξεισ, μζςω κατάλλθλου προγραμματιςμοφ, διεφρυνε  το ςφνολο των προβλθμάτων που 

μποροφν να επιλυκοφν με τθ χριςθ τουσ. Θ βελτιςτοποίθςθ των μεκόδων και των 

λογιςμικϊν που χρθςιμοποιοφνται κακιςτά πλζον δυνατι τθν επίλυςθ ςχεδόν κάκε 

προβλιματοσ. Οι προςεγγίςεισ που απαιτοφνται ςτον οριςμό των μεταβλθτϊν και των 

ςυναρτιςεων είναι όλο και λιγότερεσ, γεγονόσ που ελαχιςτοποιεί το ενδεχόμενο λάκουσ 

και φυςικά διευκολφνει τον ίδιο τον χριςτθ, αφοφ του δίνει τθν δυνατότθτα να 

επικεντρωκεί ςτο πρόβλθμα και όχι ςτισ απαιτιςεισ των λογιςμικϊν. Είναι, βζβαια, γεγονόσ 

ότι οι προςεγγίςεισ μποροφν να ελαχιςτοποιθκοφν, όχι όμωσ και να παραλθφτοφν. Ζτςι, 

είναι δόκιμο, να γίνεται ζλεγχοσ ςε οποιοδιποτε προκφπτον αποτζλεςμα. Ειδικότερα, θ 

προςομοίωςθ πειραμάτων ι φυςικϊν φαινομζνων χριηει τζτοιου ελζγχου. Σο πραγματικό 

φαινόμενο δε μπορεί παρά να ζχει αποκλίςεισ από το καταςκευαςμζνο, μιασ και οι 

παράμετροι που μπορεί να εμπλακοφν ςε ζνα πραγματικό πείραμα ι φαινόμενο είναι 

πολλζσ φορζσ απρόβλεπτοι και απροςδιόριςτοι.  

 Οι ςφγχρονοι υπολογιςτζσ και θ φυςικι επιςτιμθ ςυνεργάςτθκαν για να καλφψουν 

του κενό μεταξφ κεωρθτικισ και πειραματικισ φυςικισ. Θ υπολογιςτικι φυςικι είναι ζνα 

βιμα μετά από τθν πρϊτθ και ζνα βιμα πριν από τθν δεφτερθ. Βοθκά ςτθν μακθματικι 

προτυποποίθςθ και προετοιμάηει το ενδεχόμενο πείραμα. Οι ανάγκεσ τθσ πολφπλοκθσ 

αυτισ επιςτιμθσ ζκανε τον υπολογιςτι αναπόςπαςτο κομμάτι τθσ, βοθκϊντασ τον 

ταυτόχρονα να εξελιχκεί και αλλάηοντασ καταλυτικά τον τρόπο και τον λόγο χριςθσ του. 

 Ο κατάλογοσ των φαινομζνων τθσ φυςικισ που ζχουν μζχρι τθν παροφςα ςτιγμι 

προςομοιωκεί και αναλυκεί μζςω υπολογιςτι είναι ατελείωτοσ και διαρκϊσ αυξανόμενοσ. 

Εφαρμογζσ που αφοροφν τομείσ όπωσ τθν βιοφυςικι, τθ ςωματιδιακι φυςικι και πολλοφσ 

ακόμα τομείσ. Οι εξζλιξθ των κβαντικϊν υπολογιςτϊν και θ όλο και μεγαλφτερθ αφξθςθ τθσ 

χωρθτικότθτασ με αρκετά χαμθλό κόςτοσ ςυνζβαλαν αρκετά ςε αυτό τα τελευταία χρόνια. 

Θ ανάπτυξθ ςε αυτόν τον τομζα ςυνεχίηεται και αναμζνεται να επιδείξει ςθμαντικά 

δείγματα ζργου.  

 Θ προθγμζνθ ζρευνα όμωσ δεν είναι θ μόνθ που ωφελικθκε από τθν είςοδο των 

υπολογιςτϊν ςτισ φυςικζσ επιςτιμεσ. Σο πιο ευρφ πεδίο εφαρμογισ τθσ πλθροφορικισ 

ςτθν εκπαίδευςθ αποτελεί θ διδαςκαλία των φυςικϊν επιςτθμϊν. Εργαςτιρια με χριςθ 

υπολογιςτι, φφλλα εργαςίασ, προςομοιϊςεισ και εφαρμογζσ πολυμζςων ειςάγουν τουσ 

μακθτζσ όλων των βακμίδων τθσ εκπαίδευςθσ ςτισ ζννοιεσ των φυςικϊν επιςτθμϊν με 

τρόπο ιδιαίτερο ενεργθτικό και ευχάριςτο. Ιδιαίτερα ςτθν πρωτοβάκμια και δευτεροβάκμια 

εκπαίδευςθ, θ χριςθ θλεκτρονικοφ υπολογιςτι προτείνεται και υιοκετείται από μεγάλο 

αρικμό εκπαιδευτικϊν.  Σο εκάςτοτε φαινόμενο γίνεται εικόνα και το πείραμα με το οποίο 

παρατθρικθκε πράξθ, αφινοντασ πίςω τθν πακθτικι διδαςκαλία. Θ δυςκολία τθσ 

κατανόθςθσ περιορίηεται ενϊ ταυτόχρονα αναπτφςςονται θ κριτικι ςκζψθ και καινοφριεσ 

δεξιότθτεσ που αφοροφν τθν επίλυςθ προβλθμάτων και τθ χριςθ και εξοικείωςθ με τισ νζεσ 

τεχνολογίεσ. Οι εφαρμογζσ που χρθςιμοποιοφνται ι μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ςτα 

πλαίςια τθσ ςχολικισ εκπαίδευςθσ αφοροφν κεφάλαια τθσ διδαςκόμενθσ φλθσ, όπωσ οι 

νόμοι του Νεφτωνα,  ι ακόμα και κεφάλαια πζραν αυτισ, που ζχουν όμωσ ιδιαίτερο 

ενδιαφζρον, όπωσ θ προςομοίωςθ των ατομικϊν ςυγκροφςεων ςτο πείραμα του CERN.   

 ΢τθ ςυγκεκριμζνθ εργαςία αναπτφςςεται εφαρμογι βαςιςμζνθ ςτο άτομο του 

υδρογόνου. Θ εφαρμογι αυτι ζχει ωσ ςτόχο να επιδείξει ζνα μικρό δείγμα των 
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δυνατοτιτων που δίνει θ χριςθ τθσ Mathematica ςτθν φυςικι επιςτιμθ. Με χριςθ απλϊν 

εντολϊν μπορεί κανείσ να μοντελοποιιςει τισ πρϊτεσ διεγερμζνεσ ςτάκμεσ του ατόμου και 

να μελετιςει τισ ςφμφωνεσ καταςτάςεισ του. ΢ε επίπεδο ανάπτυξθσ τθσ εφαρμογισ δίνεται 

θ δυνατότθτα εξοικείωςθσ τόςο με τθν γλϊςςα όςο και με το φαινόμενο.  Θ περιιγθςθ ςτισ 

εντολζσ τθσ γλϊςςεσ και οι ςυνεχείσ δοκιμζσ ϊςτε το αποτζλεςμα να είναι το επικυμθτό 

μου πρόςφεραν τθν εξοικείωςθ αυτι και μου άνοιξαν το δρόμο για περαιτζρω χριςθ τθσ 

γλϊςςασ αλλά και λεπτομερζςτερθ μελζτθ των τφπων τθσ κβαντικισ φυςικισ. Θ μελζτθ των 

ςφμφωνων καταςτάςεων ιταν το δυςκολότερο κομμάτι. Θ ςωςτι ςφνταξθ των τφπων 

επζφερε τελικά το αναμενόμενο αποτζλεςμα επιβεβαιϊνοντασ τθν κεωρθτικι ανάλυςθ, 

χωρίσ τθν χρονοβόρα εναςχόλθςθ με προςεγγίςεισ και κατανομζσ. Ο υπολογιςτισ 

ελαχιςτοποίθςε τον χρόνο μελζτθσ τθσ προτεινόμενθσ ςτθν βιβλιογραφία εξίςωςθσ για τισ 

ςφμφωνεσ καταςτάςεισ. Ο χριςτθσ, που ςε δεφτερο ςτάδιο κα μπορζςει να χρθςιμοποιιςει 

τθν εφαρμογι, μπορεί να μελετιςει ςτθν οκόνθ του υπολογιςτι του τισ διεγερμζνεσ 

καταςτάςεισ ενόσ ατόμου ωσ ειςαγωγι ςτθν κβαντικι φυςικι. Οι ςφνκετεσ και οι ςφμφωνεσ 

καταςτάςεισ είναι ιδανικζσ για περαιτζρω μελζτθ. Θα μποροφςε επίςθσ να χρθςιμοποιθκεί 

κατά τθ διάρκεια παράδοςθσ αντίςτοιχων κεφαλαίων ςε φοιτθτζσ ι ακόμα και μακθτζσ, 

μιασ και οι ςτάκμεσ των ατόμων διδάςκονται ιδθ από τισ τάξεισ του γυμναςίου. Θ 

εφαρμογι ςυνοδεφεται, όπωσ ςυνθκίηεται, από φφλλο οδθγιϊν ϊςτε να μπορεί κανείσ 

χωρίσ περαιτζρω υποδείξεισ να τθ χρθςιμοποιεί. Προςωπικά, κεωρϊ, πωσ θ κατανόθςθ του 

φαινομζνου όχι μόνο ωσ μακθματικοφσ τφπουσ προσ ανάλυςθ, αλλά και ωσ 

οπτικοποιθμζνου μοντζλου,  είναι ζνα χριςιμο εργαλείο ςτα χζρια φοιτθτϊν και μακθτϊν. 

 

 

4.2 Χρήση της  Mathematica 

 Για τθν δθμιουργία των μικροεφαργμογϊν χρθςιμοποιικθκε θ Mathematica 8.0. Θ 

πλθκϊρα παραδειγμάτων που παρατίκενται ςτθν βοικεια τθσ εφαρμογισ και θ μεγάλθ 

ποικιλία ςυναρτιςεων που διακζτει διευκολφνουν τον χριςτθ. Θ γλϊςςα Mathematica 

είναι μια ςυνεχϊσ εξελιςςόμενθ γλϊςςα που ιδθ από τισ πρϊτεσ εκδόςεισ τθσ είχε τθ 

δυνατότθτα να χειρίηεται αφθρθμζνεσ μακθματικζσ ζννοιεσ με μεγάλθ ταχφτθτα και 

εξαιρετικι ακρίβεια ςτα αποτελζςματα. Επίςθσ, διακζτει πλθκϊρα επιλογϊν και εντολϊν 

που ςτζφουν με επιτυχία τθ γραφικι απεικόνιςθ πλθκϊρασ αποτελεςμάτων, ςε 

διςδιάςτατθ ι τριςδιάςτατθ μορφι. 

 Αρχικά παρουςιάηεται θ οπτικοποίθςθ των ςτακμϊν του ατόμου του  υδρογόνου ςε 

τριςδιάςτατθ μορφι. Θ ςυνάρτθςθ που ορίηει τον ςχεδιαςμό αυτϊν είναι θ εξίςωςθ  

                
        

           
 

 
 

                   
                        

   
     

        , όπνπ Ε=1 γηα ην άηνκν ηνπ πδξνγόλνπ (αηνκηθόο αξηζκόο) θαη 

   ε αθηίλα Bohr πνπ ηζνύηαη κε 
  

   , ζε αηνκηθέο κνλάδεο όπνπ    e = m= 1. Οη 

αηνκηθέο κνλάδεο  απινπνηνύλ ηε ζπλάξηεζε, απνθεύγεηαη ε πνιππινθόηεηα ζηηο 

πξάμεηο εληόο ηεο εθαξκνγήο θαη βειηηζηνπνηείηαη ν ρξόλνο απόδνζεο ηνπ 

απνηειέζκαηνο, ρσξίο ην απνηέιεζκα λα δηαθέξεη από ην απαηηνύκελν. Ο 
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ρξσκαηηζκόο ηνπ ζρήκαηνο γίλεηαη ζύκθσλα κε ηνλ θαλόλα ρξσκαηηζκνύ γσληώλ 

ζην κηγαδηθό επίπεδν θαη ν νπνίνο αλαθέξεηαη ζρεκαηηθά ζηελ Δηθόλα 2 ηνπ 

θεθαιαίνπ 1. Ζ Mathematica δίλεη ηε δπλαηόηεηα ρξήζεο απηνκάησο απηνύ ηνπ 

θαλόλα κε  εληνιή πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κέζα ζε Plot είηε ηξηζδηάζηαην, 

είηε δηζδηάζηαην. Ζ ζπλάξηεζε πνπ  εηζέξρεηαη κέζα ζηελ εληνιή Plot3D θαη ηειηθά 

απεηθνλίδεηαη είλαη ε ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο. 

 Σα notebook                      ,                   ,          

           ,                     ,                     ,                     , 

                  ,                                  ,                    , 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηνλ νξηζκό ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ζρεδηάδνληαη, θαη  θαινύληα 

ζε έλα αξρηθό notebook κε ην όλνκα hyr+agt.nb. Με ηελ εθηέιεζεο ηεο εθαξκνγήο 

αλνίγεη θαη έλα παξάζπξν νδεγηώλ θαη δξαζηεξηνηήησλ. 

 ΢ην notebook                       ε εληνιή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ 

θαηαζθεπή ηνπ απινύ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ είλαη ε Parametric Plot 3D[], ε νπνία 

δέρζεθε σο όξηζκα ηελ απόιπηε ηηκή ηεο παξαπάλσ ζρέζεο κε ρξήζε ηεο εληνιήο 

Abs[]. Ζ εληνιή Parametric Plot 3D[] πξνηηκήζεθε ζηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε 

θαζώο ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη παξακεηξηθέο εμηζώζεηο               , 

y=             ,          γηα κεηαηξνπή ησλ θαξηεζηαλώλ ζπληεηαγκέλσλ ζε ζθαηξηθέο, 

κε ζθνπό ηε δεκηνπξγία ηνπ ζθαηξηθνύ θινηνύ ηνπ αηόκνπ. Με ηελ εληνιή Evaluate[], νη 

ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο δηαηηκήζεθαλ ζύκθσλα κε ηελ θπκαηνζπλάξηεζε ησλ 

ζηαζκώλ ηνπ πδξνγόλνπ, δίλνληαο ην αλακελόκελν απνηέιεζκα. Πξνθαλώο ζα 

ππάξρεη θαη άιινο ηξόπνο ζπλδπαζκνύ εληνιώλ γηα ηελ επίηεπμε ηνπ ίδην 

απνηειέζκαηνο. Ζ ζπλάξηεζε ζρεδηάδεηαη ζηα δηαζηήκαηα 

                         .  

Οη θβαληηθνί αξηζκνί επηιέγνληαη ζε όιεο ηηο κηθξνεθαξκνγέο από ηνλ 

ρξήζηε. Απηό επηηπγράλεηαη κε ρξήζε ηεο εληνιήο Manipulate[] , ε νπνία δίλεη ηε 

δπλαηόηεηα λα νξηζηεί κηα κεηαβιεηή ηεο νπνίαο ε ηηκή ζα κπνξεί λα θαζνξηζηεί 

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο εθηέιεζεο ηεο εθαξκνγήο. Οη επηιεγόκελεο ηηκέο δηαβάδνληαη 

από ηα Plots θαη θαηαζθεπάδνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο. Ζ δπλαηόηεηα επηινγήο ησλ 

θβαληηθώλ αξηζκώλ δελ είλαη απζαίξεηε ή απεξηόξηζηε. Γίλεηαη έλα εύξνο ηηκώλ γηα 

ηνλ θύξην θβαληηθό αξηζκό, θαη βήκα έλα, θαη ζύκθσλα κε απηό θαζνξίδνληαη νη 

ηηκέο γηα ηνπο άιινπο δύν θβαληηθνύο αξηζκνύο. Οη εληνιέο If[], πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαη εληόο ηεο Manipulate[], παξέρνπλ ηνπο θαηάιιεινπο πεξηνξηζκνύο 

γηα ηνπο n, l, m. Πξνθαλώο νξίδεηαη κέζσ ησλ εληνιώλ If όηη        θαη      .  

 Ζ αξρηθή εηθόλα δίλεη ηελ εηθόλα ηεο ζεκειηώδνπο ζηάζκεο ελώ δίπια 

αθξηβώο ζρεδηάδεηαη θαη ε αθηηληθή ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ηεο ίδηαο ζηάζκεο 

ρξεζηκνπνηώληαο  ηελ ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ηεο αθηηληθήο ζπλάξηεζεο  

            
        

           
 

 
 

                   
              

ςε ατομικζσ μονάδεσ. Χρθςιμοποιείται για τον ςχεδιαςμό τθσ θ εντολι Plot[] και θ 

εντολι Abs[] για να ορίςει τθν πυκνότθτα πικανότθτασ. Θ εντολι Manipulate[] 
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ορίηει τουσ κβαντικοφσ αρικμοφσ ταυτόχρονα και ςτισ δφο ςυναρτιςεισ (τθν 

ακτινικι και τθν γενικι κυματοςυνάρτθςθ).  

 Ο χριςτθσ μπορεί να επιλζξει τθν ςτάκμθ που επικυμεί επιλζγοντασ αρχικά 

τον κφριο κβαντικό αρικμό n. Αυτομάτωσ ςυγκεκριμενοποιοφνται οι επιλογζσ για 

του κβαντικοφσ αρικμοφσ l και m και εμφανίηεται θ τιμι τθσ ενζργειασ για τθ 

ςτάκμθ αυτι. Για το επιλεγόμενο l ςυγκεκριμενοποιοφνται αυτομάτωσ και οι 

επιλογζσ για τον κβαντικό αρικμό m. Θ επιλογι των κβαντικϊν ςτακμϊν 

περιορίηεται μζχρι n = 5.  

 ΢ε νζο παράκυρο δίνονται οδθγίεσ ςχετικά με τθ χριςθ και ενδεικτικά 

μερικζσ δραςτθριότθτεσ που μποροφν να πραγματοποιθκοφν, όπωσ θ παρατιρθςθ 

του ενεργειακοφ εκφυλιςμοφ και ο περιοριςμόσ ςτθν επιλογι των l και m. 

 ΢τθ ςυνζχεια δίνεται θ δυνατότθτα να παρατθριςει κανείσ τθν πρόςκεςθ 

καταςτάςεων ίδιασ ενζργειασ κακϊσ και τθ ςχθματικι αναπαράςταςθ τθσ 

υπζρκεςθσ δφο καταςτάςεων οποιοςδιποτε ενζργειασ ςτα notebooks 

                  , ,                     ,                     ,          

           ,                     . Οι εντολζσ που κακορίηουν το ςχθματιςμό 

αυτϊν των ςφνκετων καταςτάςεων είναι οι ίδιεσ με τισ προαναφερόμενεσ, με 

κατάλλθλουσ όμωσ ςυνδυαςμοφσ και περιοριςμοφσ. Οι κυματοςυναρτιςεισ είναι 

κανονικοποιθμζνεσ. 

Σο μενοφ Coherent States αναφζρεται ςτισ ςφμφωνεσ καταςτάςεισ. Οι 

επιλογζσ Coherent States1, Coherent States2, Coherent States2D, οι οποίεσ 

αντιςτοιχοφν ςτα ομϊνυμα notebooks, απεικονίηουν ςε τριςδιάςτατθ και 

διςδιάςτατθ μορφι αντίςτοιχα τθ χρονικι εξζλιξθ τθσ πυκνότθτασ πικανότθτασ ςτθν 

εξίςωςθσ  

               

∞

   

           
         

 

   
           

     
 

     
  

 
 

     
       

    
 

      

                                                                                     

όπου n o κφριοσ κβαντικόσ αρικμόσ. Θ άκροιςθ γίνεται για  δεκαζξι καταςτάςεισ. 

Καταςτάςεισ που θ τιμι του n διαφζρει πολφ από το    μποροφν να παραλειφτοφν, 

αφοφ θ ςυνάρτθςθ βάρουσ για μεγάλεσ διαφορζσ κα δϊςει αποτελζςματα πολφ 

μικρότερων τάξεων μεγζκουσ. Επίςθσ, θ άκροιςθ άπειρων ςυναρτιςεων 

κακυςτερεί πολφ τθν εκτζλεςθ τθσ εφαρμογισ. Οη θαηαζηάζεηο πνπ ρξεζηκνπνηεί  

ζηελ ππέξζεζε είλαη όιεο θπθιηθέο, δειαδή ηζρύεη         . 

 Ζ ζπλάξηεζε αξρηθά γίλεηαη όξηζκα ζε κηα εληνιή Sum[] γηα λα γίλεη ε 

άζξνηζε ησλ 16 θαηαζηάζεσλ. Κάζε θαηάζηαζε ραξαθηεξίδεηαη από ην n. Οη 

θαηαζηάζεηο πνπ ηειηθά επηιέγνληαη γηα ηελ άζξνηζε είλαη εθείλεο κε n πνιύ θνληά 

ζηελ πεξηνρή ηνπ   . ΢ηε ζπλέρεηα ε εληνιή Abs[] νξίδεη ηελ ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο. 
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Σειηθά ε ζπλάξηεζε ζρεδηάδεηαη κέζσ ηεο Plot3D[] γηα ηελ επηινγή «Coherent States 

1». Ζ ζπλάξηεζε είλαη θαλνληθνπνηεκέλε. Οη άμνλεο x-y έρνπλ ηηκέο γσληώλ από -π 

κέρξη π γηα ηελ κεηαβιεηή θ θαη από 0 κέρξη π γηα ηελ κεηαβιεηή ζ. ΢ηνλ άμνλα z 

αληηζηνηρεί ην πιάηνο ελώ είλαη εκθαλέο ην πάρνο ηεο ζπλάξηεζεο. Ζ κεηαβιεηή t 

νξίδεη ηνλ ρξόλν. Με ηελ εληνιή Manipulate δίλεηαη ε δπλαηόηεηα ζηνλ ρξήζηε λα 

νξίζεη ηελ κέζε ηηκή πνπ επηζπκεί, θαζώο θαη ηελ ηππηθή απόθιηζε. Γίλεηαη 

δπλαηόηεηα επηινγήο ζπγθεθξηκέλσλ ηηκώλ πνπ αλαθέξνληαη ζηελ βηβιηνγξαθία θαη 

επηβεβαηώλνληαη. Μεηά από πιεζώξα δνθηκώλ δηαπηζηώζεθε όηη γηα ηελ 

ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε νη ηηκέο γηα ην κέζσ n πξέπεη λα είλαη αξθεηά κεγάιεο, 

ώζηε λα είλαη δπλαηή ε παξαηήξεζε ηόζν ηεο πιήξνπο αλαβίσζεο, όζν θαη ησλ 

επηκέξνπο αλαβηώζεσλ.  

 ΢ην «Coherent States 2» παξνπζηάδεηαη ε εμέιημε ηεο θπκαηνκνξθήο ζε 

θπθιηθή θίλεζε. Γηα ην ζθνπό απηό ρξεζηκνπνηήζεθε ε εληνιή Parametric Plot3D[], 

ή νπνία επέβαιε ζηελ θπκαηνζπλάξηεζε λα εθηειεί θπθιηθή ηξνρηά ζην επίπεδν x-y. 

Υξεζηκνπνηνύληαη νη πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο κε παξακεηξηθέο εμηζώζεηο x=Cos[p], 

y=Sin[p] θαη z ηελ απόιπηε ηηκή ηεο θπκαηνζπλάξηεζεο ζην ηεηξάγσλν. Ζ 

ζπγθεθξηκέλε κνξθή είλαη ην ίδην αθξηβήο θαη πεξηζζόηεξν θαηαλνεηή από ηνλ 

ρξήζε, απνδίδεη όκσο ηα απνηειέζκαηα ζε πεξηζζόηεξν ρξόλν, ηνπιάρηζηνλ ζε 

ζπκβαηηθνύο ππνινγηζηέο. 

Αρχικά υπάρχει προτείνεται θ επιλογι τθσ μζςθσ τιμισ του n, κακϊσ και τθσ 

τυπικισ απόκλιςθσ. ΢τθ ςυνζχεια μπορεί κανείσ να παρατθριςει τθν χρονικι εξζλιξθ 

του κυματοπακζτου. Θ κυματοςυνάρτθςθ παραμζνει εντοπιςμζνθ για ελάχιςτεσ 

τροχιζσ Κζπλερ. Μια τροχιά Κζπλερ ολοκλθρϊνεται ςε κάκε ακζραια τιμι  τθσ 

μεταβλθτισ t, θ οποία μετριζται ςε μονάδεσ Σκ (περίοδοσ Κζπλερ) . Σο κφμα, ςτθ 

ςυνζχεια, διαςκορπίηεται ςτθν τροχιά του και εντοπίηεται ολικά ξανά μετά από 

χρόνο Trev ίςο με το πθλίκο του μζςου n  με τον αρικμό τρία και με διαφορά φάςθσ 

π από τθν αρχικι κυματοςυνάρτθςθ. ΢ε ενδιάμεςουσ χρόνουσ εντοπίηεται μερικϊσ. 

Οι χρόνοι αυτοί είναι ίςοι με Trev /4, Trev /3 και Trev  /2, όπου παρατθροφνται 

τζςςερα, τρία και δφο αντίγραφα μικρότερου πλάτουσ του αρχικοφ κφματοσ 

αντίςτοιχα. Ζςτω ότι ο χριςτθσ επιλζγει nm = 360 και sn = 2.5. Θ χρονικι εξζλιξθ τθσ 

ςυγκεκριμζνθσ ςυνάρτθςθσ φαίνεται με τθν επιλογι Play κάτω από το time. Αρχικά 

το κυματοπακζτο κα αρχίςει να διαςκορπίηεται, μζχρισ ότου διαςκορπιςτεί πλιρωσ. 

Αργότερα ςε χρόνο time =  30 κα διακρίνονται εμφανϊσ τζςςερα μζγιςτα, ςε time = 

40 κα διακρίνονται 3 μζγιςτα, ςε time = 60 δφο μζγιςτα και τελικά ςε time = 120 =  

Trev  θ κυματοςυνάρτθςθ κα επανεμφανιςτεί πλιρωσ με διαφορά φάςθσ π από τθν 

αρχικι για time = 0. 
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Κεφάλαιο 5  

 

Κώδικας της Εφαρμογής 

 

5.1 Δομή της εφαρμογής 

Με ηελ εθηέιεζε ηεο εθαξκνγήο εκθαλίδεηαη έλα θεληξηθό παξάζπξν κε ηίηιν 

«Hydrogen Atom», ην νπνίν πεξηέρεη (θαιεί), όιεο ηηο κηθξνεθαξκνγέο πνπ 

νξίζηεθαλ. Σα                      ,                   ,                     , 

                    ,                     ,                     , 

                  ,                                  ,                    , 

ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηνλ νξηζκό ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ζρεδηάδνληαη. Μέζσ ησλ ηξηώλ 

menu κπνξεί θαλείο λα πεξηεγεζεί ζηηο εθαξκνγέο. Οη ηίηινη ησλ επηινγώλ ησλ menu, 

αιιά θαη ην παξάζπξν ησλ νδεγηώλ-δξαζηεξηνηήησλ πνπ εκθαλίδεηαη καδί κε ηελ 

εθηέιεζε δηεπθνιύλεη ηελ πεξηήγεζε θαη ηελ ρξήζε.  

Ο θώδηθαο εθηέιεζεο ησλ αξρηθώλ παξαζύξσλ είλαη: 

 

(*Βαςικζσ ςυναρτιςεισ που ορίηουν το ςχεδιαςμό των ςτακμϊν του υδρογόνου και των 

ςφμφωνων καταςτάςεων*) 

 

                                 
       

    
     

                                  

                                                       

                            

                                            

                                        

psi90[r_,t_,p_,n_,nm_,sn2_]:= Exp[-(n-nm)^2./(4. sn2^2.)]  
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(1/(4. Pi^4.))  r^(n-1) Exp[-r/n] (Sin[t])^(n-1) Exp[I (n-1)p]; 

 

(*Ειςαγωγι των notebook όπου ςχεδιάηονται οι ςυναρτιςεισ  ςτο notebook που κα ορίςει 

το αρχικό παράκυρο*) 

DocumentNotebook[ 
CellGroup[ 

{TextCell["Hydrogen Atom", CellFrame {{2,2},{2,7}},  
FontColor Red, FontSize20 ,TextAlignment Center], 

 
Button["Simple Hydrogen Atom", 

NotebookOpen[ToFileName[Directory[],"Simple Hydrogen 
Atom.nb"]], 
ImageSize{Automatic,50},AlignmentCenter],  

 
ActionMenu["Combinations",  

  {"Same Energy level"NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
"Same   Energy level.nb"]], 

     "Ψ[1,0,0]+Ψ[2,0,0]” NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
"Ψ[1,0,0]+Ψ[2,0,0].nb"]], 

      "Ψ[1,0,0]+Ψ[3,1,0]"  NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
               " Ψ[1,0,0]+Ψ[3,1,0].nb"]]} 
       "Ψ[1,0,0]+Ψ[2,1,0]"  NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
               " Ψ[1,0,0]+Ψ[2,1,0].nb"]]} 
        "Ψ[3,0,0]+Ψ[2,1,0]"  NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
               " Ψ[3,0,0]+Ψ[2,1,0].nb"]]} 
 
 
 

,ImageSize{Automatic,50}],  
    

ActionMenu["Coherent States", 
 {"Coherent States 1"NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
        "Coherent States 1.nb"]],  
   "Coherent States 2" NotebookOpen[ToFileName[Directory[], 
        "Coherent States 2.nb"]],   

                   "Classical evolution" NotebookOpen[ToFileName[Directory[],  
                        "PsiClassic.nb"]]     }, 

ImageSize{Automatic,50}] 
    

   },Alignment Center],BackgroundGrayLevel[.8],Editable False] 
 
CreateWindow[ 

%,WindowTitle "Hydrogen" , WindowSize {500,400}] 
 
(*Δθμιουργία παρακφρου, κακοριςμόσ μεγεκϊν και ςυγγραφι κειμζνου,*) 
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                                 (*Δθμιουργία  παρακφρου με επεξθγιςεισ και 

δραςτθριότθτεσ*) 

 

5.2 Ορισμός Μικροεφαρμογών 

Παξαθάησ θαίλνληαη νη εληνιέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηνλ ζρεδηαζκό ηεο θάζε 

ζπλάξηεζεο. Σα notebook                      ,                   ,          

           ,                     ,                     ,                     ,   
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                  ,                                  ,                    , πνπ ηηο 

εθηεινύλ θαινύληαη ζην notebook ηνπ αξρηθνύ παξαζύξνπ κε ην όλνκα Hydrogen. 

(*΢ηάζκεο ηνπ αηόκνπ ηνπ πδξνγόλνπ θαη αθηηληθή θπκαηνζπλάξηεζε*) 

                  

 (*Περιοριςμοί ςτθν δυνατότθτα επιλογισ      κβαντικϊν αρικμϊν.*) 
             
                                         

                                     

                       

                       

                                    

                                                              

                                                                           

                                                                                                   

                                                                                                      
 
    

                                                                       
  

 
         

                                                                                               

                                                                                               

                                                                                   

                     

                                                                                        

           

 

                                                          

                                                                                                   
 
     

     
  

 
         

                                                                                                   

                                                                        

                                                                               

                                                                                              -     

                                                                 

                                                                              
    

     
    

                                                              

                                                              

                     

                             

                                                             .  .1    

] 

 

(*΢χεδιαςμόσ ακροίςματοσ ςτακμϊν ίδιασ ενζργειασ και ςτακμϊν τυχαίασ 

επιλογισ*) 
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(*΢χεδιαςμόσ ςφμφωνων καταςτάςεων  *) 

                            

                                                                          

        

(*ορισμός κσματοσσνάρτησης*) 

 

Manipulate[ 
Plot3D[ 

Abs[Sum[  

4.74122 Pi^2  psi78[1 ,t,p,n,nm,sn] 

     Exp[I time (2Pi nm^3)/(2. n^2)] 

    ,{n,nm-8,nm+8,1}]]^2, 

    {p,-Pi, Pi},{t,0,Pi}, 

PlotRange All,MeshNone,  
ColorFunction 
Function[{ p}, Hue[ p]] 

             ], 

   {time,0,130.,0.1 }, 

   {nm, {360.,111.,150.,300.}}, 

   {sn,{2.5,2 ,3,4}} 

          ] 
(*ςχεδίαςθ ςτο χϊρο, απεικόνιςθ μετακίνθςθσ ςε ευκεία γραμμι.*) 

 

CreateWindow[ 

DocumentNotebook[%], WindowTitle"Coherent States 1"] 

 

Manipulate[ 
ParametricPlot3D[ 

{  Sin[p ],  Cos[ p], Abs[Sum[4.74 Pi^2.  

psi78[1  ,t,p,n,nm,sn]  

Exp[I time (2.Pi nm^3.)/(2.  n^2.)], 
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{n,nm-8.,nm+8.,1}]]^2}, 

{p,0,2 Pi  },{t,0,Pi}, 

PlotRange All, MeshNone, 
 ColorFunction Function[{p}, Hue[ p]], 
 Axes False 

  ], 

     {time,0.,130.  }, 

     {nm,{ 360.,111.,150.,300.,80.}}, 

     {sn,{2.5,2,1.5,3.}}] 
        }}] 

 (*ςχεδίαςθ ςτο χϊρο, απεικόνιςθ μετακίνθςθσ κυκλικά*) 
 

CreateWindow [ 

DocumentNotebook[%], WindowTitle"Coherent States 2"] 

 

                                                         

 

                                    

                                                     

         

 

Manipulate[ 
Plot3D[ 
Abs[Sum[ 

4.77 Pi  psiclass[n,nm,sn, r,phi,thita] 

 Exp[I t (2Pi nm^3)/(2nm^2)(1- 2( n-nm)/nm)], 

{n,nm-7,nm+7,1}] 

]^2, 

{phi,-Pi,Pi},{thita,0,Pi}, 

PlotRange All,     
ColorFunctionFunction[{phi},Hue[phi] ] 

], 

{nm,{360,111,150,300}}, 

{sn,{2.5,2,3,4}},{r,1,10,1},{t,0,100} 

] 

 

CreateWindow[ 
DocumentNotebook[%]] 

 

(ζρεδηαζκόο ζε δύν δηαζηάζεηο γηα ηαρύηεξε παξαηήξεζε) 

                            

                                            

                                        

DocumentNotebook[ 
Manipulate[ 

Plot[ 
                                                      Abs[ 
                                                     Sum[ 4.74122 Pi^2   
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                                                      psi90[1,1/2Pi,p,n,nvalue,StDeviation] 
Exp[I time (2Pi nvalue^3)/(2.  n^2)], 
{n,nvalue-8,nvalue+8,1}]]^2, 
{p,-Pi, Pi}, 
PlotRange All,MeshNone,  
ColorFunction Function[{ p}, 
 Hue[ p]], 

     Filling Bottom], 
{time,0,130.,0.1 }, 
{nvalue,{360.,111.,150.,300. }}, 
{StDeviation,{2.5,2 ,3,4}}] 
                           ] 
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