
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

Θόρυβος σε φυσικά συστήµατα και µετρητικές διατάξεις  
 
 

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετασθούν τα φυσικά όρια στην ευαισθησία µετρητικών 
διατάξεων. Το φαινόµενο της κίνησης Brown θα εξετασθεί αρχικά, και στη συνέχεια 
άλλα συγγενικά φαινόµενα. 
 

1.1  Το φαινόµενο Brown 

Παραθέτουµε την ιστορική εισαγωγή από το άρθρο επισκόπησης των Bowling Barnes 
και Silverman για τα όρια που θέτει η κίνηση Brown στην ευαισθησία των µετρητικών 
διατάξεων1:  
 

 "Το 1827, ο φυσιοδίφης και ιατρός Robert Brown, ενώ εξέταζε αιωρήµατα διαφόρων 
µορφών γύρης µε τη βοήθεια ενός µικροσκοπίου µε έναν από τους καινούργιους 
αχρωµατικούς αντικειµενικούς φακούς, ανακάλυψε ότι τα µεµονωµένα σωµατίδια ήταν 
σε µια κατάσταση διαρκούς και έντονης κίνησης. Μετά την ανακοίνωσή του αυτού του 
γεγονότος, ακολούθησε ένας τεράστιος αριθµός πειραµάτων και θεωριών που 
επεδίωκαν να φθάσουν στην ακριβή φύση και τα αίτια της κίνησης αυτής. Αρχικά έγινε 
προσπάθεια εύρεσης ερµηνείας του φαινοµένου στο ενδεχόµενο τα σωµατίδια να ήταν 
ζωντανά. Αυτή η θεωρία όµως σύντοµα απερρίφθη, γιατί όπως τα σωµατίδια γύρης του 
Brown βρέθηκαν να συµπεριφέρονται και κόκκοι γυαλιού, ορυκτών, απολιθωµένου 
ξύλου, γύρις που ήταν γνωστής ηλικίας µεγαλύτερης από εκατό χρόνια, και ακόµη και 
σκόνη από µια πέτρα της Αιγυπτιακής Σφίγγας. Ερευνήθηκαν προσεκτικά δυνατότητες 
όπως τα ρεύµατα µεταφοράς στο διάλυµα, η εσωτερική κίνηση λόγω ανοµοιογενούς 
εξάτµισης, τα υγροσκοπικά ή τα τριχοειδή φαινόµενα, οι αµοιβαίες δυνάµεις µεταξύ 
των σωµατιδίων, ο σχηµατισµός µικρών φυσαλίδων αερίου, οι θερµοκρασιακές 
διαφορές λόγω του φωτισµού, κ.λπ. Κανένα από αυτά δεν βρέθηκε να είναι η 
πραγµατική αιτία του φαινοµένου, και η έρευνα συνεχίστηκε. Το 1863, ο Wiener 
δηµοσίευσε ένα εκτενές άρθρο, στο οποίο πρότεινε ότι αιτία της ακανόνιστης κίνησης 
ίσως ήταν η µοριακή δοµή του διαλύµατος. ∆ιερευνήθηκε το ενδεχόµενο ρευµάτων 
µεταφοράς των οποίων οι εγκάρσιες διατοµές είναι µικρές σε σύγκριση µε το µέγεθος 
των σωµατιδίων. Ο Cantoni οδηγήθηκε στο συµπέρασµα ότι οι ειδικές θερµότητες των 
σωµατιδίων και των διαλυµάτων συνδέονταν µε το φαινόµενο, ενώ ο Jevons πίστευε ότι 
το αίτιο ήταν ηλεκτρικής φύσεως. Το 1877, ο Delsaulx δηµοσίευσε µια εργασία στην 
οποία προτάθηκε για πρώτη φορά µια ερµηνεία που θεωρείται ακόµη ότι είναι η ορθή. 
Στην εργασία αυτή έδειξε ότι, σε ένα µικρό χρονικό διάστηµα, οι ωθήσεις που θα 
δεχόταν ένα σωµατίδιο από τα µόρια του περιβάλλοντος υγρού δεν θα ήταν συνεχώς 
ίσες προς όλες τις κατευθύνσεις, αλλά πολύ συχνά θα είχαν µια συνιστώσα σε κάποια 
κατεύθυνση. Υποκείµενο σε αυτές τις συνισταµένες ωθήσεις, το σωµατίδιο θα εκινήτο 
σε µια τυχαία τεθλασµένη τροχιά. Το 1880, ο Thirion επεσήµανε ότι ο Carbonelle είχε 
ήδη το 1874 διατυπώσει την ίδια θεωρία, και έτσι ο Carbonelle θεωρείται ότι έχει 
προτεραιότητα στην ερµηνεία της κίνησης Brown. Στον Gouy ανήκει όµως η τιµή ότι 
έχει πραγµατικά προετοιµάσει το δρόµο για τη σύγχρονή µας κατανόηση του 
φαινοµένου, γιατί τα πειράµατά του απέδειξαν χωρίς αµφιβολία ότι η πηγή των 
ωθήσεων πράγµατι είναι τα µόρια του περιβάλλοντος υγρού και όχι εσωτερική των 

                                                           
1 R. Bowling Barnes και S. Silverman, 'Brownian motion as a natural limit to all measuring processes,' 
Reviews of Modern Physics, 6, 162-192, (1934).  
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ίδιων των σωµατιδίων. Παρ' όλες αυτές τις 
εργασίες, όµως, πολλοί ερευνητές διαφωνούσαν 
µε αυτήν την άποψη και απέδιδαν το φαινόµενο 
σε άλλα αίτια. Μόνο µετά τις εργασίες των 
Einstein, v. Smoluchowski και Perrin φάνηκε 
ότι το θέµα έχει τελικά διευθετηθεί."     
 
 
 
Σχήµα 1.1.  Κίνηση Brown τριών κόκκων γύρης 
πάνω στο νερό. Οι θέσεις τους δίνονται όπως 
σχεδιάστηκαν από τον J. Perrin σε διαδοχικές 
χρονικές στιγµές που διέφεραν µεταξύ τους 
κατά 30 δευτερόλεπτα. Η διάµετρος των κόκκων 
ήταν 0,21 µm. Οι µεγαλύτερες µετατοπίσεις που 
φαίνονται στο σχήµα είναι της τάξης των 10 µm.  
 
 
 

  Η µαθηµατική ανάλυση του φαινοµένου έχει αρκετό θεωρητικό ενδιαφέρον1. 
Πρώτος ο Άινστάιν2, το 1905, έδειξε ότι στη θερµοκρασία Τ, η κίνηση µικρών σφαιρών 
ακτίνας a µέσα σε ένα υγρό µε συντελεστή ιξώδους η, περιγράφεται ως µια κίνηση 

διάχυσης, µε συντελεστή διάχυσης 
a

kTD
ηπ6

= , όπου k είναι η σταθερά του Boltzmann. 

Έτσι, αν ένα σωµατίδιο ξεκίνησε από το σηµείο (0,0,0) τη χρονική στιγµή , η 
πιθανότητα να βρίσκεται τη χρονική στιγµή t σε θέση που απέχει από το (0,0,0) 
απόσταση µεταξύ 

0=t

x  και  κατά µήκος του άξονα των dxx + x  είναι ίση µε 
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Εποµένως, η πιθανότητα να βρίσκεται στον όγκο dzdydxd =τ  γύρω από το σηµείο 
 είναι ),,( zyx
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και η πιθανότητα να βρίσκεται µεταξύ των αποστάσεων r  και drr +  από την αρχή 
είναι 
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Το φαινόµενο ανάγεται έτσι σε µια διεργασία διάχυσης. Ο Άινστάιν πρότεινε να 
χρησιµοποιηθεί η µέθοδος για τον προσδιορισµό της σταθεράς k και εποµένως την 
εύρεση µιας ακριβούς τιµής για τη σταθερά του Avogadro kRN A /= , όπου R είναι η 
                                                           
1 Βλ. για παράδειγµα το κλασικό άρθρο επισκόπησης του S. Chandrasekhar, "Stochastic problems in 
Physics and Astronomy," Review of Modern Physics, 15, (1), 1- 89, (1943). Στο βιβλίο N. Wax (editor) 
"Selected Papers on Noise and Stochastic Processes," Dover Publications,Inc., New York, 1954, 
αναδηµοσιεύεται το άρθρο αυτό µαζί µε άλλα σηµαντικά άρθρα για την κίνηση Brown και τις 
στοχαστικές διεργασίες.  
2 A. Einstein, Annalen der Physik, 17, 549-560, (1905). 
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παγκόσµια σταθερά των αερίων. Τα µεγέθη των µορίων θα µπορούσαν έτσι να 
προσδιοριστούν πειραµατικά. Τα αποτελέσµατα της κινητικής θεωρίας θα µπορούσαν 
να επιβεβαιωθούν, καθώς επίσης και να εδραιωθεί η θεωρία της ύπαρξης των µορίων 
και των ατόµων, τα οποία βρίσκονταν ακόµη υπό αµφισβήτηση από πολλούς 
επιστήµονες 1. Ο Perrin και οι συνεργάτες του, σε µια σειρά πειραµάτων, επιβεβαίωσαν 
τις προβλέψεις του Άινστάιν. 
 Αν ένας πολύ µεγάλος αριθµός σωµατιδίων, Ν, ελευθερωθεί τη χρονική στιγµή 

, από το σηµείο (0,0,0), η κατανοµή τους τη χρονική στιγµή t θα δίνεται από τη 
συνάρτηση  (αριθµός σωµατιδίων ανά µονάδα όγκου). Η µέση τιµή του 
τετραγώνου των συντεταγµένων των σωµατιδίων µετά από χρόνο t  βρίσκεται ότι είναι 

0=t
Ntzyxf ),,,(
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και η µέση τιµή του τετραγώνου της απόστασης από την αρχή είναι 
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Η διασπορά των σωµατιδίων στο χώρο δίνεται από τη γκαουσιανή κατανοµή (1.3), µε 
διαστάσεις που αυξάνονται µε το χρόνο όπως η ρίζα του µέσου τετραγώνου της 
απόστασης, 
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η οποία φαίνεται ότι είναι ανάλογη της τετραγωνικής ρίζας του χρόνου. 
 Αντίστοιχα αποτελέσµατα προκύπτουν αν αντί της µετατόπισης εξετασθεί η 
περιστροφή των σωµατιδίων. Έτσι, το µέσο τετράγωνο της γωνίας περιστροφής είναι  
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σχέση η οποία επιβεβαιώθηκε από τον Perrin. 
 Η συζήτηση έως εδώ περιορίσθηκε σε ελεύθερα σωµατίδια. Αν ένα σωµατίδιο 
υφίσταται και µια δύναµη επαναφοράς προς κάποιο σταθερό σηµείο, η κίνησή του θα 
είναι µια τυχαία ταλάντωση γύρω από το σηµείο ισορροπίας του. Η συµπεριφορά 
τέτοιων συστηµάτων, στα οποία συγκαταλέγονται και τα όργανα µέτρησης διαφόρων 
µηχανικών και ηλεκτρικών µεγεθών, θα µας απασχολήσει πιο κάτω.  
 

1.2  Η θερµοδυναµική και στατιστική θεώρηση της κίνησης Brown 

Όπως όλα τα φυσικά συστήµατα, έτσι και τα µετρητικά συστήµατα υπακούουν στους 
νόµους της Θερµοδυναµικής και της Στατιστικής Φυσικής. Η κατάσταση του 
συστήµατος περιγράφεται από τις τιµές τόσων συντεταγµένων  όσος 
είναι και ο αριθµός, Ν, των βαθµών ελευθερίας του συστήµατος, και από άλλες τόσες 
τιµές των συζυγών ορµών, . Αν το σύστηµα βρίσκεται σε θερµική 
ισορροπία µε το περιβάλλον του στη θερµοκρασία Τ, και οι συντεταγµένες έχουν 

Nqqqq ...,,, 321

Npppp ...,,, 321

                                                           
1 G. Holton, Introduction to Concepts and Theories in Physical Science, δεύτερη έκδοση, αναθεωρηµένη 
και µε νέο υλικό από τον S. G. Brush, Princeton University Press, 1985, Κεφάλαιο 22. Υπό έκδοση στα 
ελληνικά από τις Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Ε.Μ.Π., 2002.   
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επιλεγεί έτσι ώστε η κινητική ενέργεια του συστήµατος να δίνεται από µια σχέση της 
µορφής 
  iii mppK 2/)( 2∑=   (1.8) 
 
µε τετραγωνικούς µόνον όρους, η µέση τιµή του κάθε όρου είναι, σύµφωνα µε την αρχή 
της ισοκατανοµής της ενέργειας,  
  kTmp ii 2

12 2/ =  . (1.9) 
 

Έτσι, η µέση τιµή της κινητικής ενέργειας σε κάθε συντεταγµένη είναι kT2
1 . Το ίδιο 

ισχύει και για τη δυναµική ενέργεια, για κάθε τετραγωνικό όρο της µορφής 2
2
1

ii qK . 
 Οι διακυµάνσεις στην κίνηση Brown αντιστοιχούν σε µέση ενέργεια kT2

1  για κάθε 
βαθµό ελευθερίας. Η κατανοµή της ενέργειας αυτής, π.χ. ως προς τη συχνότητα κ.λπ., 
εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά του εξεταζόµενου συστήµατος.  
 Η Στατιστική Μηχανική µας δίνει την πιθανότητα η κανονικά κατανεµηµένη 
µεταβλητή x  η οποία έχει µέση τιµή 0=x , να έχει τιµή µεταξύ x  και , ως dxx +
 

  dxedxxW x 22 2/

2
1)( σ

σπ
−=  , (1.10) 

 

όπου η τιµή του 2x=σ  προσδιορίζεται από τη µέση ενέργεια kT2
1  στη µεταβλητή 

αυτή και τα χαρακτηριστικά του συστήµατος. Μπορούµε να υπολογίσουµε την 

πιθανότητα ( ασ≥xW )  µια τιµή x  µεγαλύτερη από σα ax =2  να µην είναι 
πραγµατικό σήµα αλλά να οφείλεται σε διακυµάνσεις του θερµικού θορύβου. Ο 
Πίνακας 1.1 δίνει τις τιµές για 4,3,2,1=α .  
 

ΠΙΝΑΚΑΣ  1.1 
 

 
a 

 

Τιµή της 
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x  

 

Αντίστοιχη 
ενέργεια στη 
µεταβλητή 
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( )kT2
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0,317 
 

2 
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( )kT2
14≥  

 

0,045 
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σ3≥x  
 

( )kT2
19≥  

 

0,003 
 

4 
 

σ4≥x  
 

( )kT2
116≥  

 

0,00006 
 

Η πιθανότητα, π.χ. η ενέργεια στη µεταβλητή x  να είναι µεγαλύτερη από  λόγω 
θερµικού θορύβου είναι 4,5 %.  

kT2

 
 Ένα παράδειγµα πειραµατικής παρατήρησης του θερµικού θορύβου δίνεται αµέσως 
παρακάτω. Οι Moll και Burger κατέγραψαν, το 1925, την απόκλιση συναρτήσει του 
χρόνου ενός γαλβανοµέτρου µε µηδενικό σήµα εισόδου. Κατάλληλη διάταξη 
µεγέθυνσης χρησιµοποιήθηκε για να είναι ανιχνεύσιµη η απόκλισή του λόγω του 
θερµικού θορύβου (Σχ. 1.2). Το πλάτος του θορύβου που καταγράφηκε ήταν της τάξης 
του 1 nV.  
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Σχήµα 1.2.  Καταγραφή της απόκλισης ενός γαλβανοµέτρου, στην οποία φαίνεται ο 
θερµικός θόρυβος. Για βαθµονόµηση, φαίνονται και οι αποκλίσεις για σήµατα ίσα µε 
100 και 10 nV.  
 

 Κατάλληλη προάσπιση από ηλεκτρικά, µαγνητικά και σεισµικά σήµατα ήταν 
απαραίτητη για να γίνει ορατό το σήµα του θερµικού θορύβου. Ο G. Ising ανέλυσε τα 
στατιστικά χαρακτηριστικά του σήµατος και βρήκε ότι συµφωνούσαν µε τις 
προβλέψεις της θεωρίας της κίνησης Brown όπως αυτές διατυπώθηκαν για τέτοια 
συστήµατα από τον von Smoluchowski. Έγιναν έτσι κατανοητά τα φαινόµενα θορύβου 
που είχαν παρατηρηθεί πολλές φορές στο παρελθόν σε πολύ ευαίσθητα συστήµατα. 
 Η παγκοσµιότητα των νόµων της Θερµοδυναµικής µάς εµποδίζει να µειώσουµε τις 
διακυµάνσεις στην κίνηση Brown ενός γαλβανοµέτρου. Εφόσον το σύστηµα βρίσκεται 
σε θερµική ισορροπία µε το περιβάλλον, ο θερµικός θόρυβος είναι αναπόφευκτος. Θα 
µπορούσαµε να υποθέσουµε ότι θα µειώσουµε το θόρυβο βάζοντας ένα γαλβανόµετρο 
σε πολύ υψηλό κενό ώστε να µειώσουµε την επίδραση των συγκρούσεων των µορίων 
του αέρα µε το µετρητικό σύστηµα. Κατ' αρχάς πρέπει να έχουµε υπόψη ότι και στο 
καλύτερο κενό που µπορούµε να πετύχουµε, η πυκνότητα των µορίων που αποµένουν 
στο χώρο είναι τεράστιος. Εκτός αυτού όµως, καθώς οι συγκρούσεις των µορίων του 
αέρα µε το γαλβανόµετρο γίνονται λιγότερο συχνές, το σύστηµα τείνει µεν να 
συµπεριφερθεί σαν ένα αποµονωµένο σύστηµα, το οποίο ταλαντώνεται στη δική του 
συχνότητα, αλλά το πλάτος των ταλαντώσεων διατηρεί την ίδια τιµή της ρίζας του 
µέσου τετραγώνου. Το αποτέλεσµα φαίνεται στο Σχ. 1.3. Η άνω καµπύλη δείχνει τις 
ταλαντώσεις ενός γαλβανοµέτρου σε ατµοσφαιρική πίεση, ενώ η κάτω καµπύλη σε µια 
πίεση της τάξης του  mm Hg.  410−

 

 
 
Σχήµα 1.3.  Οι θερµικές ταλαντώσεις ενός γαλβανοµέτρου. Η άνω καµπύλη δείχνει τις 
ταλαντώσεις όταν το γαλβανόµετρο βρίσκεται σε ατµοσφαιρική πίεση, ενώ η κάτω 
καµπύλη σε µια πίεση της τάξης του  mm Hg.  410−

 

 Ακόµη όµως και αν ήταν δυνατό να αφαιρεθούν τελείως τα µόρια του αέρα, το 
σύστηµα θα παραµένει σε θερµική ισορροπία µε το πεδίο της θερµικής ακτινοβολίας 
του περιβάλλοντος. Τα φωτόνια αυτού του πεδίου, στην ενεργειακή κατανοµή που 
αντιστοιχεί στη θερµοκρασία του περιβάλλοντος (ακτινοβολία µέλανος σώµατος), θα 
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βοµβαρδίζουν το σύστηµα, ανταλλάσσοντας ενέργεια, ορµή και στροφορµή µε το 
µηχανικό σύστηµα του γαλβανοµέτρου, και συντηρώντας την κίνηση Brown του 
συστήµατος. 
 Η µείωση της θερµοκρασίας θα είχε ως αποτέλεσµα τη µείωση της κίνησης Brown, 
εάν, σύµφωνα µε όσα µόλις αναφέρθηκαν, αυτή εκτείνεται σε όλο τον περιβάλλοντα το 
όργανο χώρο, συµπεριλαµβανοµένων και των επιφανειών µε τις οποίες το σύστηµα 
ανταλλάσσει ενέργεια στη µορφή θερµικής ακτινοβολίας. Και πάλι όµως το πρόβληµα 
θα παρέµενε. Το γαλβανόµετρο θα παραµένει συνδεδεµένο ηλεκτρικά µε κάποιο 
εξωτερικό κύκλωµα. Όπως θα δούµε παρακάτω, στο κύκλωµα αυτό θα υπάρχει 
ηλεκτρικός θόρυβος θερµικής προέλευσης, που θα αντιστοιχεί στη θερµοκρασία Τ  του 
κυκλώµατος. Το εξωτερικό κύκλωµα θα τροφοδοτεί το γαλβανόµετρο, ηλεκτρικά, µε 
ενέργεια, η οποία θα εκδηλώνεται ως κίνηση Brown. 
 

1.3  Οι περιορισµοί στην ευαισθησία ενός οργάνου λόγω του θερµικού θορύβου 

Αν η ευαισθησία ενός µετρητικού οργάνου ορισθεί ως  qx δδσ /= ,  όπου  qδ  είναι η 
µεταβολή στην ένδειξη του οργάνου για µεταβολή xδ  στο µετρούµενο µέγεθος, 
µπορούµε να γράψουµε 

  
A
B

q
x
==

δ
δ

σ    (1.11) 

 
µε Α την κατευθύνουσα δύναµη η οποία εξαρτάται από το κινούµενο σύστηµα του 
οργάνου, και Β ένας παράγοντας που προσδιορίζει την απόκλιση. Θέτοντας kT2

1=ε  

και 2
2
1 xA=ε , έχουµε το ισοδύναµο σήµα xδ  που θα προκαλούσε απόκλιση στο 

όργανο ίση µε αυτήν που οφείλεται σε θόρυβο ίσο µε τη ρίζα του µέσου τετραγώνου, 
2)( xx rms =δ , του µετρούµενου µεγέθους. Έτσι, 

  

  
A

xxx rms
εδδ 2)( 2 === , (1.12) 

 
και η αντίστοιχη ένδειξη του οργάνου είναι 
 

  
B

AkT
B

A
x

B
Aqq rmsrms ====

ε
δδδ

2
)()( . (1.13) 

 

Αυτό µπορεί να θεωρηθεί ως το µέσο σφάλµα σε µία µέτρηση του µεγέθους . Η 
σχέση µεταξύ των Α και Β είναι χαρακτηριστική της µετρητικής διάταξης.   

q

 Οι έννοιες αυτές θα αναπτυχθούν λεπτοµερέστερα παρακάτω. Ως κύριο παράδειγµα 
για τη συζήτηση θα χρησιµοποιηθεί το γαλβανόµετρο D' Arsonval. Το όργανο αυτό, 
µολονότι σε περιορισµένη πια χρήση, είναι κατάλληλο για τη µελέτη αυτών των 
φαινοµένων, γιατί έχει µηχανικά και ηλεκτρικά χαρακτηριστικά τα οποία είναι εύκολα 
κατανοητά και τα οποία είναι αντιπροσωπευτικά µιας µεγάλης ποικιλίας µετρητικών 
διατάξεων. Για τον λόγο αυτό θα εξετάσουµε µε ιδιαίτερη λεπτοµέρεια το φαινόµενο 
του θορύβου στο όργανο αυτό. 
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1.3.1  Γαλβανόµετρο D' Arsonval  

Το σύστηµα ανίχνευσης ενός γαλβανοµέτρου D' Arsonval αποτελείται από ένα µικρό 
κάτοπτρο αναρτηµένο πάνω σε µια πολύ λεπτή ίνα, συχνά από χαλαζία, όπως φαίνεται 
στο Σχ. 1.4. Το µετρούµενο ρεύµα, διαρρέει ένα πηνίο το οποίο βρίσκεται στερεωµένο 
στο κάτω άκρο της ίνας, µέσα σε σταθερό µαγνητικό πεδίο. Μια ροπή ασκείται έτσι, η 
οποία τείνει να περιστρέψει το κάτω άκρο της ίνας, και µαζί και το κάτοπτρο. Μια 
δέσµη φωτός που ανακλάται από το κάτοπτρο προβάλλει µια φωτεινή κηλίδα πάνω σε 
µια κλίµακα, της οποίας η θέση εξαρτάται από τη γωνία περιστροφής του κατόπτρου, 
και εποµένως και από το ρεύµα. Απόσβεση παρέχεται στο σύστηµα είτε µε 
ηλεκτροµαγνητικά µέσα είτε από τον αέρα.   
 

 
Σχήµα 1.4.  Σχηµατική παράσταση γαλβανοµέτρου. 
 

 Οι τυχαίες συγκρούσεις των µορίων του αέρα µε το σύστηµα προκαλούν µικρές 
αποκλίσεις γύρω από τη θέση ισορροπίας. Μπορούµε λοιπόν να µιλήσουµε για κίνηση 
Brown του γαλβανοµέτρου, µε τη διαφορά ότι, σε αντίθεση από την περίπτωση του 
ελεύθερου σωµατιδίου, εδώ έχουµε µια επαναφέρουσα ροπή που τείνει να διατηρήσει 
το σύστηµα στη θέση ισορροπίας του.  
 Αν η ροπή αδρανείας του περιστρεφόµενου συστήµατος είναι Ι και η 
αναπτυσσόµενη από την ίνα ροπή επαναφοράς ανά µονάδα γωνίας περιστροφής είναι 
Κ,  για περιστροφή κατά γωνία θ  η δυναµική ενέργεια του συστήµατος είναι 2

2
1 θK  και 

η κινητική του ενέργεια είναι 2
2
1 ωI , όπου ω  είναι η γωνιακή ταχύτητα του 

περιστρεφόµενου συστήµατος. Από τη γενική θεωρία που αναπτύχθηκε στην Ενότητα 
1.2, η θερµική κίνηση του συστήµατος χαρακτηρίζεται από τα µεγέθη 
 

  kTI 2
12

2
1 =ω       και       kTK 2

12
2
1 =θ  . (1.14) 

 
Θα παρατηρείται λόγω θορύβου µια γωνιακή απόκλιση µε ρίζα της µέσης τετραγωνικής 
τιµής ίσης µε 

  
K
kT

rms == 2θθ . (1.15) 
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Για µια πολύ λεπτή ίνα χαλαζία,  m N / rad. Έτσι, στη θερµοκρασία δωµατίου, 
293 Κ, έχουµε 

1310−≈K

  7,00,012rad 102
10

2931038,1 o4
13

23
′≈≈×≈

××
== −

−

−

K
kT

rmsθ  . 

Αν η φωτεινή κηλίδα προβάλλεται σε µια κλίµακα που απέχει 1 m =1000 mm από το 
κάτοπτρο, το αντίστοιχο πλάτος ταλάντωσης της κηλίδας θα είναι  
mm, ή 0,4 mm. Με τέτοιες µετρήσεις, ο Kappler προσδιόρισε την τιµή της σταθεράς 
του Avogadro ως .  

)1021000(2 4−×××

-123 mol 10)06,006,6( ×±=AN
 ∆εδοµένης της τιµής της  rmsθ , ποια είναι η αντίστοιχη τιµή του ρεύµατος, , στο 
γαλβανόµετρο, που θα προκαλούσε την ίδια απόκλιση; Αυτή η τιµή µπορεί να θεωρηθεί 
ως ένα µέτρο του µικρότερου ρεύµατος που θα µπορούσε να µετρηθεί από το 
γαλβανόµετρο, ως µόλις ανιχνεύσιµο πάνω από τον θόρυβο (στην πράξη, ως ελάχιστο 
µετρήσιµο ρεύµα λαµβάνεται ένα πολλαπλάσιο αυτού, π.χ. , γιατί η τιµή αυτή έχει 
πιθανότητα µόλις 1/16000 να εµφανιστεί τυχαία ως θόρυβος στο γαλβανόµετρο). Για να 
βρούµε την τιµή του , πρέπει να λάβουµε υπόψη τα χαρακτηριστικά του οργάνου. 

rmsi

rmsi4

rmsi
 Αν το πηνίο του γαλβανοµέτρου έχει Ν  σπείρες εµβαδού Α η καθεµιά, και βρίσκεται 
µέσα σε µαγνητικό πεδίο Β που είναι κάθετο στο επίπεδο του πηνίου, όταν το 
γαλβανόµετρο διαρρέεται από ρεύµα i , η ροπή που θα ασκείται στο πηνίο θα είναι  
 

  iNNiABM B )( Φ== , 
 
όπου  είναι η ροή του µαγνητικού πεδίου µέσα από µια σπείρα του πηνίου. Η 
ροπή επαναφοράς που ασκεί η ίνα του γαλβανοµέτρου είναι  

AB=Φ

 

  θKM E = ,  
 
όπου είναι η γωνία απόκλισης του γαλβανοµέτρου. Εξισώνοντας, 
 

  i
K

NΦ
=θ . (1.16) 

 

 Στην τιµή rmsθ  της ρίζας του µέσου τετραγώνου της απόκλισης λόγω κίνησης 
Brown, αντιστοιχεί τιµή ρεύµατος ίση µε 
 

   rmsrms N
Ki θ
Φ

=  (1.17) 
 
Για βέλτιστη απόκριση, τόσο σε ταχύτητα όσο και σε πλάτος, στο γαλβανόµετρο 
χρησιµοποιείται κρίσιµη απόσβεση, µε σύνδεση σε σειρά ηλεκτρικής αντίστασης η 
οποία βρίσκεται ίση µε 

  
I

NRc π
τ

4
0

22Φ
= , (1.18) 

 

όπου  
K
Iπτ 20 =  (1.19) 

 
είναι η περίοδος των ελεύθερων ταλαντώσεων του γαλβανοµέτρου.  
 Έτσι, 

  
0τ

π

c
rms R

kT
i =  (1.20) 
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και η αντίστοιχη τάση στα άκρα του γαλβανοµέτρου., 
 

  
0τ

π
υ c

rms
kTR

= . (1.21) 

Αντικαθιστώντας, για 293 Κ, 
 

   
0

10 11012,1
τc

rms R
i −×=   ampere,        και        

0

101012,1
τ

υ c
rms

R−×=   volt.    (1.22) 

 
Παίρνοντας τα τετραπλάσια αυτών των τιµών ως τα ελάχιστα µετρήσιµα µεγέθη, 

  και  rmsii 4min = rmsυυ 4min = ,  αντίστοιχα, έχουµε: 
 

   
0

10
min

1105,4
τcR

i −×=   ampere,        και        
0

10
min 105,4

τ
υ cR−×=   volt.    (1.23) 

 

Για παράδειγµα, για ένα γαλβανόµετρο µε  s 160 =τ   και Ω=100cR , το ελάχιστο 
µετρήσιµο ρεύµα είναι  Α11

min 10−≈i ≈ 10 pA, και η ελάχιστη µετρήσιµη διαφορά 
δυναµικού  V 1 nV.  9

min 10−≈υ ≈
 Το σηµαντικότερο συµπέρασµα που προκύπτει από τις εξισώσεις 1.20 και 21, είναι 
ότι µπορούµε να αυξήσουµε την ευαισθησία ενός γαλβανοµέτρου (ή και κάθε 
παρόµοιου οργάνου) αυξάνοντας την περίοδο 0τ του οργάνου. Η βελτίωση εξαρτάται 
από την τετραγωνική ρίζα 0τ . Η βελτίωση προκύπτει γιατί ουσιαστικά το όργανο 
ολοκληρώνει ως προς τον χρόνο τόσο τον θόρυβο όσο και το σήµα για µεγαλύτερο 
χρονικό διάστηµα. Το µεν σήµα θεωρείται ότι παραµένει σταθερό και δεν επηρεάζεται 
από την ολοκλήρωση, ενώ ο θόρυβος, ο οποίος παίρνει τόσο θετικές όσο και αρνητικές 
τιµές, αυτοαναιρείται µερικώς (αλλά όχι πλήρως φυσικά). Υπενθυµίζουµε ότι 
παίρνοντας  µετρήσεις ενός µεγέθουςn 1, µε περιορισµένη ακρίβεια, µειώνουµε την 
αβεβαιότητα της µέσης τιµής του µεγέθους κατά ένα παράγοντα n .  Η αναλογία δεν 
είναι καθόλου τυχαία, και ισχύει για κάθε µετρητική διάταξη. Η αύξηση του χρόνου 
απόκρισης του συστήµατος, βελτιώνει µεν την ευαισθησία του οργάνου, αλλά θέτει 
αυξηµένες απαιτήσεις στη µηχανική αντοχή του οργάνου (στην περίπτωση του 
γαλβανοµέτρου, στην αντοχή της ίνας) και στην υποµονή του παρατηρητή! 
 

1.3.2  Ζυγοί 

Ζυγός ελατηρίου (∆υναµόµετρο). Ο ζυγός αποτελείται από ένα ελατήριο σταθεράς Κ, 
στην κάτω άκρη του οποίου εξαρτάται η µάζα της οποίας το βάρος θα µετρηθεί. Λόγω 
της κίνησης Brown, το µήκος x του ελατηρίου µεταβάλλεται έτσι ώστε η επιµήκυνση 

του ελατηρίου να έχει µια ρίζα µέσης τετραγωνικής τιµής 2)( xδ  τέτοια ώστε 
 

  kTxK 2
12

2
1 )( =δ  . (1.24) 

Εποµένως, 

                                                           
1 Βλ., για παράδειγµα, Τοµέας Φυσικής, Τµήµα Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών, 
Ε.Μ.Π., Εργαστηριακές Ασκήσεις Φυσικής, Τόµος Ι, Εκδόσεις Συµµετρία, 1994 κ.ε., "Ανάλυση και 
παρουσίαση πειραµατικών αποτελεσµάτων." 
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K
kTx =2)(δ  (1.25) 

 
είναι η ρίζα της µέσης τετραγωνικής τιµής της επιµήκυνσης του ελατηρίου λόγω του 

θερµικού θορύβου. Η ευαισθησία του ζυγού είναι  
K
g

m
x
==

δ
δ

σ   όπου g η επιτάχυνση 

της βαρύτητας. Έτσι, η µάζα που θα προκαλούσε επιµήκυνση ίση µε 2)( xδ  είναι 
 

  
g

kTKm =δ  . (1.26) 

 
Αν στο άκρο του ελατηρίου η ολική συνδεδεµένη µάζα είναι mM +   όπου m  είναι η 
µάζα προς µέτρηση, τότε η περίοδος ταλαντώσεων του συστήµατος, χωρίς απόσβεση, 
θα είναι 

  
K

mM +
= πτ 20  (1.27) 

και εποµένως 

  
0

)(
2

τ
πδ

g
mMkT

m
+

=  . (1.28) 

Αριθµητικά, στους 293 Κ,   

  
0

9109,0
τ

δ mMm +
×= −   γραµµάρια. (1.29) 

 
Αναλυτικός (χηµικός) ζυγός. Με παρόµοια επιχειρήµατα, βρίσκεται ότι το όριο στην 
ευαισθησία ενός αναλυτικού ζυγού λόγω της κίνησης Brown δίνεται από τη σχέση: 
 

  
0

)2(
2

τ
πδ

g
mMkT

m
+

=  . (1.28) 

Στους 293 Κ,   

  
0

9 2109,0
τ

δ mMm +
×= −   γραµµάρια. (1.29) 

 
Τα µεγέθη αυτά δεν παρουσιάζουν καµιά πρακτική δυσκολία στη διαδικασία της 
ζύγισης γιατί είναι τουλάχιστο 1000 φορές µικρότερα από την ευαισθησία των 
καλύτερων ζυγών που κατασκευάζονται σήµερα..  
 

 Έως τώρα εξετάσαµε τον θόρυβο στα ίδια τα µετρητικά συστήµατα. Παρακάτω θα 
αναφερθούµε στις διακυµάνσεις που παρουσιάζονται στο µετρούµενο µέγεθος λόγω του 
θερµικού θορύβου. 
 

1.4  Στοχαστικός ηλεκτρικός θόρυβος 

Το φαινόµενο αυτό παρατηρήθηκε αρχικά από τον Schottky σε θερµιονικές λυχνίες. 
Ονοµάστηκε από αυτόν Schrot effect ή shot effect (small shots = σκάγια), λόγω της 
ακουστικής του οµοιότητας µε τον θόρυβο που κάνουν τα σκάγια όταν πέφτουν τυχαία 
πάνω σε µια επιφάνεια, σε µεγάλους αριθµούς 
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 Η ροή του ηλεκτρικού ρεύµατος σε µια λυχνία δεν είναι συνεχής αλλά υπόκειται σε 
διακυµάνσεις λόγω της τυχαίας φύσης της εκποµπής των ηλεκτρονίων από την κάθοδο. 
Αν ο µέσος ρυθµός εκποµπής ηλεκτρονίων ανά µονάδα χρόνου από την κάθοδο είναι r, 
σε µια µέτρηση που διαρκεί χρονικό διάστηµα t∆  ο µέσος αναµενόµενος αριθµός 
ηλεκτρονίων θα είναι  . Η διαδικασία υπακούει στατιστική Poisson. Έτσι, η 
τυπική απόκλιση από τον αναµενόµενο στη µέτρηση αριθµό ηλεκτρονίων θα είναι 

trn ∆=

 

  trnnn rms ∆=== 2)()( δδ  .  (1.30) 
 
 Το µέσο µετρούµενο ρεύµα θα είναι ίσο µε  /i en t er= ∆ = , όπου  e το φορτίο του 
ηλεκτρονίου. Η τιµή του ρεύµατος που αντιστοιχεί στη διακύµανση rmsn)(δ  στον 
αριθµό των ηλεκτρονίων είναι 
  trenei rms ∆==)(δ  (1.31) 
και εποµένως 

  
t

eii rms ∆
=)(δ . (1.32) 

 
Λόγω της διακριτότητας του ηλεκτρικού φορτίου, η µέτρηση ενός ρεύµατος καθόδου 
ίσου µε i θα εµφανίζει διακυµάνσεις της τάξης του rmsi)(δ . Η σχέση (1.32) 
χρησιµοποιήθηκε από τους Hull και Williams για τον προσδιορισµό του ηλεκτρονικού 
φορτίου, µε αποτέλεσµα , σε ικανοποιητική συµφωνία µε τη 
σηµερινή αποδεκτή τιµή. 

C 10585,1 19−×−=e

 Το φαινόµενο είναι δευτερεύουσας σηµασίας συγκρινόµενο µε τον θόρυβο Johnson 
που εξετάζεται παρακάτω. Σε µερικά όργανα όµως, όπως π.χ. ο φωτοπολλαπλασιαστής, 
παίζει καθοριστικό ρόλο. 
 

1.5  Θόρυβος Johnson 

Πρώτος ο Άινστάιν1, το 1906, διατύπωσε την άποψη ότι η κίνηση Brown των 
ηλεκτρονίων σε έναν αγωγό (µιας ηλεκτρικής αντίστασης) θα οδηγούσε στην εµφάνιση 
κυµαινόµενης διαφοράς δυναµικού στα άκρα του. Το φαινόµενο παρατηρήθηκε 
πειραµατικά από τον Johnson2 to 1928, και το φάσµα συχνοτήτων του θορύβου 
εξηγήθηκε θεωρητικά από τον Nyquist3.  
 Παραθέτουµε την εξαγωγή της σχέσης που δίνει την ισχύ που παρέχει µια αντίσταση 
λόγω θερµικού θορύβου, όπως αυτή διατυπώθηκε από τον Nyquist. Θεωρούµε µια 
γραµµή µεταφοράς, χωρίς απώλειες, η οποία έχει µήκος  και χαρακτηριστική 
αντίσταση 

l

CL / , όπου L και C  είναι η αυτεπαγωγή και η χωρητικότητα της γραµµής 
ανά µονάδα µήκους, αντίστοιχα. Σε κάθε άκρο της γραµµής υπάρχει συνδεδεµένη 
ωµική αντίσταση ίση µε CLR /= . Λόγω αυτών των αντιστάσεων, τα οδεύοντα 
ηλεκτροµαγνητικά κύµατα που φθάνουν στα δύο άκρα απορροφούνται πλήρως.  
 Οι δύο αντιστάσεις βρίσκονται στην ίδια απόλυτη θερµοκρασία, Τ. Λόγω των 
διακυµάνσεων των θέσεων των φορτίων εντός των αντιστάσεων, κάθε µια από αυτές 
δρα σαν µια γεννήτρια εναλλασσοµένων ηλεκτρικών σηµάτων, τα οποία διαδίδονται 
κατά µήκος της γραµµής µεταφοράς, µε ταχύτητα LC/1=υ , και απορροφούνται 

                                                           
1 A. Einstein, Ann. Phys. 19, 289, 371, (1906). 
2 J. B. Johnson, Phys. Rev. 32, 97, (1928).   
3 H. Nyquist, Phys. Rev. 32, 110, (1928).   
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Σχήµα 1.5.   
Γραµµή µεταφοράς, για τον 
υπολογισµό του θερµικού 
θορύβου από ηλεκτρική 
αντίσταση.  
 

πλήρως από την άλλη αντίσταση. Για να διατηρηθεί η θερµοδυναµική ισορροπία, οι 
δύο αντιστάσεις πρέπει να παρέχουν ενέργεια στη γραµµή µε τον ίδιο ρυθµό. Αυτό δε 
πρέπει να συµβαίνει σε οποιαδήποτε περιοχή συχνοτήτων, διαφορετικά θα 
µπορούσαµε, µε χρήση κατάλληλων ηλεκτρικών φίλτρων, να επιτύχουµε τη µεταφορά 
περισσότερης ενέργειας από τη µια των αντιστάσεων στην άλλη, παραβιάζοντας έτσι το 
δεύτερο θερµοδυναµικό αξίωµα. Το φάσµα συχνοτήτων του θορύβου από την κάθε 
αντίσταση θα είναι εποµένως η ίδια συνάρτηση της συχνότητας, , και των R και Τ.  f
 Σε κάποια χρονική στιγµή, αφού έχει αποκατασταθεί ισορροπία στη µόνιµη 
κατάσταση, οι δύο αντιστάσεις αφαιρούνται, και τα δύο άκρα της γραµµής µεταφοράς 
είτε αφήνονται ανοικτά, είτε βραχυκυκλώνονται. Τα κύµατα που διαδίδονται τώρα κατά 
µήκος της γραµµής είναι παγιδευµένα σε αυτήν, ανακλώµενα πλήρως στα δύο άκρα. Η 
µικρότερη συχνότητα στη γραµµή είναι l2/0 υ=f . Τα άλλα στάσιµα κύµατα θα έχουν 
συχνότητες , ,…, ,  όπου n κάποιος ακέραιος. Καθένα από αυτά τα στάσιµα 
κύµατα είναι µια κανονική ταλάντωση σε ένα από τους βαθµούς ελευθερίας του 
συστήµατος, και σε αυτόν αντιστοιχεί µέση ενέργεια  (

02 f 03 f 0fn

kT kT2
1  για την ηλεκτρική 

ενέργεια και kT2
1  για τη µαγνητική ενέργεια). 

 Ας εξετάσουµε τώρα την περιοχή συχνοτήτων µεταξύ 011 fnf =  και , όπου  022 fnf =

1n  και  είναι ακέραιοι, µε . Ο αριθµός των κανονικών τρόπων ταλάντωσης 
στη περιοχή αυτή των συχνοτήτων είναι 

2n 12 nn >

12 nnN −= . Πολλαπλασιάζοντας και 
διαιρώντας στα δεξιά µε  έχουµε: 0f
 

  
0

12

0

0102

f
ff

f
fnfnN −
=

−
= . (1.33) 

 
Αφού ο κάθε τρόπος έχει µέση ενέργεια , η µέση ολική ενέργεια στην περιοχή των 
συχνοτήτων  είναι 

kT
12 fff −=∆

  f
f

kTNkTW ∆==
0

. (1.34) 

 

 Αφού τα κύµατα διαδίδονται στη γραµµή µε ταχύτητα υ , αυτή η ενέργεια θα πρέπει 
να ισούται µε την ενέργεια µε την οποία οι δύο αντιστάσεις τροφοδοτούσαν τη γραµµή 
σε χρόνο ίσο µε  υ/l , τον χρόνο που απαιτείται για να διανύσει το κάθε κύµα το 
πλήρες µήκος της γραµµής. Εποµένως, η παρεχόµενη από την κάθε αντίσταση ισχύς 
στη συγκεκριµένη περιοχή συχνοτήτων είναι 
 

  fkTf
f

kTWP ∆=∆==
ll 02/2

1 υ
υ

. (1.35) 

 
Η ισχύς εξαρτάται µόνο από τη θερµοκρασία και από το εύρος συχνοτήτων που 
ανιχνεύεται. ∆εν εξαρτάται από τις τιµές των συγκεκριµένων συχνοτήτων. Η ισχύς ανά 
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µονάδα περιοχής συχνοτήτων είναι εποµένως σταθερή σε µια θερµοκρασία. Έχουµε 
δηλαδή ένα λευκό φάσµα, ή λευκό θόρυβο, όπως αποκαλείται ο θόρυβος Johnson. 
 Το ισοδύναµο µέσο τετράγωνο του ρεύµατος στο κύκλωµα βρίσκεται από τη σχέση 

2P Ri=  και είναι  

  f
R

kTi ∆=2 , (1.36) 
 
ενώ η το µέσο τετράγωνο της ηλεκτρεγερτικής δύναµης στα άκρα της αντίστασης 
βρίσκεται από τη σχέση 2 / 4P E R=  [βλ. π.χ. Εξ. (2.5)] και είναι ίσο µε 
 

  fkTRE ∆= 42 . (1.37) 
 
 Για παράδειγµα, µιας αντίσταση 100 kΩ που βρίσκεται σε θερµοκρασία 300 Κ, 
αναπτύσσει στα άκρα της, στην ακουστική περιοχή συχνοτήτων, 20 - 20000 Hz, µια 
ηλεκτρεγερτική δύναµη της οποίας η ρίζα του µέσου τετραγώνου της είναι ίση µε  
 

µV 6 volt108,5)2020000(3001038,11044 62352 ≈×=−×××××=∆== −−fkTREErms . 
 

Αναφέρεται επίσης ενδεικτικά ότι η µέση ισχύς που παρέχεται από την αντίσταση αυτή 
κάτω από τις ίδιες συνθήκες είναι 
 

   W103,8)104/()108,5(4/ 175262 −− ×=××== REP . 
 

Η ισχύς αυτή µπορεί βεβαίως να απορροφηθεί πλήρως από µια άλλη ίση αντίσταση, 
συνδεδεµένη στα άκρα της αντίστασης των 100 kΩ που θεωρείται ως η πηγή του 
θερµικού θορύβου. 
 Βεβαίως η σχέση (1.37) θα οδηγούσε στην παροχή άπειρης ισχύος για ολόκληρο το 
φάσµα των συχνοτήτων. Η διόρθωση που θα πρέπει να γίνει είναι να τεθεί η µέση 
ενέργεια στον κάθε κανονικό τρόπο ταλάντωσης ίση όχι µε kT, αλλά µε 
 

  
1/ −kThfe

hf  
 
όπως υπαγορεύεται από τη Στατιστική Θερµοδυναµική. Η ενέργεια αυτή είναι πολύ 
κοντά στην kT  για συχνότητες hkTf /<< , όπου h είναι η σταθερά του Planck. Για 300 
Κ, είναι  . Για όλους σχεδόν τους πρακτικούς σκοπούς η 
σχέση (1.37) είναι εποµένως ικανοποιητική.  

GHz 6Hz 103,6/ 12 ≈×=hkT

 Ο θερµικός θόρυβος Johnson εικονίζεται στο Σχ. 1.6. Η διαφορά δυναµικού ανάµεσα 
στα άκρα µιας ηλεκτρικής αντίστασης καταγράφεται µε παλµογράφο, συναρτήσει του 
χρόνου. Το φάσµα του θορύβου δεν είναι λευκό γιατί το όργανο λειτουργεί και σαν 
φίλτρο αποκοπής των πολύ µεγάλων συχνοτήτων (όπως είναι εµφανές στην κατώτερη 
και πιο γρήγορη καταγραφή).  
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Σχήµα 1.6.  Καταγραφή, µε παλµογράφο, του σήµατος θερµικού θορύβου από µια 
ηλεκτρική αντίσταση. Η µεσαία σάρωση έχει χρονική διάρκεια 4 φορές µικρότερη από 
την πρώτη (πάνω), και η τρίτη (κάτω) 20 φορές. 

 

1.5.1  Θόρυβος Johnson σε ηλεκτρικά κυκλώµατα. 

Κάθε ηλεκτρικό κύκλωµα που περιέχει ωµικές αντιστάσεις, διαρρέεται, σύµφωνα µε τα 
παραπάνω, από ρεύµα που οφείλεται στον θερµικό θόρυβο των αντιστάσεων. Για τους 
σκοπούς της ανάλυσης του θορύβου σε ηλεκτρικά κυκλώµατα, µια ωµική αντίσταση R 
πρέπει να θεωρείται ως µια πηγή ηλεκτρεγερτικής τάσης σε σειρά µε την R. Η πηγή 
θεωρείται ως πηγή εναλλασσόµενης τάσης, της οποίας η ρίζα του µέσου τετραγώνου 

 δίνεται από την Εξ. (1.37) ως rmsE
 

  fkTREErms ∆== 42 . (1.38) 
 
Το Σχ. 1.7(α) δείχνει αυτή την εικόνα. Εναλλακτικά, µια πηγή ρεύµατος  
 

  RfkTREii rmsrms /4/2 ∆===  (1.39) 
 
µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι συνδεδεµένη παράλληλα µε την αντίσταση, όπως φαίνεται 
στο Σχ. 1.7(β). Οι δύο αυτές αναπαραστάσεις µιας αντίστασης και του θορύβου που 
αυτή παράγει, είναι ισοδύναµες. 
 

Σχήµα 1.7  Ισοδύναµα κυκλώµατα 
για την περιγραφή του θερµικού 
θορύβου µιας ηλεκτρικής αντίστασης.  
(α) Γεννήτρια τάσης  fkTRErms ∆= 4  
συνδεδεµένη σε σειρά µε την 
αντίσταση.  
(β) Γεννήτρια ρεύµατος 

RfkTirms /4 ∆=   συνδεδεµένη 
παράλληλα µε την αντίσταση. 
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Θόρυβος Johnson σε κύκλωµα RC 

Το πιο απλό κύκλωµα στο οποίο µπορούµε να µελετήσουµε τον θόρυβο είναι µια 
αντίσταση R σε σειρά µε έναν πυκνωτή χωρητικότητας C. Στην πραγµατικότητα έτσι 
πρέπει να θεωρείται µια απλή αντίσταση, αφού κάθε αγωγός, εκτός από ηλεκτρική 
αντίσταση, έχει και κάποια χωρητικότητα παράλληλη προς αυτόν µεταξύ των άκρων 
του, και, κυρίως για µεγάλες συχνότητες, και κάποια αυτεπαγωγή σε σειρά. Το 
κύκλωµα του Σχ.1.8 δείχνει την αντίσταση συνδεδεµένη µε τον πυκνωτή. Σε σειρά µε 
την αντίσταση θεωρείται ότι υπάρχει η πηγή του θερµικού θορύβου.  
 

 
 
 
Σχήµα 1.8   
Θόρυβος σε κύκλωµα RC 
 
 
 
 

 Το κύκλωµα λειτουργεί ως διαιρέτης τάσεως ανάµεσα στην αντίσταση και τον 
πυκνωτή. Αν η πηγή παράγει ηλεκτρεγερτική δύναµη Ε, η διαφορά δυναµικού ανάµεσα 
στα άκρα του πυκνωτή θα είναι 

  E
ZZ

Z
E

CR

C
C +
=  (1.40) 

 

όπου  CjZ C ω/1=   και  ,  RZ R = )1( −=j ,  είναι οι σύνθετες αντιστάσεις του 
πυκνωτή και της αντίστασης, αντιστοίχως. Η σχέση ανάµεσα στα τετράγωνα των 
τάσεων θα είναι 
 

    222

2
2

2
2

2
2

2
2

11
1

/1
/1

RC
EE

CRj
E

CjR
CjE

ZZ
ZE

CR

C
C ωωω

ω
+

=
+

=
+

=
+

= . (1.41) 

 

Έτσι, αν στην περιοχή συχνοτήτων  η πηγή του θορύβου παράγει σήµα του οποίου η 
συνεισφορά στην τιµή του µέσου τετραγώνου της τάσης είναι 

df

 

  dfkTREd 42 = , (1.42) 
 
η αντίστοιχη τιµή στα άκρα του πυκνωτή θα είναι 
 

  df
RC

kTREd C 222
2

1
4
ω+

= . (1.43) 
 
Για ολόκληρη την περιοχή των συχνοτήτων 
 

  ⎮⌡
⌠

+
=

∞

0
222

2

1
4 df

RC
kTREC ω

. (1.44) 

 

Επειδή  fπω 2= , και θέτοντας  fCRCRx πω 2== , οπότε και  CRdxdf π2/= , έχουµε 
 

  
C
kT

C
kT

x
dx

CR
kTREC =⎮⌡

⌠ =
+

=
∞

2
2

12
4

0
2

2 π
ππ

.  (1.45) 

 15



Βλέπουµε ότι η µέση ενέργεια στον πυκνωτή είναι 
 

  kTECW CC 2
12

2
1 == ,  (1.46) 

όπως και αναµέναµε. 
 

1.6  Θόρυβος  f1/

Ο θόρυβος αυτός είναι λιγότερο κατανοητός από τον θόρυβο Johnson και οφείλεται σε 
µια πληθώρα αιτίων. Σε λυχνίες, για παράδειγµα, οφείλεται σε µεταβολές στην 
κατάσταση της επιφάνειας της καθόδου. Στους ηµιαγωγούς, σε διακυµάνσεις της 
αντίστασης που οφείλεται µερικές φορές σε µεταβολές στην κατάσταση και τις 
συνθήκες των επιφανειών. Ο θόρυβος αυτός εµφανίζεται όταν η ροή του ρεύµατος 
ελέγχεται από κάποια επιφάνεια. Για παράδειγµα, σε µια λυχνία, το ρεύµα εξαρτάται 
από την ικανότητα εκποµπής ηλεκτρονίων από την κάθοδο. Σε µια ηµιαγώγιµη διάταξη, 
η ροή των φορτίων ρυθµίζεται από κάποια ενδοεπιφάνεια. Σε µια αντίσταση γραφίτη, οι 
επιφάνειες ανάµεσα στους κόκκους επηρεάζουν τη ροή του ρεύµατος. Η γενική 
συµπεριφορά του θορύβου 1/f θα µπορούσε να περιγραφεί µε την υπόθεση ότι το 
κύκλωµα περιλαµβάνει µια τυχαίως κυµαινόµενη ηλεκτρική αντίσταση.  
 Το φάσµα της ισχύος του θορύβου αυτού δεν είναι λευκό, αλλά ακολουθεί µια 
κατανοµή  1/f , από την οποία προκύπτει και το όνοµά του. Ο θόρυβος µπορεί να 
εκφραστεί ως ποσοστό του ρεύµατος από τη σχέση 
 

  
f
f

A
I
I δδ

=
2

2)(  , (1.47) 

 

όπου το µέγεθος του συντελεστή Α είναι γενικά της τάξης του , και εξαρτάται από 
το είδος της διάταξης που παρουσιάζει τον θόρυβο και την κατασκευή της. Η Εξ. (1.47) 
δίνει τη διακύµανση 

1210−

Iδ  που παρατηρείται στο ρεύµα Ι, στην περιοχή συχνοτήτων µε 
εύρος fδ  γύρω από τη συχνότητα f. Προφανώς ο θόρυβος αυτός θα είναι σηµαντικός 
πάντοτε στις χαµηλές συχνότητες, της τάξης του kHz και χαµηλότερες. 
 Ο θόρυβος 1/f  µπορεί να περιοριστεί µε κατάλληλη επιλογή των αντιστάσεων, 
ηµιαγώγιµων διατάξεων, και των άλλων στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν. Οι 
µεταλλικές αντιστάσεις, για παράδειγµα, δεν παρουσιάζουν θόρυβο 1/f. Επίσης, 
επιλέγοντας µια αντίσταση µεγάλης ισχύος (αντοχής), µειώνει αναλογικά τον θόρυβο 
1/f.  Μια σηµαντική παράµετρος για ένα στοιχείο κυκλώµατος είναι η συχνότητα στην 
οποία ο θόρυβος 1/f είναι ίσος µε τον θόρυβο Johnson. Στις ηµιαγώγιµες διατάξεις, 
αυτό συµβαίνει περίπου στο 1 kHz. Εν πάση περιπτώσει, µε τη χρήση κατάλληλου 
φίλτρου αποκοπής χαµηλών συχνοτήτων, ο θόρυβος 1/f µπορεί να µειωθεί στις 
περισσότερες περιπτώσεις. Σε εφαρµογές όµως όπου το µετρούµενο σήµα είναι 
χαµηλών συχνοτήτων (π.χ. συσκευή λήψης ηλεκτροκαρδιογραφήµατος), ειδική µέριµνα 
πρέπει να ληφθεί να χρησιµοποιηθούν στο κύκλωµα στοιχεία µε χαµηλό θόρυβο 1/f. 
Πολύ συχνά, αξίζει τον κόπο να ελέγξει κανείς τα στοιχεία που θα χρησιµοποιήσει, 
επιλέγοντας αυτά που, λόγω κατασκευής, παρουσιάζουν χαµηλό θόρυβο 1/f. 
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1.7  Θόρυβος σε ενισχυτές 

Κάθε ενισχυτής, θα παρουσιάζει στην έξοδό του ένα σήµα θορύβου, αφού αποτελείται 
από στοιχεία που τα ίδια παρουσιάζουν θόρυβο από διάφορες πηγές. Αυτός ο θόρυβος 
θα είναι παρών και όταν δεν υπάρχει σήµα στην είσοδο του ενισχυτή, και γενικά θα 
προστίθεται γραµµικά (για γραµµικούς ενισχυτές) στο σήµα εξόδου του ενισχυτή. Ο 
περιορισµός του θορύβου σε ενισχυτές, όπως και σε άλλες διατάξεις, είναι εξαιρετικά 
σηµαντικός και λαµβάνεται υπόψη σε κάθε σχεδιασµό ενισχυτών.  
 Τα χαρακτηριστικά του θορύβου Johnson σε ένα ενισχυτή περιγράφονται µέσω της 
ενσωµάτωσης στο ισοδύναµο κύκλωµα του ενισχυτή, πηγών θορύβου. Στο Σχ.1.9(α) 

φαίνεται το ισοδύναµο κύκλωµα 
ενός ενισχυτή χωρίς θόρυβο. Το 
τετράπλευρο µε διακεκοµµένη 
παριστάνει τον ενισχυτή. Η πηγή 
παρέχει τάση sυ  µέσα από µια 
σύνθετη αντίσταση εξόδου . Ο 
ενισχυτής δέχεται τάση εισόδου 

sZ

iυ  
στα άκρα µιας σύνθετης 
αντίστασης εισόδου . Μετά την 
ενίσχυση, ο ενισχυτής δίνει τάση 
εξόδου 

iZ

oυ  µέσα από µια σύνθετη 
αντίσταση εξόδου . Το φορτίο 

 βλέπει µια τάση 
oZ

LZ Lυ  στην 
έξοδο του ενισχυτή. Στο Σχ.1.9(β) 
φαίνεται το ισοδύναµο κύκλωµα 
του ενισχυτή µε θόρυβο. Ο 
συνολικός θόρυβος που οφείλεται 
στον ενισχυτή µπορεί να θεωρηθεί 
ότι παράγεται από µια γεννήτρια 
ρεύµατος  συνδεδεµένη 
παράλληλα µε την αντίσταση 
εισόδου  και µια γεννήτρια 

τάσης 

θi

iZ

θυ  σε σειρά µε την . Τα σήµατα αυτά συνδυάζονται µε το σήµα iZ iυ , και αφού 
ενισχυθούν, εµφανίζονται στην έξοδο του ενισχυτή, µαζί µε το σήµα εξόδου oυ . 

 

 
 

 
 

    Σχήµα 1.9  Το ισοδύναµο κύκλωµα ενός  
    ενισχυτή, (α) χωρίς θόρυβο, και (β) µε θόρυβο. 
 

 Από το ισοδύναµο κύκλωµα του Σχ. 1.9(β), είναι προφανές ότι το σήµα που 
µετράται στην έξοδο του ενισχυτή όταν η είσοδός του βραχυκυκλωθεί, οφείλεται µόνο 
στην πηγή θορύβου θυ  σε σειρά µε την . Όταν η είσοδος του ενισχυτή είναι ανοικτή 
(χωρίς πηγή στην είσοδο), ο θόρυβος οφείλεται και στις δύο πηγές 

iZ

θυ  και  
συνδεδεµένες σε σειρά µε την αντίσταση εισόδου . Ισοδυναµούν µε µια πηγή τάσης 
της οποίας η µέση τετραγωνική τιµή είναι  

θi

iZ
2222 )()( rmsirmsrms iZ θθυυ += .  Με τις δύο 

αυτές µετρήσεις είναι δυνατό να προσδιοριστούν τα µεγέθη των  και  . rms)( θυ rmsi )( θ

 Στο σχεδιασµό ενός ενισχυτή, ακολουθούνται ορισµένοι βασικοί κανόνες για τον 
περιορισµό του θορύβου: Καµιά περιττή αντίσταση δεν συνδέεται στο κύκλωµα 
εισόδου. Πιο συγκεκριµένα, η χρήση ενός διαιρέτη τάσεως αποτελούµενου από 
αντιστάσεις, πάντοτε αυξάνει το θόρυβο. Το πρώτο τρανζίστορ που δέχεται το σήµα 
στην είσοδο είναι το σηµαντικότερο στοιχείο, και πρέπει να επιλεγεί µε προσοχή. Τα 
τρανζίστορ FET έχουν τον χαµηλότερο θόρυβο, και χρησιµοποιούνται γι' αυτόν τον 
σκοπό. Το πρώτο στάδιο ενίσχυσης είναι το σηµαντικότερο, γιατί ο λόγος σήµα προς 
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θόρυβο έχει τη µικρότερή του τιµή εκεί. Θα πρέπει λοιπόν ο θόρυβος σ' αυτό το στάδιο 
να είναι όσο το δυνατό µικρότερος. Αφού ενισχυθεί το σήµα στο πρώτο στάδιο, το 
µέγεθός του είναι κανονικά αρκετά µεγάλο ώστε οποιοσδήποτε θόρυβος προστεθεί στα 
επόµενα στάδια επεξεργασίας του σήµατος να είναι συγκριτικά ασήµαντος. Για τον ίδιο 
λόγο, η ενίσχυση του σήµατος από µια πηγή γίνεται σε πρώτο στάδιο µε χρήση ενός 
προενισχυτή χαµηλού θορύβου, που βρίσκεται όσο το δυνατό πιο κοντά στην πηγή. Σε 
ένα φωτοπολλαπλασιαστή, για παράδειγµα, ο προενισχυτής βρίσκεται συνήθως στη 
βάση του φωτοπολλαπλασιαστή, που λειτουργεί και ως τροφοδοτικό τάσης για τη 
λειτουργία του οργάνου. Αποφεύγεται έτσι και η πρόσληψη θορύβου από άλλες πηγές, 
καθώς και η χρήση καλωδίου µε µεγάλη χωρητικότητα στην έξοδο του 
φωτοπολλαπλασιαστή, κάτι που δεν είναι επιθυµητό γιατί τροποποιεί τη σταθερά 
χρόνου στο κύκλωµα επεξεργασίας των παλµών από τον φωτοπολλαπλασιαστή.  
 Οι κύριες µορφές ενδογενούς θορύβου σε ηµιαγώγιµες διατάξεις είναι ο στοχαστικός 
θόρυβος, ο θόρυβος Johnson, και ο θόρυβος 1/f. Ενισχυτές χαµηλού θορύβου είναι 
διαθέσιµοι στην αγορά (operational amplifiers), µε τιµές του θυ (rms)  µεταξύ 1 και 10 
nV Hz/ , και  (rms)  µεταξύ 0,2 και 1 pAθi Hz/  [βλ. Σχ. 1.9)]. 
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