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7.  Το ορισµένο ολοκλήρωµα 

 

7.1.  Το ορισµένο ολοκλήρωµα 

Για το αόριστο ολοκλήρωµα βρήκαµε ότι:   
 

Αν η συνάρτηση  είναι µια αρχική συνάρτηση της ) , τότε το αόριστο ολοκλήρωµα 

της   ως προς  x  είναι    όπου 

)(xF (xf

)(xf cxFdxxfxI +== ∫ )()()( , =c σταθερά.   

 

Στη σχέση    θέτοντας  cxFxI += )()( , ax =  έχουµε  caFaI += )()( ,  ενώ θέτοντας  bx =   
έχουµε  cbFbI += )()( .  Αφαιρώντας τις δύο αυτές εξισώσεις, απαλείφουµε το c, και έχουµε 

)()()()( aFbFaIbI −=− .  

Συµβολίζουµε τη διαφορά       µε   ∫ .  Έτσι έχουµε )()( aIbI −
b

a
dxxf )(

 

   . (7.1) [ ] )()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a
−==∫

 

Αυτό είναι το  θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού. 

Ονοµάζουµε το  το ορισµένο ολοκλήρωµα της συνάρτησης   ως προς  x  µεταξύ 

των ορίων  
∫

b

a
dxxf )( )(xf

ax =  και  .    bx =
 

 Η διαδικασία υπολογισµού του ορισµένου ολοκληρώµατος δίνεται από την εξίσωση 
ορισµού (7.1): Αφού βρεθεί µια παράγουσα συνάρτηση )  της ) , το ζητούµενο 
ορισµένο ολοκλήρωµα είναι ίσο µε τη διαφορά των τιµών της )  στα σηµεία 

(xF (xf
(xF ax =  και  

, δηλαδή ) . Αυτό συµβολίζεται µε bx = ()( aFbF − [ ]b
axF )(  ή b

axF )( . Η τιµή ax =  

ονοµάζεται το κάτω όριο της ολοκλήρωσης και η bx =  το άνω όριο.  

 

 Κάποια παραδείγµατα θα επιδείξουν τη διαδικασία υπολογισµού των ορισµένων 
ολοκληρωµάτων:   
 
 

Παράδειγµα 1 
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2
1)01(

2
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0
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2
1

1

0
=−==∫ xdxx    

 
 
 Παράδειγµα 2  
 
 

  [ ] )0(lnlnlnln >⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛=−==⎮⌡
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a
babx

x
dx b

a

b

a
   

 
 
 Παράδειγµα 3  
 
 

     [ ] 2)]1()1[(cossin 00
=−−−=−=∫ ππ

xdxx
 
 
 Παράδειγµα 4  
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1
0

1

0
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 Παράδειγµα 5  
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7.2.   Γεωµετρική ερµηνεία του ορισµένου ολοκληρώµατος 

Έστω η συνάρτηση ) , την οποία για ευκολία παίρνουµε συνεχή και θετική σε όλες τις τιµές 
του x που θα θεωρήσουµε. Επίσης έστω ότι η συνάρτηση )  δίνει το εµβαδόν (στις 
κατάλληλες µονάδες) της επιφάνειας 
µεταξύ του άξονα των x, της καµπύλης 

, και των ευθειών που είναι 
κάθετες στον άξονα των x στα σηµεία 
a και x (βλ. σχήµα). Αν προσθέσουµε 
στο εµβαδόν τη λεπτή λωρίδα µεταξύ 
x και 

(xf
(xF

)(xf

xx δ+ , το εµβαδόν θα αυξηθεί 
κατά xxfF δδ )(≈  περίπου, γιατί η 
λωρίδα έχει εύρος 

 

xδ  και ύψος 
περίπου )  σε όλο της το εύρος. Η 
προσέγγιση γίνεται τόσο πιο ακριβής 
όσο πιο στενή είναι η λωρίδα.  

(xf

 

Εποµένως  
x
Fxf

δ
δ

≈)( ,   και στο όριο  0→xδ ,  είναι   
dx
dFxf =)( . 

Η )  είναι εποµένως µια παράγουσα συνάρτηση της ) , και µπορούµε να γράψουµε  (xF (xf
 

  cxIxF += )()( ,       όπου  . (7.2) ∫= dxxfxI )()(
 

Από τον ορισµό της ) , προφανώς είναι 0(xF )( =aF  και εποµένως  ,  ή  
.  Έτσι βρίσκουµε ότι  

0)()( =+= caIaF
caI −=)( )()()( aIxIxF −= , ή, τελικά, ότι   

 

  . (7.3) ∫=
x

a
dxxfxF )()(

(Θα µπορούσαµε ίσως πιο σωστά να γράψουµε   για να τονίσουµε τη διαφορά 

ανάµεσα στη µεταβλητή της ολοκλήρωσης και του άνω ορίου της ολοκλήρωσης.) 
∫=

x

a
dttfxF )()(

 Καταλήγουµε έτσι στο συµπέρασµα ότι:    
 

Το εµβαδόν  της επιφάνειας που βρίσκεται µεταξύ του άξονα των x, της καµπύλης  )(xF )(xf ,
και των ευθειών που είναι κάθετες στον άξονα των x στα σηµεία a και x, δίνεται από το 

ορισµένο ολοκλήρωµα της  ανάµεσα στα σηµεία a και x, δηλαδή . )(xf ∫=
x

a
dttfxF )()(

 

 Είναι σαφές ότι η ολοκλήρωση είναι µια διαδικασία άθροισης. Για το λόγο αυτό, το 
σύµβολο  είναι ένα επιµηκυµένο  S , από τη λατινική λέξη  summa = άθροισµα.  ∫
 
Τα ακόλουθα παραδείγµατα θα αποσαφηνίσουν όσα αναφέραµε.  
 

 
 
 Παράδειγµα 6  
 
 

Να βρεθεί το εµβαδόν ανάµεσα στην παραβολή , τον άξονα των x, και των καθέτων 
στον άξονα των x στα σηµεία    και 

2)( xxy =
1=x 2=x .  

 
 

 
 

Από τη σχέση που βρέθηκε, το ζητούµενο εµβαδόν είναι: 

3
7)12(

3
1)( 332

1
3

3
1

2

1

22

1
=−==== ∫∫ xdxxdxxyS    
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 Παράδειγµα 7  
 
 

Να βρεθεί το εµβαδόν ανάµεσα στην καµπύλη και τον άξονα των  x, µεταξύ των σηµείων: 
(α)  και 

xsin
0=x π=x . (β) π=x  και π2=x .  (γ) 0=x  και  π2=x .   

 
 

 
 

Επειδή    , τα ζητούµενα εµβαδά είναι: xdxx cossin −=∫
(α)    [ ] 2)]1()1[(cossin 00

=−−−=−=∫ ππ
xdxx

(β)    [ ] 2)]1()1[(cossin 22
−=−−−=−=∫ π

π

π

π
xdxx

(γ)    [ ] 0)]1()1[(cossin 2
0

2

0
=−−=−=∫ ππ

xdxx
 

 Βλέπουµε ότι, για αυξανόµενο x , το εµβαδόν dxxfxdF )()( =  είναι θετικό για θετικές 
τιµές της συνάρτησης )  και αρνητικό για αρνητικές τιµές. Έτσι, για παράδειγµα, στο 

σύνολό του το εµβαδόν   είναι ίσο µε µηδέν. 

(xf

∫
π2

0
sin dxx

 
 
 
 Παράδειγµα 8  
 
 

Η δύναµη που ασκείται πάνω σε µια σηµειακή µάζα δίνεται, συναρτήσει της θέσης, από τη 
σχέση . Να βρεθεί το έργο που παράγει η δύναµη όταν µετατοπίζει τη µάζα από τη 
θέση στη θέση .   

kxxFx =)(
0=x Xx =

 
 

 
 

Έστω ότι συµβολίζουµε µε   το έργο που παράγει η δύναµη όταν µετατοπίζει το σηµείο 
εφαρµογής της από κάποιο σηµείο αναφοράς (το οποίο θα µπορούσε για παράδειγµα να είναι το 

αλλά και οποιοδήποτε άλλο σηµείο) έως το σηµείο 

)(xW

0=x x .  
 Κατά τη µετατόπιση της µάζας από τη θέση x  στη θέση xx δ+ , η δύναµη παράγει έργο 
που δίνεται προσεγγιστικά από τη σχέση xxFW x δδ )(≈ , από όπου προκύπτει ότι 

)(xF
x

W
x≈

δ
δ . Η σχέση δεν είναι  ακριβής, γιατί για µη µηδενική µετατόπιση xδ  η δύναµη 

είναι µόνο προσεγγιστικά ίση µε )  σε όλο το µήκος της µετατόπισης (xFx xδ . Το σφάλµα 
γίνεται ολοένα και µικρότερο καθώς 0→xδ , οπότε και έχουµε την ακριβή σχέση 

)(xF
dx

dW
x= . Αυτή η σχέση, αν ολοκληρωθεί ως προς x , δίνει 

     cxGdxxFxW x +== ∫ )()()(
 

όπου )  είναι µια παράγουσα της ) . Για δύο τιµές του (xG (xFx x , τις  a  και  b, έχουµε      

 

    και    caGaW += )()( cbGbW += )()(    ή       ∫=−=−
b

a x dxxFaGbGaWbW )()()()()( .
 

Άρα το έργο που παράγει η δύναµη όταν µετατοπίσει το σηµείο εφαρµογής της από το σηµείο  
Α( ax = ) στο σηµείο Β( ), το οποίο συµβολίζουµε µε  , δίνεται από τη σχέση bx = BAW →

   ∫=−≡→

b

a xBA dxxFaWbWW )()()( .

Είναι εποµένως ίσο µε το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη της δύναµης ) , ανάµεσα στα 
σηµεία 

(xFx

ax =  και bx = , ή µε το ορισµένο ολοκλήρωµα της , ως προς )(xFx x , ανάµεσα στα 
σηµεία ax =  και . bx =
 Για τη συγκεκριµένη περίπτωση του Παραδείγµατος, είναι kxxFx =)( ,  και .  0=a Xb =
 

Εποµένως,  [ ] 2
2
1

0
2

2
1

0
kXkxdxkxW

XX

BA === ∫→ . 
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7.3  Ιδιότητες του ορισµένου ολοκληρώµατος 

Από τις ιδιότητες του αόριστου ολοκληρώµατος και τον ορισµό του ορισµένου 
ολοκληρώµατος, προκύπτουν οι εξής ιδιότητες του αόριστου ολοκληρώµατος. 
Προφανώς,  

 

∫∫∫ ≡≡
b

a

b

a

b

a
dzzfdttfdxxf )()()(  

 

 
 
 
 

(7.4)
 

 

)()()( aFbFxdF
b

a
−=∫  

 

 
 
 
 

(7.5) 
 

 

0)(∫ =
a

a
dxxf  

 

 
 
 
 

(7.6)
 

 

[ ] ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

 

 
 
 
 

(7.7)

και 
 

== ∫∫ kdxxfkdxxfk
b

a

b

a
)()( σταθερό 

 

  
 
 
 

(7.8)
 

Από τον ορισµό   ,  έπεται ότι )()()( aFbFdxxf
b

a
−=∫

  ( ) ∫∫ −=−−=−=
a

b

b

a
dxxfbFaFaFbFdxxf )()()()()()(  

ή 
 

∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf )()(  

 

 
 
 
 

(7.9) 

Επίσης, 

   ( ) ( ) ∫∫∫ =−=−+−=+
c

a

c

b

b

a
dxxfaFcFbFcFaFbFdxxfdxxf )()()()()()()()()(

ή  
 

∫∫∫ +=
c

b

b

a

c

a
dxxfdxxfdxxf )()()(  

 

 
 
 
 

(7.10)
 

Αν  )(xf
dx
dF

= ,  και επειδή   , έπεται ότι   )()()( aFxFdttf
x

a
−=∫

 
 

)()( xfdttf
dx
d x

a
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫      για   =a σταθερό   

 

 
 
 
 
 

(7.11)

 

7.4  Μέση τιµή συνάρτησης 

Η µέση τιµή της συνάρτησης    ως προς τη µεταβλητή  )(xf x   στο διάστηµα  ( )  
ορίζεται ως 

21 , xx

  ∫−
=

2

1

)(1

12

x

x
dxxf

xx
f  . (7.12) 

 
 
 
 Παράδειγµα 9  
 
 

Να βρεθεί η µέση τιµή της συνάρτησης xxf sin)( = , ως προς x , στο διάστηµα [ π,0 ] . 
 
 

 
 

Από τον ορισµό,   [ ]
πππ

ππ 2cos1sin1sin 00
=−== ∫ xdxxx  
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Στο διάστηµα  [ π2,0 ], η µέση τιµή της ίδιας συνάρτησης είναι ίση µε µηδέν. 
 

 
 
 Παράδειγµα 10  
 
 

Να βρεθεί η µέση τιµή της συνάρτησης , ως προς xxf 2sin)( = x , στο διάστηµα [ π2,0 ] . 
 
 

 
 

Είναι 
2
1

2
12sin

4
1

2
1

2
1sin

2
1sin

2

0

2

0

22 ==⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −== ∫ π

πππ

π
π

xxdxxx . 

 

Επειδή   ,   έπεται ότι    1cossin 22 =+ xx 1cossin 22 =+ xx     και εποµένως και   
2
1cos2 =x . 

Οι µέσες τιµές που βρέθηκαν είναι για µια πλήρη περίοδο των συναρτήσεων   και  xsin xcos . 
Το ίδιο αποτέλεσµα προκύπτει και για κάθε ακέραιο πολλαπλάσιο της περιόδου π2 . 

 
 

 

7.5 Πίνακας στοιχειωδών ορισµένων ολοκληρωµάτων 
 

1.  )0(
20

2 >=⎮⌡
⌠

+

∞

a
axa

dx π  2.  
20

22

π
=⎮⌡

⌠

−

a

xa

dx  

3.   1cossin
2/

0

2/

0
== ∫∫ dxxdxx

ππ
4.  

4
cossin

2/

0

22/

0

2 πππ
== ∫∫ dxxdxx  

5.  =
−⋅⋅⋅⋅

−−⋅⋅⋅⋅
== ∫∫ n

nn
nndxxdxx nn (
)2(...531

)1)(3(...642cossin
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0

2/

0

ππ
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−−⋅⋅⋅⋅
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nn
nndxxdxx nn (

2)2(...642
)1)(3(...531cossin

2/

0

2/

0

πππ
άρτιο) 

7.  )1,0(!
10

−>>= +

∞ −∫ na
a
ndxex n

axn  8.  )0(
2
1

0

2
>=∫

∞ − a
a

dxe ax π  

 
 

 
 
 Προβλήµατα  
 
 

1  Από το   c
a
x

aax
dx

+⎮⌡
⌠ =

+
arctan1

22 ,    δείξτε ότι    )0(
20

2 >=⎮⌡
⌠

+

∞

b
bxb

dx π  .   

 

2  ∆είξτε ότι   ⎮⌡
⌠

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

b

a a
b

x
dx ln . 

 

3  ∆είξτε ότι         και     1cossin
2/

0

2/

0
== ∫∫ dxxdxx

ππ

4
cossin

2/

0

22/

0

2 πππ
== ∫∫ dxxdxx  . 
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