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5. Η ταυτότητα του Όιλερ 

 

5.1  Η ταυτότητα του Όιλερ 

Αν στο ανάπτυγµα για την εκθετική συνάρτηση   
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αντικαταστήσουµε  ( )1, −== iixz ,  έχουµε   
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Αναγνωρίζουµε τις σειρές στις παρενθέσεις ως αυτές των xcos  και , αντίστοιχα. Έτσι,  xsin
 

   (5.2) xixeix sincos +=
 

µια σχέση που είναι γνωστή ως  ταυτότητα του Όιλερ (Euler).  
 Είναι µια εξαιρετικά ενδιαφέρουσα και χρήσιµη σχέση, όπως θα δούµε παρακάτω.  
 

5.2  Εφαρµογές της ταυτότητας του Όιλερ 

5.2.1  Μια απίστευτη εξίσωση  
Για µια θεαµατική επίδειξη του τι µπορεί να προσφέρει η σχέση αυτή, ας θέσουµε π=x . Τότε, 
επειδή 1cos −=π  και 0sin , ο τύπος δίνει τη σχέση   =π
 

   (5.3) 01=+πie
 
 

η οποία συνδυάζει σε µια εξίσωση τις θεµελιώδεις µαθηµατικές σταθερές:  0, 1, i, π  και e !  
(Εκτός αυτού, περιέχει και τις πράξεις της πρόσθεσης, του πολλαπλασιασµού, της ύψωσης σε 
δύναµη και της εξίσωσης !!)   
 

5.2.2  Μερικές ειδικές τιµές του    ixe
Μερικές ειδικές τιµές του είναι οι εξής:  ,     ,    .      ixe 10 =ie iei =2/π 1−=πie
 

5.2.3  Η ταυτότητα του ντε Μουάβρ  
Αν υψώσουµε και τα δύο µέλη της σχέσης  ,  σε κάποια δύναµη n, έχουµε: xixeix sincos +=

ninx xixe )sin(cos += ,   και επειδή  ,  προκύπτει η ταυτότητα:   nxinxeinx sincos +=
 

   (5.4) nxinxxix n sincos)sin(cos +=+
 

η γνωστή ταυτότητα του ντε Μουάβρ (de Moivre). 
 

5.2.4  Η πολική µορφή µιγαδικών µεγεθών   
Ένα µιγαδικό µέγεθος µπορεί να εκφραστεί ως iyxz += , όπου x  είναι το πραγµατικό και  
το φανταστικό του µέρος. Αν θέσουµε, εναλλακτικά, , έχουµε: 

y
φirez =

 

    (5.5) )sin(cos φφφ irreiyxz i +==+=
 

Εξισώνοντας πραγµατικά και φανταστικά µέρη,   φφ sin,cos ryrx ==      και εποµένως, 

  
x
yzyxzr 122 tanarg, −==+== φ . (5.6) 

Το  έχει µέτρο z r  και όρισµα φ . Η  είναι η πολική µορφή του µιγαδικού µεγέθους  z.   φirez =
 Το γινόµενο δύο µιγαδικών µεγεθών µπορεί να γραφτεί ως:   , )(

212121
2121 φφφφ +== iii errererzz
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και ο λόγος τους ως:   )(
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5.2.5  Η σχέση της εκθετικής και των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων   
Οι σχέσεις     και   ,   δίνουν: xixeix sincos += xixe ix sincos −=−
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5.2.6  Οι σχέσεις τριγωνοµετρικών και υπερβολικών συναρτήσεων   

Θέτοντας  ixx →  στις σχέσεις    
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Εποµένως,  
  xixxiix coshcossinhsin ==  (5.8) 
 
 

  xixxiix coscoshsinsinh ==  (5.9) 

 

5.2.7  Οι ρίζες της µονάδας   
Επειδή   ,  οι  n-οστές  ρίζες της µονάδας είναι οι µιγαδικοί αριθµοί:  ,...2,1,012 == ke ki π

 

  )1,...,2,1,0(1 /2 −== nke nkin π  . (5.10) 

 

Υπάρχουν n διαφορετικές  n-οστές  ρίζες. Για    οι ρίζες επαναλαµβάνονται. nk ≥
 

5.2.8  Μια διαφορική εξίσωση για το    ixe
Αν , τότε   και  . Εποµένως ixey = ixiey =′ ixey −=′′ yy −=′′  και η συνάρτηση  είναι 
λύση της διαφορικής εξίσωσης: 

ixey =

  0=+′′ yy  . (5.11) 
Λύση της ίδιας διαφορικής εξίσωσης είναι και η συνάρτηση  . Η γενική λύση της (5.11) 
είναι ο γραµµικός τους συνδυασµός  σταθερά). Με τον ίδιο τρόπο 
αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση   

ixey −=

=+= − BABeAey ixix ,(,

 

     είναι η γενική λύση της       . (5.12) ikxikx BeAexy −+=)( 02 =+′′ yky
 

5.2.9  Η λογαριθµική συνάρτηση στο µιγαδικό επίπεδο   

Για τον µιγαδικό αριθµό  ,  φirez =
x
yyxzr 122 tan, −=+== φ , ορίζουµε ως πρωτεύουσα 

τιµή του λογαρίθµου του  τον  z
 

  φirz += lnln ,    πφπ ≤<− , (5.13) 
 

όπου  rln  είναι ο πραγµατικός αριθµός για τον οποίο είναι  ze r =ln .  

 Επειδή όµως είναι  , µπορούµε επίσης να γράψουµε το  ως 
. Ως λογάριθµος του  µπορεί εποµένως να θεωρηθεί οποιαδήποτε τιµή της 

πλειονότιµης συνάρτησης   

,...2,1,0,12 ±±== ne ni π z
)2( πφ nirez += z

 

  )2(lnLn πφ nirz ++≡ ,    ,...)2,1,0( ±±=n . (5.14) 
 

Μερικές ειδικές τιµές λογαρίθµων είναι οι: 
 

  πππ iiiii 2
1

2
1 )ln(,)ln(,)1ln(,0ln,01ln =−=−=−−∞==  

 

Έτσι, για παράδειγµα, για έναν αρνητικό αριθµό x−  έχουµε:  ( ) πixx +=− lnln  . 
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 Προβλήµατα  
 
 

 

1 Υπολογίστε το  .  ii

2 Υπολογίστε το i .  Απ.:  )1(
2
2 i+±   

3 Να βρεθούν οι ρίζες 3 1 .  Απ.:  ( )31,1 2
1 i±−   

4 Πολλαπλασιάστε τα     και   , για να βρείτε τα ααα sincos iei += βββ sincos iei +=
)(cos βα +   και  )(sin βα +   συναρτήσει των  αsin ,  αcos ,  βsin   και  βcos .  

5 Υπολογίστε τα αθροίσµατα 
 

   θθθ naaaC n cos...2coscos1 2 ++++=

και  . θθθ naaaS n sin...2sinsin 2 +++=
 

Υπόδειξη: Αθροίστε τη σειρά , οι όροι της οποίας αποτελούν γεωµετρική πρόοδο, αν 
χρησιµοποιηθεί η ταυτότητα του Όιλερ.  

iSC +

 

6  Με τη βοήθεια της ταυτότητας του Όιλερ, υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:   
 

         και        . ∫≡ dxbxeC ax cos ∫≡ dxbxeS ax sin

7  Αν  
Ci

LiRZ
ω

ω 1
++= ,  και  θieZZ = , να βρεθούν τα Z  και θ . 

8  ∆είξτε ότι η λύση    ικανοποιεί την εξίσωση κίνησης του απλού αρµονικού 
ταλαντωτή, , και ότι ανάγεται στις µορφές  

titi BeAey ωω −+=
kyym −=&&

  tDtCy ωω cossin +=      και     )sin( φω += tFy  . 
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