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4.1  Το κέντρο µάζας και η κίνησή του   

4.1.1  Το διάνυσµα θέσης του κέντρου µάζας 

Αν υπάρχουν  σωµατίδια µε µάζες  και διανύσµατα θέσης N nM nr
r

  ( Nn ≤≤1 ), το διάνυσµα 
θέσης του κέντρου µάζας (C.M.) του συστήµατος ορίζεται ως: 
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Για δύο σωµατίδια ανάγεται σε 
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και το κέντρο µάζας βρίσκεται πάνω στην ευθεία που ενώνει τα δύο σωµατίδια. 
 Στο όριο συνεχούς κατανοµής µάζας, η Εξ. (4.1) γίνεται: 
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4.1.2  Η ταχύτητα του κέντρου µάζας. Ολική ορµή του συστήµατος 

Καθώς τα σωµατίδια κινούνται, το κέντρο µάζας τους κινείται. Η στιγµιαία ταχύτητα του 
κέντρου µάζας είναι: 
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όπου nvr   είναι οι ταχύτητες των σωµατιδίων. Όµως,   είναι η ολική µάζα και το 
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Εποµένως: 
  c.m.VP

rr
M= , (4.4) 

 

και η ολική ορµή του συστήµατος είναι ίση µε αυτήν µιας µάζας  M  ίσης µε την ολική µάζα του 
συστήµατος, που κινείται µε την ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος. 
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4.1.3  Η επιτάχυνση του κέντρου µάζας 

Παραγωγίζοντας ξανά ως προς τον χρόνο, βρίσκουµε τη στιγµιαία επιτάχυνση του κέντρου 
µάζας: 
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Όµως  nnnM Fa
rr

=   είναι η δύναµη που ασκείται πάνω στο n-οστό σωµατίδιο και ∑
n

nF
r

 είναι το 

άθροισµα όλων των δυνάµεων που ασκούνται πάνω σε όλα τα σωµατίδια. Επειδή λόγω του 
τρίτου νόµου του Νεύτωνα οι εσωτερικές αλληλεπιδράσεις των σωµατιδίων 
αλληλοαναιρούνται ανά δύο ( jiij FF

rr
−= ), το άθροισµα είναι ίσο µε την ολική εξωτερική δύναµη 

που ασκείται πάνω στο σύστηµα των σωµατιδίων, εξωτ.F
r

. Έτσι, 
 

  εξωτ.c.m. FR
r&&r =M  (4.6) 

 

και το κέντρο µάζας κινείται όπως µια σηµειακή µάζα ίση µε την ολική µάζα του συστήµατος, που 
βρίσκεται στο κέντρο µάζας και υφίσταται δύναµη ίση µε την ολική εξωτερική δύναµη που 
ασκείται πάνω στο σύστηµα. 
 
4.1.4  Η διατήρηση της ορµής 

Αν η ολική εξωτερική δύναµη που ασκείται πάνω στο σύστηµα των σωµατιδίων είναι ίσο µε 
µηδέν, , τότε    και η ταχύτητα του κέντρου µάζας παραµένει σταθερή 0F =εξωτ.

r
0R =c.m.
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  σταθ.c.m. =R&
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Αυτό ισοδυναµεί µε  σταθ.=P
r

 (4.7) 
 

ή ότι η ολική ορµή του συστήµατος διατηρείται.      
 

4.2  Κίνηση των σωµατιδίων ενός συστήµατος ως προς το κέντρο µάζας του   

Αν τα διανύσµατα θέσης των  σωµατιδίων είναι N nr
r

 ( Nn ≤≤1 ) και η θέση του κέντρου 
µάζας τους είναι c.m.R

r
, τότε τα διανύσµατα θέσης των σωµατιδίων ως προς το κέντρο µάζας 

τους είναι   
  c.m.Rrr

rrr
−=′ nn . (4.8) 

 

Οι ταχύτητες των σωµατιδίων ως προς το κέντρο µάζας του συστήµατος είναι: 
 

  c.m.Rrr &r&r&r −=′ nn  (4.9) 
 

Η ολική ορµή του συστήµατος ως προς το κέντρο µάζας του είναι: 
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Επειδή είναι c.m.Rr
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έχουµε το αποτέλεσµα 0P =′
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 (4.10) 
 
 

ή ότι η ολική ορµή του συστήµατος ως προς το κέντρο µάζας του είναι ίσο µε µηδέν. Από αυτό το 
γεγονός πηγάζουν τα πλεονεκτήµατα της χρήσης ως συστήµατος αναφοράς του Συστήµατος του 
Κέντρου Μάζας, στο οποίο το κέντρο µάζας είναι ακίνητο, σε αντίθεση µε το Σύστηµα του 
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Εργαστηρίου, µέσα στο οποίο το κέντρο µάζας κινείται. Στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου 
µάζας η ολική ορµή του συστήµατος παραµένει ίση µε µηδέν.    
 
 Θα αποδείξουµε τώρα ένα άλλο αποτέλεσµα που είναι χρήσιµο. Το διάνυσµα θέσης του 
κέντρου µάζας του συστήµατος ως προς το ίδιο το κέντρο µάζας είναι, εξ ορισµού, 
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όταν οι θέσεις nr′
r

 των µαζών λαµβάνονται ως προς το κέντρο µάζας του συστήµατος.        
 

4.3  Συστήµατα µεταβλητής µάζας   

Στα συστήµατα µεταβλητής µάζας, η εξίσωση          
dt
dM

dt
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Md vvvF
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είναι συχνά δύσκολο να χρησιµοποιηθεί, εξ αιτίας της δυσκολίας ταύτισης των διαφόρων 
µεγεθών µε τα δεδοµένα του συγκεκριµένου προβλήµατος.  
 

 Ακολουθείται τότε η εξής αναλυτική µέθοδος: 
 

1. Ορίζεται ένα σύστηµα, η δυναµική του οποίου θα µελετηθεί. 
 

2. Υπολογίζεται η ορµή του συστήµατος )(tp
r

 τη χρονική στιγµή t , και 
)()()( tttt ppp

rrr
δδ +=+  τη χρονική στιγµή tt δ+ .   

 

3. Εξισώνεται προσεγγιστικά η µεταβολή της ορµής του συστήµατος, )()()( tttt ppp
rrr

−+= δδ , 
µε την ώθηση tδF

r
των εξωτερικών δυνάµεων στο ίδιο χρονικό διάστηµα:  

tttt δδ Fpp
rrr

≈−+ )()( .       
 

4. Στο όριο, καθώς  0→tδ , η σχέση γίνεται απολύτως ακριβής και από αυτήν προκύπτει η 
διαφορική εξίσωση που περιγράφει την εξέλιξη του συστήµατος. 

 

Βλ. Παραδείγµατα και Ασκήσεις βιβλίου. 
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4.4  Στροφορµή σώµατος. Ροπή δύναµης   

Η στροφορµή ως προς ένα σηµείο Ο, µιας σηµειακής µάζας M  που έχει διάνυσµα θέσης  ως 
προς το Ο και κινείται µε ταχύτητα , ορίζεται ως:   
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Η προβολή της στροφορµής 
πάνω σε άξονα  που περνά από 
το Ο είναι 

z

 rr
z                (4.14) 

 

και ονοµάζεται στροφορµή του 
σωµατιδίου ως προς τον άξονα 

. z
 

 
 

Η ροπή ως προς ένα σηµείο Ο, µιας δύναµης  F
r

 που ασκείται στο σηµείο που έχει διάνυσµα 
θέσης r

r
 ως προς το Ο, ορίζεται ως:   
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Η προβολή της ροπής της 
δύναµης πάνω σε άξονα  που 
περνά από το Ο είναι 
 rr

z            (4.16) 
 

και ονοµάζεται ροπή της δύναµης 
ως προς τον άξονα z .  
 

 
 

4.5  Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής  

Αν L
r

 είναι η στροφορµή µιας µάζας M ως προς το σηµείο Ο, και N
r

 είναι η ροπή ως προς το 
ίδιο σηµείο Ο των εξωτερικών δυνάµεων που ασκούνται πάνω στη µάζα, τότε 
 

  NL r
r

=
dt
d , (4.17) 

 

δηλαδή ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ισούται µε τη ροπή. Αυτή η εξίσωση είναι η 
εξίσωση κίνησης για τη µάζα M  και είναι για την περιστροφική κίνηση το ακριβές ανάλογο 

της εξίσωσης  FP r
r

=
dt
d  για τη µεταφορική κίνηση. Το ρόλο της ορµής παίζει τώρα η στροφορµή 

(ροπή της ορµής), και το ρόλο της δύναµης η ροπή της δύναµης. 
 

4.6  Η διατήρηση της στροφορµής  

Αν για κάποιο σώµα είναι 0N =
r

 ως προς κάποιο σηµείο, τότε και 0L
=

dt
d
r

, και η στροφορµή L
r

 

του σώµατος ως προς το σηµείο αυτό διατηρείται: 
 

  σταθ.=L
r

 (4.18) 
 

 Ιδιαιτέρως, για τις κεντρικές δυνάµεις οι οποίες είναι της µορφής  rF ˆ)(rf=
r

, όπου r  είναι 
η απόσταση από κάποιο σηµείο (το κέντρο) και  το µοναδιαίο διάνυσµα από το κέντρο στο 
σηµείο όπου υπολογίζεται η δύναµη, ισχύει 

r̂
0N =

r
 ως προς το κέντρο, και εποµένως η 

στροφορµή του σώµατος πάνω στο οποίο ασκείται η κεντρική δύναµη παραµένει σταθερή ως 
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προς το κέντρο. Αυτό ισχύει για τη στροφορµή του κάθε πλανήτη ως προς το κέντρο του 
Ήλιου, για τη στροφορµή ενός ηλεκτρονίου ως προς το κέντρο του πυρήνα γύρω από τον οποίο 
περιφέρεται κλπ. 
 Κάνοντας χρήση του τρίτου νόµου του Νεύτωνα, αποδεικνύεται ότι οι εσωτερικές δυνάµεις 
ασκούν µηδενική ροπή πάνω σε ένα σώµα, ως προς οποιοδήποτε σηµείο, και εποµένως δεν 
επηρεάζουν τη στροφορµή του. 
 

4.7  Η ροπή του βάρους ενός σώµατος µέσα σε οµογενές πεδίο βαρύτητας  

Μέσα σε ένα οµογενές πεδίο βαρύτητας, g
r

, οι δυνάµεις της βαρύτητας που ασκούνται στις 
σηµειακές µάζες οι οποίες συνθέτουν ένα σώµα, ασκούν συνολικά µια ροπή ως προς κάποιο 
σηµείο που είναι ίση µε τη ροπή, ως προς το ίδιο σηµείο, µιας δύναµης ίσης µε το βάρος του 
σώµατος η οποία ασκείται στο κέντρο µάζας του σώµατος: 
 

   gRN
rrr

M×= c.m. .  (4.19) 
 
 

Παράδειγµα 1  
 
 
 

 
 
 

Μια αρχικά ακίνητη σηµειακή µάζα m  αφήνεται, τη χρονική στιγµή  
0=t , να πέσει υπό την επίδραση της βαρύτητας, από το σηµείο 

.  ),( 00 yx
(α)  Να βρεθεί, συναρτήσει του χρόνου, η στροφορµή OL

r
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 προς το σηµείο Ο  )0,0( .
(β)  Να βρεθεί η ροπή ON

r
, ως προς το σηµείο Ο ) , των εξωτερικών  0,0(

 δυνάµεων που ασκούνται πάνω στη µάζα. 
(γ)  Να ελεγχθεί ότι πράγµατι ισχύει η σχέση OO dtd NL

rr
=/ . 

 
 

 
 

 

(α)   vrL rrr
×= mO           yv ˆgt−=

r          yxr ˆ)(ˆ 2
2
1

00 gtyx −+=
r

 
 

 [ ] ( ) )ˆˆ(ˆˆ)(ˆ 0
2

2
1

00 yxyyxL ×−=−×−+= tmgxgtgtyxmO

r
               zL ˆ0tmgxO −=

r
 

 

(β)   Η µόνη εξωτερική δύναµη που ασκείται πάνω στο σώµα είναι το βάρος του:    yB ˆmg−=
r

. 
 

Η ροπή του βάρους ως προς το σηµείο Ο )  είναι:    0,0( BrN
rrr
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(γ)   O
O mgxtmgx
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d NzzL r
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=−=−= ˆ)ˆ( 00    ό.έ.δ. 
 
 

 

4.8  Η στροφορµή ενός σώµατος ως προς το κέντρο µάζας του 

Αν ένα σύστηµα σωµατιδίων (ή σώµα) έχει στροφορµή L
r

 ως προς κάποιο σηµείο Ο, τότε  
 

  PRLL
rrrr

×+= c.m.c.m.  (4.20) 
 

όπου  c.m.L
r

 είναι η στροφορµή του σώµατος ως προς το κέντρο µάζας του (ιδία στροφορµή ή 
σπιν) και PR

rr
×c.m.  είναι η στροφορµή, ως προς το Ο, ενός σώµατος που βρίσκεται στο κέντρο 

µάζας του συστήµατος των σωµατιδίων και έχει ορµή P
r

 ίση µε τη συνολική ορµή των 
σωµατιδίων. 

 31



 Αν πάρουµε το κέντρο µάζας του συστήµατος των σωµατιδίων ως σηµείο αναφοράς για τη 
στροφορµή, ολική στροφορµή είναι απλώς η  c.m.L

r
.  

 
 

Παράδειγµα 2  
 
 
 

 
 
 

Ένα ηλεκτρόνιο βρίσκεται ακίνητο στο σηµείο  του επιπέδου ) . Ένα ποζιτρόνιο 
κινείται (πάνω στον άξονα των 

),0( 0y ,( yx
x  µε ταχύτητα xv ˆ0υ=

r ) έτσι ώστε η θέση του συναρτήσει του 
χρόνου να είναι xr ˆ0tυ=

r
. Τα δύο σωµατίδια έχουν την ίδια µάζα  και ίσα και αντίθετα 

φορτία . Όταν πλησιάσουν αρκετά κοντά το 
ένα στο άλλο, τα σωµατίδια σχηµατίζουν, για 
λίγο, ένα σύστηµα (γνωστό ως ποζιτρόνιουµ), στο 
οποίο κινούνται πάνω σε έναν κύκλο µε κέντρο το 
κέντρο µάζας τους, CM. Τα σωµατίδια βρίσκονται 
σε διαµετρικώς αντίθετα σηµεία και έχουν ίσες 
και αντίθετες ταχύτητες ως προς το κέντρο µάζας 
τους. 

m
e±

(α)  Να βρεθούν, συναρτήσει του χρόνου, (i) η θέση R
r

 και (ii) η ταχύτητα V
r

 του κέντρου 
 µάζας των σωµατιδίων, και (iii) η στροφορµή OL

r
 των σωµατιδίων ως προς το σηµείο Ο  

 ) . Ισχύουν οι σχέσεις αυτές για κάθε τιµή του 0,0( t , και γιατί; 
(β)  Για το ποζιτρόνιουµ που δηµιουργείται, να βρεθούν: (i) η θέση του πR

r
, (ii) η ταχύτητά του  

 πV
r

, (iii) η στροφορµή του O,πL
r

 ως προς το σηµείο Ο ) , και (iv) η ιδία στροφορµή του  0,0(

 (σπιν) CL
r

. 
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2
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 ,             yxR ˆˆ 02
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 (ii) xRV ˆ/ 02
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 . 

 

 (iii) 0xxvrL =×=×= )ˆ()ˆ( 00 υυ tmmO
rrr

 . 
 

  Επειδή δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις ή ροπές στο σύστηµα, η ορµή του και η 
  στροφορµή του διατηρούνται, και οι σχέσεις αυτές ισχύουν για κάθε τιµή του t .  
 

(β)  (i) Η θέση του κέντρου µάζας του ποζιτρόνιουµ θα είναι 
 

  yxRR ˆˆ 02
1

02
1 yt +== υπ

rr
. 

 

 (ii) Η ταχύτητα του κέντρου µάζας του ποζιτρόνιουµ θα είναι 
 

  xVV ˆ02
1υπ ==

rr
 . 

 

(iii) Η ολική στροφορµή του ποζιτρόνιουµ θα είναι όση και η αρχική στροφορµή του 
 συστήµατος     
  0LL == OO

rr
,π . 

 

 (iv) Από τη σχέση       0VRLL =×+= πππ

rrrr
)2(, mCO  

  προκύπτει ότι      )ˆˆ()ˆ()ˆˆ(2 002
1

02
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1 xyxyxL ×−=×+−= ymytmC υυυ
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  zL ˆ002
1 ymC υ=
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4.9  Η γεωµετρική ερµηνεία της στροφορµής 

Αν µια σηµειακή µάζα έχει στροφορµή L
r

 ως προς κάποιο σηµείο Ο, τότε σε ένα µικρό χρονικό 
διάστηµα  το σώµα θα µετακινηθεί από το σηµείο t∆ r

r
 στο σηµείο rr

rr
∆+ , και η επιβατική 

ακτίνα r
r

 που ενώνει τη µάζα µε το Ο σαρώνει  
µια τριγωνική επιφάνεια, της οποίας το  
διανυσµατικό εµβαδόν είναι ίσο µε 
 

                   rrS
rrr

∆×=∆ 2
1 .                     (4.21) 

 

Ο ρυθµός σάρωσης επιφάνειας ανά µονάδα  
χρόνου είναι 
 

  
Mtdt

d
t 2

lim 2
1

2
1

0

LvrrrS
r

rr
r

r
r

=×=
∆
∆

×=
→∆

.      (4.22) 
 

Αν είναι  σταθ.=L
r

, τότε και    σταθ.=
dt
dS
r

  (4.23) 
 

Για την κίνηση ενός πλανήτη, αυτός είναι ο δεύτερος νόµος του Κέπλερ. 
 
 

 
 
 Παράδειγµα 3   
 
 

Η κίνηση των πλανητών       (Βλ. C. Kittel κ.ά., Μηχανική, Κεφ. 9.) 
 
 

 
 

Η δύναµη που ασκείται από τον Ήλιο πάνω  
σε έναν πλανήτη είναι    
 

                rF ˆ
2r

MmG−=
r

 , 
 

όπου  η σταθερά της βαρύτητας,  G
M  η µάζα του Ήλιου,  η µάζα του m
πλανήτη, r  η απόσταση του πλανήτη 
από τον Ήλιο και  το µοναδιαίο  r̂
διάνυσµα από τον Ήλιο προς στον πλανήτη.  
 Σε επίπεδες πολικές συντεταγµένες, η εξίσωση κίνησης του πλανήτη είναι: 
 

  rFr ˆ
22

2

r
MmG

dr
dm −==

rr

,       ή          rθrr ˆˆ)2(ˆ)( 2
2

2

2

r
GMrrrr

dr
d

−=++−= θθθ &&&&&&&
r

 . 
 

Εποµένως      )1(2
2

r
GMrr −=− θ&&&          και       )2(02 =+ θθ &&&& rr

Η (2) δίνει 

  ===⇒= L
m
Lrr

dt
d σταθ.0)( 22 θθ && στροφορµή. 

 

Η λύση αυτών των εξισώσεων για τα   και  )(tr )(tθ  σε κλειστή µορφή δεν είναι δυνατή. Θα 
βρούµε αντί αυτών την εξίσωση της τροχιάς )(θr . Για τον σκοπό αυτό θέτουµε  . 
Απαλείφοντας τα t  και 

ru /1≡
r  από τις εξισώσεις (1) και (2), έχουµε τελικά, για : 0≠L

 

  2

2

2

2

L
GMmu

d
ud

=+
θ

,       της οποίας η γενική λύση είναι      )cos(1
2

2

φθ ++== A
L

GMm
r

u  
 

όπου τα Α και φ  είναι αυθαίρετες σταθερές. Θέτουµε 0=φ , καθορίζοντας έτσι απλώς τον 
προσανατολισµό της τροχιάς στο επίπεδο. Η Α καθορίζεται από τη στροφορµή και την ολική 
ενέργεια του πλανήτη και είναι 
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2

2

2

2 2
L
mE

L
GMmA +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

 

όπου =E ολική ενέργεια του πλανήτη. 
Η τροχιά του σώµατος είναι εποµένως   
 

    
θε cos1+

=
sr ,     

 

όπου  
322

221
mMG

EL
+=ε   είναι η 

εκκεντρότητα της τροχιάς, και s  είναι ένα 
µήκος που καθορίζει την κλίµακα της τροχιάς. 
 
 

Για ελκτική δύναµη έχουµε: 
 

για  1,0 <→< εE ,  έλλειψη 
για  1,0 =→= εE ,  παραβολή 
για  1,0 >→> εE ,  υπερβολή. 

Στην ειδική περίπτωση που είναι  2

322

2L
mMGE −= ,   είναι 0=ε  και η τροχιά είναι κυκλική. 

 

Γενικά, για δύναµη  rF ˆ
2r

C
=

r
,  είναι   

mC
EL

2

221+=ε . 

Για σκέδαση Rutherford:  
04πε

QqGMm −→   (θετικό ή αρνητικό).  

Για απωστική δύναµη η τροχιά είναι παραβολική ή υπερβολική.     
 

 
 
 Προβλήµατα  
 
 

 

Από το βιβλίο Kittel κ.ά. Μηχανική:  Κεφ. 6,  Ασκ. 3, 7, 14. 
 

4.1  Ένας κοµήτης, είχε αρχικά µια τροχιά της οποίας το περιήλιο απείχε από τον Ήλιο 
περισσότερο από 3 ua  (1 ua = 1 αστρονοµική µονάδα = 
1,5 108 km, η µέση απόσταση Γης-Ηλίου). Οι κοµήτες 
που δεν πλησιάζουν σε µικρότερη απόσταση από 
περίπου  3 ua από τον Ήλιο, δεν αποκτούν “κόµη” και 
δεν παρατηρούνται.  Σε µια από τις περιφορές του, ο 
κοµήτης πέρασε κοντά από τον πλανήτη ∆ία, µε 
αποτέλεσµα να µεταβληθεί η κατεύθυνση κίνησής του 
και η στροφορµή του ως προς το κέντρο του Ηλίου.  
Μετά από αυτό, η νέα τροχιά του κοµήτη τον φέρνει σε 
αρκετά µικρές αποστάσεις από τον Ήλιο, ώστε να 
αποκτά ουρά και να γίνεται ορατός.  Η διεργασία αυτή 
είναι γνωστή ως άγρα κοµητών (άγρα = κυνήγι, 
ψάρεµα), στην οποία επιδίδονται οι µεγάλοι πλανήτες 
και κυρίως ο ∆ίας.  Αµέσως µετά τη συνάντησή του 
αυτή µε τον ∆ία, ο κοµήτης είχε ταχύτητα  

ua/y  15=υ  (y = έτος).  Ως προς τον Ήλιο, και στην 
απόσταση των  5 ua από αυτόν, ο κοµήτης έχει ακτινική 
συνιστώσα της ταχύτητάς του ίση µε   

ua/y  74
5
2

=rυ , εγκάρσια συνιστώσα 
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ua/y  79
5
1

=θυ , και κινείται στο επίπεδο της τροχιάς της Γης. Προφανώς είναι .  222
θυυυ += r

 Χρησιµοποιώντας µονάδες au για το µήκος και y για το χρόνο, στις οποίες είναι 
, και τη µάζα του κοµήτη m όπου αυτή χρειάζεται,  23 y/au  40=GM

(α)  Βρείτε την τροχιακή στροφορµή  του κοµήτη ως προς τον Ήλιο, και την ολική του  L
  ενέργεια E .   
(β)  Βρείτε την ελάχιστη, ,  και τη µέγιστη απόσταση, , του κοµήτη από τον Ήλιο.    1r 2r
(γ)  Βρείτε τα χαρακτηριστικά µεγέθη της ελλειπτικής τροχιάς του κοµήτη:    
 

 (i)  τον µεγάλο ηµιάξονά της       
2

21 rra +
= ,  (ii)  την εκκεντρότητά της  

12

12

rr
rr

+
−

=ε ,      

 (iii)  τον µικρό ηµιάξονά της  21
21 rrab =−= ε .   

 

(δ)  Το εµβαδόν της έλλειψης είναι  abS π= .  Από το γεγονός ότι ο ρυθµός σάρωσης  
 επιφάνειας από την επιβατική ακτίνα που συνδέει τον κοµήτη µε τον Ήλιο είναι σταθερός  

 και ίσος µε   
m
L

t
S

2d
d

= ,  βρείτε την περίοδο περιφοράς  Τ  του κοµήτη γύρω από τον Ήλιο. 
 

4.2   Ένας δορυφόρος έχει µάζα    και κινείται µε ταχύτητα  υm 0  σε κυκλική τροχιά ακτίνας  
  γύρω από τη Γη.  Η Γη θεωρείται τελείως σφαιρική και έχει µάζα  0r M .  Ένα σώµα µάζας  
,  κινούµενο ακτινικά µε ταχύτητα  υm 0,  συγκρούεται µε τον δορυφόρο και ενσωµατώνεται σε 

αυτόν δηµιουργώντας ένα σώµα µάζας  .    m2
(α)  Εξηγήστε γιατί η στροφορµή   των δύο σωµάτων ως προς το κέντρο της Γης παραµένει  L
 σταθερή και βρείτε την τιµή της.   
(β)  Βρείτε την ολική ενέργεια  που θα έχει το σώµα που σχηµατίζεται µετά τη σύγκρουση. ολE
(γ)  Αν η  είναι αρνητική, το σώµα θα κινηθεί σε κλειστή τροχιά, που είναι κύκλος ή  ολE
 έλλειψη. ∆είξετε ότι στη συγκεκριµένη περίπτωση η τροχιά του σώµατος θα είναι 
 ελλειπτική. 
(δ)  Χρησιµοποιώντας την αρχή της διατήρησης της στροφορµής, βρείτε την ελάχιστη, , και  1r
 τη µέγιστη απόσταση, , του σώµατος από τη Γη, καθώς αυτό κινείται στην ελλειπτική του  2r
 τροχιά. Εκφράστε τα αποτελέσµατα συναρτήσει του .  0r
 

4.3   Αβαρής ράβδος µήκους  l  έχει τα δύο της άκρα στα σηµεία  (0, 0)  και  (l, 0).  Στο άκρο 
της στο σηµείο  (0, 0)  υπάρχει σηµειακή µάζα  m  στερεωµένη στη ράβδο.  Μια άλλη µάζα  2m  
κινείται ελεύθερη στην κατεύθυνση  +y  µε ταχύτητα  V.  Τη χρονική στιγµή   φθάνει στο 
σηµείο  (l, 0)  και προσκολλάται στο ελεύθερο άκρο της ράβδου.  Οι δύο µάζες και η ράβδος 
κινούνται µετά ως ενιαίο σύνολο, στο επίπεδο xy, το οποίο είναι οριζόντια και λεία επιφάνεια.  
Στο σύστηµα δεν ασκείται καµία εξωτερική δύναµη.   

0=t

(α)  Βρείτε τη θέση του κέντρου µάζας του συστήµατος τη χρονική στιγµή 0 , την ολική  =t
 ορµή του συστήµατος, καθώς και την ταχύτητα  CMR&

r
 και τη θέση  CMR

r
 του κέντρου µάζας  

 του ως προς το σηµείο  (0, 0),  για   .    0>t
(β)  Βρείτε τη στροφορµή του συστήµατος ως προς την αρχή των αξόνων, 0L

r
, και ως προς το  

 κέντρο µάζας του, CML
r

. Εξηγήστε γιατί οι τιµές αυτές παραµένουν σταθερές.   
(γ)  Από τη στροφορµή του συστήµατος ως προς το κέντρο µάζας του, CML

r
, και εξετάζοντας  

 το σύστηµα όπως το βλέπει ένας παρατηρητής που βρίσκεται στο κέντρο µάζας του και  
 κινείται µε αυτό, υπολογίστε τη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου γύρω από το κέντρο µάζας  
 του συστήµατος.    
(δ)  Περιγράψετε την κίνηση που εκτελεί το σύστηµα µαζών και ράβδου. Επαληθεύσετε ότι  
 ισχύει η σχέση  CMCMCM M RRLL &rrrr

×+= ολ0 ,  όπου  mM 3=ολ .  
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4.4   ∆ύο πίθηκοι Α και Β είναι κρεµασµένοι από τα δύο άκρα ενός σχοινιού, που περνάει από 
µία τροχαλία ακτίνας R.  Οι πίθηκοι βρίσκονται σε ίση απόσταση L από την τροχαλία.  Οι µάζες 
του σχοινιού και της τροχαλίας είναι αµελητέες.  Οι πίθηκοι έχουν την ίδια µάζα, είναι αρχικά 
ακίνητοι και αρχίζουν ταυτόχρονα να αναρριχώνται µε ταχύτητες  υ  και 3υ, αντίστοιχα, ως 
προς το σκοινί. 
 Εξετάζοντας την ολική στροφορµή των δύο πιθήκων ως προς το κέντρο της τροχαλίας, βρείτε 
τις ταχύτητές τους ως προς αυτήν. Υπολογίστε το χρόνο που χρειάζεται ο καθένας για να 
φτάσει στην τροχαλία.  
 

4.5   Αλυσίδα βρίσκεται σωριασµένη στο έδαφος. Η αλυσίδα έχει γραµµική πυκνότητα µάζας 
ίση µε λ  kg/m.  ∆ύναµη yF ˆF=

r
 δρα στο ένα άκρο της αλυσίδας, ανυψώνοντάς την 

κατακόρυφα.  Να βρεθεί η δύναµη F
r

 που απαιτείται για να ανυψώσει την αλυσίδα µε σταθερή 
ταχύτητα  υ

r
.  Υπολογίστε, συναρτήσει του ύψους y  του άνω άκρου της αλυσίδας, το έργο 

)(yW έχει παραχθεί από τη δύναµη, την κινητική ενέργεια KE  και δυναµική ενέργεια  

∆E   της αλυσίδας, καθώς και την απώλεια ενέργειας ως κλάσµα της  KE . 

ŷυ=
 που τη 

 

4.6    Αµάξι µάζας  M0  κινείται σε ευθύγραµµη τροχιά µε ταχύτητα  υ0  και αµελητέες τριβές.  
Η µάζα του αρχίζει να αυξάνει τη χρονική στιγµή  t = 0  γραµµικά µε το χρόνο µε ρυθµό  

0
d

d
>= a

t
M ,  π.χ. λόγω βροχής που πέφτει κατακόρυφα και οµοιόµορφα.    

(α)  Να βρεθεί η ταχύτητα του αµαξιού για  t > 0.    
(β)  Αν στο αµάξι ασκείται για  t > 0  εξωτερική δύναµη, τέτοια ώστε η ταχύτητά του να  
 παραµένει σταθερή και ίση µε  υ,  να βρεθεί η απαιτούµενη ισχύς.  Ποιο ποσοστό της ισχύος  
 µετατρέπεται σε κινητική ενέργεια; 
 

4.7   ∆ιαστηµόπλοιο κινείται πάνω σε ευθεία, αποβάλλοντας αέρια µε σταθερό ρυθµό α .  Έτσι, 

αν )  είναι η µάζα του διαστηµοπλοίου, τότε (tM α−=
t

M
d

d  (µάζα ανά µονάδα χρόνου).  Τα 

αέρια αποβάλλονται προς τα πίσω µε ταχύτητα  ως προς το διαστηµόπλοιο.  Τη χρονική 
στιγµή  t = 0  η µάζα του διαστηµοπλοίου είναι  και η ταχύτητά του  

V
0M 0υ

r
.  Η µόνη εξωτερική 

δύναµη που ασκείται πάνω στο διαστηµόπλοιο είναι µια δύναµη τριβής ίση µε  υ
rr

k−=τρF ,  
όπου    η ταχύτητα του διαστηµοπλοίου και   µια θετική σταθερά. υ

r
k

(α)  Βρείτε την ταχύτητα  )(tυ   του διαστηµοπλοίου ως συνάρτηση του χρόνου  t .   
(β)  Βρείτε την απόσταση )  που έχει διανύσει το διαστηµόπλοιο ως συνάρτηση του .   (ts t
(γ)  Βρείτε τα  )(tυ   και    για την ειδική περίπτωση που είναι  )(ts α=k .  Ποια είναι η µέγιστη  
 ταχύτητα στην περίπτωση αυτή;  
 

4.8   Ένα σώµα εκτοξεύεται από το σηµείο  (0, 0)  µε οριζόντια συνιστώσα ταχύτητας ίση µε u  
και κατακόρυφη ίση µε  .  Η µάζα του σώµατος αυξάνει λόγω της προσρόφησης, από ένα 
νέφος, υδρατµών οι οποίοι είναι ακίνητοι στην ατµόσφαιρα, µε ρυθµό  

w
τ/0m   µονάδες µάζας 

ανά µονάδα χρόνου, όπου    είναι η αρχική τιµή της µάζας και 0m τ  µια θετική σταθερά.  Η 
µόνη εξωτερική δύναµη που ασκείται πάνω στο σώµα είναι το βάρος του.    
(α)  ∆είξετε ότι, όταν η µάζα του σώµατος έχει την τιµή  ,  η θέση του είναι: )(tm
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

2
2
0

2
2

0
ln

2
11

4
1ln

m
mgw

m
mgy

m
mux ττττ . 

 

(β)  ∆είξετε επίσης πως, αν  0>υ ,  το µέγιστο ύψος στο οποίο φθάνει το σώµα είναι: 
 

τ
τ

ττ w
g
wgwym 2

121ln
2
1

2
1 2 −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += . 

 

(γ)  Ποια είναι η εξίσωση της τροχιάς που ακολουθεί το σώµα; 
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4.9  Μια σφαιρική σταγόνα από χαλάζι πέφτει κατακορύφως λόγω της βαρύτητας, χωρίς 
αντίσταση από τον αέρα.  Λόγω στερεοποίησης υδρατµών στην επιφάνεια της σφαίρας, η 
ακτίνα της  r  αυξάνει µε ρυθµό  rtr λ=d/d ,  όπου  λ  είναι µια θετική σταθερά.  Η αρχική 
ακτίνα της σταγόνας είναι  α   και η αρχική της µάζα  .   0m
(α)  Βρείτε τη µάζα της σταγόνας συναρτήσει του χρόνου .   t
(β)  Βρείτε την ταχύτητα της σταγόνας συναρτήσει του .   t
(γ)  ∆είξετε ότι η ταχύτητα της σφαίρας τείνει προς µια ορική τιµή ίση µε  λ3/g . 
 

4.10   Νήµα είναι περασµένο πάνω από τροχαλία, µε τα δύο του άκρα κατακόρυφα. Στο ένα 
άκρο του νήµατος είναι δεµένη µάζα  m = 0,5 kg που είναι αρχικά ακίνητη στο έδαφος, και στο 
άλλο άκρο άδειο δοχείο µάζας  0,3 kg. Το δοχείο µαζεύει βροχή µε ρυθµό  0,05 kg/s. Η 
ταχύτητα των σταγόνων της βροχής, η οποία πέφτει κατακόρυφα, είναι  1 m/s.  Πόση µάζα 
νερού πρέπει να µαζευτεί στο δοχείο ώστε αυτό να αρχίσει να κινείται προς τα κάτω; (Η 
τροχαλία θεωρείται χωρίς τριβές). 
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