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1.1  Η διαφορική µορφή των νόµων της Φυσικής 

Ο σπουδαστής της Φυσικής θα διαπιστώσει, καθώς εµβαθύνει στην αυστηρή µαθηµατική 
διατύπωση των νόµων της, ότι οι νόµοι αυτοί αποκτούν αυξηµένη γενικότητα όταν 
διατυπώνονται στη λεγόµενη διαφορική µορφή τους. Αυτή η µορφή συνδέει τα φυσικά µεγέθη 
και τις διάφορες παραγώγους των (χωρικές, χρονικές, ή άλλες) µέσω εξισώσεων οι οποίες 
ισχύουν για κάθε τιµή του χρόνου και σε κάθε σηµείο µιας περιοχής.   
 Για παράδειγµα, ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα, στη µορφή , προσφέρει 
περιορισµένες δυνατότητες εφαρµογής. Αν όµως γίνει κατανοητό ότι ο νόµος ισχύει σε κάθε 
χρονική στιγµή, µε τις αντίστοιχες στιγµιαίες τιµές των φυσικών µεγεθών, και ότι η επιτάχυνση 
είναι ο στιγµιαίος ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας ως προς το χρόνο, η εξίσωση παίρνει µια 
γενικότερη µορφή. Έτσι, για κίνηση πάνω στον άξονα των  x,   
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Ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα παίρνει τη µορφή:       
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όπου  είναι η συνιστώσα  x  της δύναµης που ασκείται πάνω στη µάζα m.  xF
 Το πλεονέκτηµα αυτής της µαθηµατικής διατύπωσης είναι ότι διαθέτουµε τις µαθηµατικές 
µεθόδους για να λύσουµε την εξίσωση για την ταχύτητα )(txυ  ή τη θέση  της µάζας ακόµη 
και όταν η δύναµη δεν είναι σταθερή, αλλά είναι συνάρτηση της θέσης, του χρόνου, της 
ταχύτητας κλπ.  

)(tx

 
 
 
 Παράδειγµα 1.1  
 
 

Η θέση ενός σηµείου πάνω στον άξονα των x  δίνεται, ως συνάρτηση του χρόνου , από τη 
σχέση:    

t
tttx 5sin234)( 2 −+=

 

(σε m όταν ο χρόνος είναι σε s). Να βρεθεί η ταχύτητα του σηµείου, και η επιτάχυνσή του.   
 
 

 
 

Η ταχύτητα του σηµείου είναι:     m/s  5cos1065cos52230 tttt
dt
dx

x −=⋅−⋅+==υ  . 
 

Η επιτάχυνσή του είναι:    2
2
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 Παράδειγµα 1.2  
 
 

Οι συντεταγµένες ενός σηµείου πάνω στο επίπεδο xy  δίνονται, συναρτήσει του χρόνου , από 
τις σχέσεις:          

t
ttx 5sin4)( = tty 5cos4)( =  

 

(σε m όταν ο χρόνος είναι σε s).  Να βρεθούν: (α) Οι συνιστώσες της ταχύτητας και της 
επιτάχυνσης του σηµείου.  (β)  Τα µέτρα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σηµείου. 
(γ)  Η εξίσωση της τροχιάς του σηµείου.  

 
 

 
 

(α)  Οι συνιστώσες της ταχύτητας του σηµείου είναι:  
 

  ttx 5cos20)( =υ         tty 5sin20)( −=υ      m/s  

 

Οι συνιστώσες της επιτάχυνσης του σηµείου είναι:  
 

          ttax 5sin100)( −= ttay 5cos100)( −=     m/s2

 

(β)  Το µέτρο της ταχύτητας του σηµείου είναι:  
 

  20)5sin20()5cos20( 2222 =−+=+= ttyx υυυ    m/s  

 

Το µέτρο της επιτάχυνσης του σηµείου είναι:  
 

  100)5cos100()5sin100( 2222 =−+−=+= ttaaa yx    m/s2  

  

(γ)  Από τις δύο σχέσεις για τις συντεταγµένες του σηµείου, απαλείφουµε το  υψώνοντας στο 
τετράγωνο και αθροίζοντας:  

t

 

   m22222 4)5cos4()5sin4( =+=+ ttyx 2 . 
 

Το σωµατίδιο κινείται πάνω στον κύκλο  (0,  4 m),  µε ταχύτητα και επιτάχυνση των οποίων τα 
µέτρα είναι σταθερά. 

 
 

 
 
 
 Προβλήµατα  
 
 

 

1.1  Η θέση ενός σηµείου πάνω στον άξονα των x  δίνεται, ως συνάρτηση του χρόνου t , από τη 
σχέση:    

tettx 5432)( −++=
 

(σε m όταν ο χρόνος είναι σε s). Να βρεθεί η ταχύτητα του σηµείου, και η επιτάχυνσή του. 
∆είξτε ότι η ταχύτητα του σηµείου τείνει σε µια σταθερή τιµή. 

 

1.2  Οι συντεταγµένες ενός σηµείου που κινείται πάνω στο επίπεδο xy  δίνονται, συναρτήσει 
του χρόνου t , από τις σχέσεις:  ttx 5sin3)( = ,   tty 5cos4)( =   (σε m όταν ο χρόνος είναι σε s). 

 Να βρεθούν:   (α)  Οι συνιστώσες της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σηµείου.    
(β)  Τα µέτρα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σηµείου.    
(γ)  Η εξίσωση της τροχιάς του σηµείου.   
 

 
 

 

1.2  ∆ιάνυσµα θέσης, διανυσµατική ταχύτητα και επιτάχυνση 

Αν )  είναι οι συντεταγµένες ενός κινούµενου σηµείου Ρ  και ,,( zyx t  ο χρόνος, τότε το σηµείο 
Ρ  έχει:  
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 Το διάνυσµα θέσης είναι ένα δέσµιο διάνυσµα, που έχει την αρχή του στην αρχή των 
αξόνων. Καθώς ο χρόνος µεταβάλλεται, η κορυφή του διανύσµατος θέσης κινείται µαζί µε το 
κινούµενο σηµείο Ρ  και διαγράφει µια καµπύλη στον χώρο, την τροχιά του σηµείου Ρ. Μπορεί 
να αποδειχθεί γεωµετρικά ότι το διάνυσµα της ταχύτητας  vr  είναι εφαπτοµενικό της τροχιάς σε 
κάθε της σηµείο.  
 Αξίζει εδώ να αναφερθεί ότι ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα για την κίνηση ενός σώµατος 
µε σταθερή µάζα  m  διατυπώνεται διανυσµατικά στις ακόλουθες ισοδύναµες µορφές:   
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όπου  είναι το διάνυσµα θέσης, r
r

vr  η ταχύτητα και a
r

 η επιτάχυνση του σώµατος, και F
r

 η 
εξωτερική δύναµη που ασκείται πάνω στο σώµα. Για να συµπεριληφθεί και το ενδεχόµενο της 
µεταβολής της µάζας µε τον χρόνο, ο νόµος διατυπώνεται στη γενικότερη µορφή   
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όπου  vp rr
m≡  είναι η ορµή του σώµατος. Η διαφορική εξίσωση που προκύπτει όταν µια 

συγκεκριµένη συνάρτηση αντικατασταθεί για τη δύναµη F
r

, ονοµάζεται εξίσωση κίνησης του 
σώµατος. Η F

r
µπορεί να είναι σταθερή, ή συνάρτηση της θέσης, του χρόνου ή ακόµη και της 

ταχύτητας του σώµατος. 
 

 Πρέπει να έχουµε πάντοτε υπόψη µας ότι κάθε µια από τις διανυσµατικές αυτές εξισώσεις 
εµπεριέχει τρεις εξισώσεις, µία για κάθε συνιστώσα. Έτσι, επειδή  
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  zyxp ˆˆˆ zyx ppp ++=
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οι διανυσµατικές αυτές εξισώσεις µπορούν να αναλυθούν ως εξής: 
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 Αναφέρουµε επίσης τη χρήση στη Φυσική και του συµβολισµού του Νεύτωνα, σύµφωνα µε 
τον οποίο µια τελεία πάνω από ένα σύµβολο υποδηλώνει παραγώγιση ως προς τον χρόνο: 
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 Προβλήµατα  
 
 

 

Από το βιβλίο Kittel κ.ά. Μηχανική:  Κεφ. 2,  Ασκ. 5, 6, 12, 13, 20. 
 

1.3  Αν    zyxr ˆ2ˆ2cosˆ)3()( 2tettt −+++=
r

,   να βρεθούν τα  r
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r

=
dt
d

  και  r
rr &&r
&rr

==
dt
d

dt
d

2

2

,  

καθώς και οι αρχικές τιµές ( )  0=t )0(r
r

,  )0(r&
r

  και  )0(r&&
r

 των τριών διανυσµάτων. 
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1.4   Οι συντεταγµένες µιας σηµειακής µάζας  είναι   m
 

  taztaytax ωωω cos5sin4sin3 ===   

 

όπου t  είναι ο χρόνος και τα  και a ω  είναι θετικές σταθερές.  

 

άχυνση της µάζας. (α)  Να βρεθούν: το διάνυσµα θέσης, η ταχύτητα και η επιτ
(β)  Να βρεθούν τα µέτρα των τριών διανυσµάτων του (α). 
(γ)  Να βρεθεί η δύναµη που ασκείται πάνω στη µάζα. ∆είξτε ότι είναι της µορφής  rF ˆ)(rf=

r
, 

 όπου )  είναι µια συνάρτηση µόνο της απόστασης (rf r  από το κέντρο (0,0,0) και  είναι το  r̂
 µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του )(tr

r
. Μια τέτοια δύναµη ονοµάζεται κεντρική. 

(δ)  ∆είξτε ότι η µάζα κινείται πάνω σε ένα σταθερό επίπεδο και ότι η τροχιά της είναι κύκλος 
 µε κέντρο το σηµείο (0, 0, 0) και ακτίνα ίση µε . Σχεδιάστε την τροχιά στο χώρο. a5
(ε)  ∆είξτε ότι η στροφορµή της µάζας  vrL rrr

×≡ m   ως προς το σηµείο (0, 0, 0)  (όπου vr  είναι  
 η ταχύτητα της µάζας) είναι σταθερή και ίση µε  ( )yxyxL ˆˆ)ˆ15ˆ20( 5

3
5
42 +−=+−= υω mama

r
, 

 ή LL ˆυma=
r

. Αυτή είναι ιδιότητα όλων των σωµάτων που κινούνται κάτω από την  
 επίδραση κεντρικής δύναµης.  
 

1.5  Η στροφορµή ως προς το σηµείο (0, 0, 0) µιας µάζας  που βρίσκεται στο σηµείο  και 
κινείται µε ταχύτητα 

m r
r

vr , ορίζεται ως  vrL rrr
×≡ m . Έστω ότι η µάζα υφίσταται µια κεντρική 

δύναµη, δηλαδή µια δύναµη της µορφής  rF ˆ)(rf=
r

, όπου )  είναι µια συνάρτηση µόνο της 
απόστασης 

(rf
r  από το κέντρο (0, 0, 0) και  το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του r̂ )(tr

r
. 

∆είξτε ότι η στροφορµή της µάζας διατηρείται σταθερή.  
   [Υπόδειξη: ∆είξτε ότι ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής ως προς το χρόνο είναι  

0/ =dtdL
r

. Για τον σκοπό αυτό χρησιµοποιήστε το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα Fv
rr

=dtdm / . 
Η απόδειξη µπορεί να βρεθεί στο βιβλίο C. Kittel κ.ά., Μηχανική, σελ. 197-8.]    
 

 
 

 

1.3  Ταχύτητα και επιτάχυνση σε επίπεδες πολικές συντεταγµένες 

Σε µερικά προβλήµατα, όπως για παράδειγµα η κίνηση των πλανητών γύρω από τον Ήλιο, είναι 
πιο βολική η χρήση πολικών συντεταγµένων στο επίπεδο, ( θ,r ). Χρειαζόµαστε εποµένως 
εκφράσεις για τη θέση, την ταχύτητα και 
την επιτάχυνση σε επίπεδες πολικές 
συντεταγµένες. Για να εκφράσουµε 
διανύσµατα στο σύστηµα αυτό, ορίζουµε 
µοναδιαία διανύσµατα  και , στις 
κατευθύνσεις αυξανόµενου  και 

r̂ θ̂
r
r

θ , 
αντίστοιχα. Αυτές οι κατευθύνσεις είναι 
µεταβλητές καθώς το 

 
r
r

 µεταβάλλεται, αλλά 
τα δύο µοναδιαία διανύσµατα παραµένουν 
κάθετα µεταξύ τους. Όπως φαίνεται στο 
Σχήµα, (για απόδειξη βλ. Μηχανική, σελ. 
38) τα µοναδιαία διανύσµατα συνδέονται µε 
τα αντίστοιχα  και y  µέσω των  σχέσεων: x̂ ˆ
 

    
yxθ

yxr

ˆcosˆsinˆ
ˆsinˆcosˆ

θθ

θθ

+−=

+=
                 (1.12) 

 

Σε αντίθεση µε τα  και , τα  και  µεταβάλλονται µε το χρόνο, ως συναρτήσεις του x̂ ŷ r̂ θ̂ θ . 
Βρίσκουµε ότι, 
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  rθθr ˆ
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d
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dt
d

dt
d

dt
d

dt
d θθ rr ˆθ̂,θ̂

ˆ
−==  . (1.13) 

 

Αυτές οι σχέσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την εύρεση των εκφράσεων για την 
ταχύτητα και την επιτάχυνση σε πολικές συντεταγµένες, παραγωγίζοντας διαδοχικά ως προς το 
χρόνο το διάνυσµα θέσης: 
  rr ˆr=

r
. (1.14) 

Βρίσκουµε, για την ταχύτητα:  
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και για την επιτάχυνση:  
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ή 
  θ̂)2(ˆ)( 2 θθθ &&&&&&&

r
rrrr ++−= ra  . (1.17) 

 

Η γωνιακή συνιστώσα της επιτάχυνσης µπορεί να γραφτεί και ως 
 

  ⎥
⎦

⎤
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⎣

⎡
⎟
⎠
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⎜
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dt
d

r
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η οποία είναι µια σχέση που θα φανεί ιδιαίτερα χρήσιµη στις περιπτώσεις στις οποίες η 
στροφορµή του σώµατος διατηρείται, οπότε και είναι  
 

  ==
dt
dra θ

θ
2,0 σταθερό. (1.19) 

 
 
 
 Προβλήµατα  
 
 

 

1.5   ∆ύο σωµατίδια µε µάζες  m  και  2m,  κινούνται έτσι ώστε να έχουν διανύσµατα θέσης 
 

zyxr1 ˆ)25(ˆ)44(ˆ)23( 22 tttt +++++=
r

    και    zyxr ˆ)41(ˆ)2910(ˆ)20( 22
2 ttttt ++−++−−=
r

 
 

αντίστοιχα, όπου t = χρόνος (οι αποστάσεις σε m και ο χρόνος σε s).   
(α)  Αποδείξετε ότι τα σωµατίδια θα συγκρουσθούν και βρείτε πότε θα συµβεί αυτό.   
(β)  Ποια δύναµη ασκείται πάνω στο κάθε σωµατίδιο; Ποια είναι η ολική εξωτερική δύναµη  
 που ασκείται στο σύστηµα;   
(γ)  ∆ιατηρείται η ορµή του συστήµατος; Αν ναι, πόση είναι;   
(δ)  Αν µετά την κρούση τα σωµατίδια ενώνονται σε ένα, να βρεθεί η θέση τους ως συνάρτηση  
 του χρόνου. 
 

1.7  Το διάνυσµα θέσης ενός κινούµενου σωµατιδίου είναι yxr ˆˆ 2ctbt −=
r

, όπου t είναι ο χρόνος 
και  b, c  θετικές σταθερές. Να βρεθούν:   
(α)  Η εξίσωση της τροχιάς του σωµατιδίου.   
(β)  Η ταχύτητα του σωµατιδίου υ

r
 και η επιτάχυνσή του γ

r
, καθώς και τα µέτρα τους.   

(γ)  Η γωνία µεταξύ των υ
r

 και , ως συνάρτηση του χρόνου.   γ
r

(δ)  Η το µήκος της διαδροµής που διανύει το σωµατίδιο στο χρονικό διάστηµα  µεταξύ    0=t

  και .                                         ∆ίνεται:  cbt 2/= [ ] ...15,1)21ln(2
2
1d1

1

0

2 =++=+∫ zz . 
 

1.8  Σώµα µάζας m κινείται σε τροχιά που δίνεται σε παραµετρική µορφή από τις 
συντεταγµένες του σώµατος:   tax ωsin3= ,   tay ωsin4= ,   taz ωcos5= ,   όπου t = χρόνος, 
και ω και a είναι θετικές σταθερές. Αποδείξετε ότι η τροχιά είναι επίπεδη, δείχνοντας ότι σε 
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τρεις διαφορετικές χρονικές στιγµές  t1,  t2,  t3, τα αντίστοιχα διανύσµατα θέσης  είναι 
συνεπίπεδα. Συνθήκη: 

321 ,, rrr
rrr

0321 =×⋅ rrr
rrr

.  
 

1.9   Σηµειακή µάζα  κινείται πάνω σε τροχιά που δίνεται σε παραµετρική µορφή ως m
2),sin(),cos( tbztaytax === ωω , 

όπου t  είναι ο χρόνος, και  και ba, ω   είναι θετικές σταθερές.   
(α)  Να βρεθεί το διάνυσµα θέσης , η ταχύτητα υr

r r
 και η επιτάχυνση 

rγ  της µάζας συναρτήσει  
 του χρόνου.   
(β)  Αν Κ είναι ένα σηµείο πάνω στον άξονα των z  που έχει διάνυσµα θέσης zzc ˆˆ 2btz ==

r
,  

 και crR
rrr

−=  είναι το διάνυσµα από το σηµείο Κ στη µάζα, να βρείτε το διάνυσµα  R
r

 και  
 να δείξετε ότι η απόσταση της µάζας από το σηµείο Κ ή τον άξονα των z  είναι σταθερή.   
(γ)  Βρείτε τη δύναµη F

r
 που ασκείται πάνω στη µάζα. ∆είξετε ότι αποτελείται από δύο 

 συνιστώσες: µία κεντροµόλο δύναµη µε σταθερό µέτρο προς το σηµείο Κ, και µία σταθερή  
 στην κατεύθυνση z .   
(δ)  Υπολογίστε τον στιγµιαίο ρυθµό παραγωγής έργου από τη δύναµη, υ

rr
⋅F , και δείξτε ότι  

 εξαρτάται µόνο από την κίνηση στην κατεύθυνση z . 
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