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6η Εργασία

1) Ένα τύμπανο σε μια εκτυπωτική μηχανή στρέφεται κατά γωνία θ(t), που δίνεται από τη σχέση:

θ(t) = γt2 - βt3

όπου γ = 2,5 rad/s2 και β = 0,4 rad/s3. α) Υπολογίστε τη γωνιακή ταχύτητα και την γωνιακή επιτάχυνση του τύμπανου σαν συνάρτηση του χρόνου. β) Ποια είναι η μέγιστη γωνιακή ταχύτητα και σε πόσο χρόνο επιτυγχάνεται αυτή;

[8 μονάδες]
Λύση

α) ω(t) = dθ(t)/dt = 2γt – 3βt2 = (5 rad/s2)  t – (1,2 rad/s3) t2


(1)

a(t) = dω(t)/dt = 2γ – 6βt = (5 rad/s2) – (2,4 rad/s3) t



(2)

β) Η συνάρτηση ω(t) είναι της μορφής at2 + bt + c, με α < 0. Άρα, θα παρουσιάζει μέγιστο στο σημείο –b/2α, η τιμή του οποίου θα είναι ίση με –Δ/4α.

Αφού από την (1) παίρνουμε ότι b=5 rad/s2, α=–1,2 rad/s3 και Δ=25 rad2/s4 θα έχουμε τελικά: ωmax = (-25 rad2/s4) / (-4,8 rad/s3) = 5,21 rad/s, σε t = 2,1s
2) Δίδονται ομογενής συμπαγής κύλινδρος και ομογενές κυλινδρικό κέλυφος, ακτίνας R, μάζας Μ και ύψους L. Εξηγείστε ποιοτικά: α) Ποιο από τα δύο σώματα έχει μεγαλύτερη ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα συμμετρίας τους; β) Εάν τα δύο σώματα αφεθούν στην κορυφή ενός κεκλιμένου επιπέδου γωνίας κλίσης φ και κυλούν χωρίς να ολισθαίνουν, ποιο από τα δύο θα φθάσει νωρίτερα στο κάτω άκρο του κεκλιμένου επιπέδου;

[6 μονάδες]
Λύση

α) Είναι γνωστό ότι
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(1)

Στον συμπαγή κύλινδρο η μάζα κατανέμεται ομοιόμορφα σε αποστάσεις από τον άξονά του 
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. Στο κυλινδρικό φλοιό ΟΛΗ η μάζα είναι κατανεμημένη σε αποστάσεις 
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. Τότε, από την σχέση (1), προκύπτει ότι Ικ < Ικκ. Ενδεικτικά αναφέρεται ότι   
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[image: image22.bmp][image: image23.bmp] Ενεργειακά: Για την αρχική θέση και τελική θέση, γράφουμε την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας.
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(2)

όπου Ι η ροπή αδράνειας του σώματος. Επειδή 
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, από την σχέση (2) έχουμε 
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οπότε λόγω του ερωτήματος (α) υκκ < υκ. Υπολογίζεται ότι 
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Σημείωση: Η απάντηση στο ερώτημα (β) μπορεί να δοθεί και με την σύγκριση των επιταχύνσεων των δύο σωμάτων (
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3) Μία δοκός μήκους l μπορεί να περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα που περνάει από το ένα άκρο της Α. Αρχικά η δοκός είναι κατακόρυφη και το κέντρο της βρίσκεται πάνω από τον άξονα στήριξης. Αν η δοκός εκτραπεί λίγο, αρχίζει να περιστρέφεται γύρω από το Α. Να βρεθούν σαν συναρτήσεις της γωνίας εκτροπής θ, η γωνιακή ταχύτητα και η γωνιακή επιτάχυνση της δοκού.

[10 μονάδες]
Λύση

[image: image24.bmp]
Έστω επίπεδο μηδενικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο, που περνά από τον άξονα Α και ΙΑ τη ροπή αδράνειας της δοκού ως προς αυτόν τον άξονα.

Με εφαρμογή του θεωρήματος των παραλλήλων αξόνων έχουμε:

ΙΑ = Ι +Μ(l/2)2= Μ l2/3


            



(1)

όπου Ι η ροπή αδράνειας ως προς οριζόντιον άξονα που περνάει από το κέντρο της (σημείο Ο).

Επίσης, από την αρχή διατήρησης της ενέργειας έχουμε:

Μgl/2 = Mglcosθ/2 + ΙΑω2/2






(2)

Από (1) και (2) παίρνουμε ότι ω = [3g(1 – cosθ)/l]1/2
Για τη γωνιακή επιτάχυνση α έχουμε:

Mg(l/2)sinθ = IΑα ( Mg(l/2)sinθ = αΜl2/3 ( α = 3gsinθ/2l
4) Ένας κύλινδρος μήκους l και ακτίνας R έχει μάζα Μ. Γύρω από τον κύλινδρο τυλίγονται δύο νήματα, ένα σε κάθε άκρη και τα άκρα των νημάτων στερεώνονται στην οροφή. Ο κύλινδρος οριζοντιώνεται, με τα δύο νήματα ακριβώς κατακόρυφα, όπως στο σχήμα, και αφήνεται ελεύθερος. Βρείτε την τάση των νημάτων καθώς ξετυλίγονται και προσδιορίστε τη γραμμική επιτάχυνση του κυλίνδρου κατά την πτώση του.

[10 μονάδες]
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Λύση

Λύση

Έστω α και a, η γραμμική και γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου, αντίστοιχα. Κατά την κίνησή του, θα ισχύουν οι εξής εξισώσεις:

Μg – 2T = Mα ( α = (Μg – 2T)/Μ





(1)

ΤR + TR = Ia ( a = 2TR/I = 2TR/(1/2)MR2 ( a = 4T/MR


(2)

Οι δύο επιταχύνσεις, α και a, συνδέονται με τη σχέση: α = aR,


(3)

η οποία λόγω των (1) και (2) γίνεται:

α = 4TR/MR ( (Μg – 2T)/Μ = 4T/M ( 6T = Mg ( T = Mg/6


(4)

H (2) λόγω της (4) γίνεται: a = 4Μg/6MR = 2g/3R



(5)

Η (3) λόγω της (5) γίνεται: α = aR = 2gR/3R = 2g/3

5) Οι τέσσερις σφαίρες του σχήματος συνδέονται με στερεές ράβδους αμελητέας μάζας. Αν το σύστημα περιστρέφεται στο επίπεδο xy γύρω από τον άξονα z με γωνιακή ταχύτητα 6 rad/s, υπολογίστε: (α) τη ροπή αδράνειας του συστήματος ως προς τον άξονα z και β) την κινητική ενέργεια του συστήματος. Επίσης, υπολογίστε το έργο που απαιτείται για να αποκτήσει το σύστημα γωνιακή ταχύτητα 6 rad/s, αν αυτό ξεκινά από την ηρεμία. Οι σφαίρες θεωρούνται σημειακές και ο άξονας z είναι κάθετος στο επίπεδο των μαζών και περνά από το κέντρο του τετραγώνου

[6 μονάδες]
[image: image26.bmp]


Λύση
α) Η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς, που διαγράφει κάθε μάζα είναι  
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Η ροπή αδράνειας του συστήματος είναι τότε
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β) Η κινητική ενέργεια του συστήματος είναι:
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Η μεταβολή της κινητικής ενέργειας εκφράζει το απαιτούμενο έργο:
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6) Μια λεπτή οριζόντια ράβδος ΑΒ αμελητέας μάζας και μήκους l αρθρώνεται σε ένα κατακόρυφο τοίχο στο Α και συγκρατείται από το Β με ένα λεπτό σύρμα ΒΓ, που σχηματίζει γωνία θ με την οριζόντια. Ένα σώμα μάζας Μ μπορεί να μετακινηθεί οπουδήποτε πάνω στη ράβδο. α) Βρείτε την τάση Τ στο λεπτό σύρμα σαν συνάρτηση της αποστάσεως x του σώματος από τον τοίχο β) Βρείτε την οριζόντια και κατακόρυφη συνιστώσα της δυνάμεως 
[image: image16.wmf]F
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, που εξασκεί η άρθρωση στο Α πάνω στη ράβδο.

[8 μονάδες]







Λύση
Αναλύουμε την Τ και την F σε δύο συνιστώσες, όπως φαίνεται στο σχήμα. Λόγω της ισορροπίας ισχύουν οι σχέσεις:
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(2)

α) Από την σχέση (2) και με βάση τον κανόνα του δεξιού χεριού (Σχήμα) παίρνουμε:
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(3)

β) Από την σχέση (1) και για τον άξονα x έχουμε:
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. Για τον άξονα y έχουμε:
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7) Μια οριζόντια πλατφόρμα σχήματος κυκλικού δίσκου περιστρέφεται σε οριζόντιο επίπεδο χωρίς τριβές, γύρω από κατακόρυφο άξονα, που περνά από το κέντρο της. Η πλατφόρμα έχει μάζα Μ = 100Κg και ακτίνα R = 2m. Ένας φοιτητής με μάζα m = 60Kg βαδίζει σιγά-σιγά από την περίμετρο προς το κέντρο της. Εάν η αρχική γωνιακή ταχύτητα είναι ω0 = 2 rad/s υπολογίστε: α) την γωνιακή ταχύτητα όταν ο φοιτητής φθάσει σε απόσταση 0,5m από το κέντρο, β) την αρχική και τελική κινητική ενέργεια του συστήματος, γ) Πως σχολιάζετε τα αποτελέσματα του δεύτερου ερωτήματος;

[10 μονάδες]
Λύση

α) Από την αρχή διατήρησης της στροφορμής έχουμε:

Ι1ω0 = Ι2ω2 ( ω2 = Ι1ω0/Ι2,






(1)

όπου οι ροπές αδράνειας του συστήματος ως προς τον άξονα περιστροφής δίνονται από τις εξής σχέσεις:

Ι1 = (1/2)ΜR2 + mR2 και Ι2 = (1/2)ΜR2 + mr2 




(2)

H (1) λόγω των (2) γίνεται: ω2 = [(1/2)ΜR2 + mR2]ω0 / [(1/2)ΜR2 + mr2] = 4,1 rad/s
β) ΕΚ(αρχ) = (1/2)I1ω02 = 880 J, ΕΚ(τελ) = (1/2)I2ω22 = 1807 J
γ) Η τελική κινητική ενέργεια του συστήματος είναι μεγαλύτερη. Η αύξηση προήλθε από το προσφερόμενο έργο στο σύστημα κατά την κίνηση του φοιτητή.

8) Μια κατσαρίδα μάζας m τρέχει με φορά αντίθετη προς τους δείχτες του ρολογιού, πάνω στην περιφέρεια ενός κυκλικού πιάτου που περιστρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα που περνά από το κέντρο του. Το πιάτο έχει ακτίνα R και ροπή αδράνειας Ι και περιστρέφεται χωρίς τριβές. Η επιτρόχια ταχύτητα της κατσαρίδας, σε σχέση με αδρανειακό παρατηρητή, έχει μέτρο υ, ενώ το πιάτο περιστρέφεται κατά τη φορά των δειχτών του ρολογιού με γωνιακή ταχύτητα ω0. Η κατσαρίδα βρίσκει ένα ψίχουλο πάνω στην περιφέρεια και σταματά. α) Ποια είναι η γωνιακή ταχύτητα του περιστρεφόμενου πιάτου μετά το σταμάτημα της κατσαρίδας; β) Υπολογίστε τη μεταβολή στην κινητική ενέργεια του συστήματος πριν και μετά το σταμάτημα της κατσαρίδας.

[12 μονάδες]






Λύση

α) Η ολική στροφορμή του συστήματος ως προς αδρανειακό παρατηρητή διατηρείται. Άρα θα ισχύει:

L0 - l = L









(1)

όπου L0, και l οι αρχικές στροφορμές πιάτου και κατσαρίδας, αντίστοιχα και L η τελική στροφορμή του συστήματος.

Η (1) γίνεται: Iω0 – mυR = (I + mR2)ω ( ω = (Iω0 – mυR)/(I + m                                                                                                                                                                                                                                                     R2) 

(2)

β) Η μεταβολή στην κινητική ενέργεια του συστήματος είναι ίση με:

ΔΕΚ = ΕΚ(τελ) – ΕΚ(αρχ) = (1/2)(I + mR2)ω2 – (1/2)Iω02 – (1/2)mυ2 

(3)

Αντικαθιστώντας την (2) στην (3) και μετά από πράξεις παίρνουμε:

ΔΕΚ = -mΙ(υ + ω0R)2/2( I + mR2)

9) Μια ομογενής σκάλα στερεώνεται σε ένα λείο τοίχο. Αν ο συντελεστής στατικής τριβής μεταξύ σκάλας και δαπέδου είναι μs, να εξάγετε μια έκφραση για την ελάχιστη γωνία θ, μεταξύ σκάλας και δαπέδου, για την οποία η σκάλα δεν ολισθαίνει ως προς το δάπεδο.

[12 μονάδες]

Λύση

Εφ’ όσον η σκάλα ισορροπεί, θα ισχύει: Ν2 = Τs



(1)

Επίσης, το άθροισμα των ροπών των δυνάμεων, ως προς το κέντρο μάζας της, θα είναι ίσο με μηδέν. Άρα: Ν2(l/2)sinθ + Τs(l/2)sinθ – Ν1(l/2)cosθ = 0
(2)

Για τη στατική τριβή είναι γνωστό ότι: Τs ( μsN1



(3)

Από (1) και (2) παίρνουμε: 2Τssinθ – Ν1cosθ = 0 ( tanθ = Ν1/2Τs, η οποία λόγω της (3) γίνεται: tanθ ( 1/2μs ( θmin = tan-1(1/2μs)

10) Υποθέστε ότι ανυψώνετε μία μάζα Μ, τραβώντας την μέσω αβαρούς σχοινιού με μια δύναμη μέτρου F, όπως στο σχήμα. Η τροχαλία περιστρέφεται ελεύθερα, χωρίς τριβές, καθώς το σχοινί κινείται (Το σχοινί δεν ολισθαίνει πάνω στην τροχαλία). Η τροχαλία έχει ακτίνα R και ροπή αδράνειας Ι ως προς τον άξονά της. Κάποια χρονική στιγμή, η μάζα Μ έχει μια επιτάχυνση προς τα πάνω μέτρου α. Εξάγετε μια σχέση για το μέτρο της δύναμης F αυτή τη χρονική στιγμή, συναρτήσει των άλλων μεγεθών.

[8 μονάδες]

Λύση

Για τη μάζα Μ ισχύει: Τ – Μg = Mα





(1)

Για την τροχαλία ισχύει: FR – TR = Ia





(2)

όπου η γωνιακή επιτάχυνση a = α/R





(3)

Από (1), (2) και (3) παίρνουμε: F = (Ia + TR)/R = (Ia + (Mα + Mg)/R)/R =

= Iα/R2 + M(α + g)

11) Μια ομογενής ράβδος έχει μάζα Μ και μήκος l. Στο ένα άκρο της, Α, αρθρώνεται σε ένα λείο τραπέζι. Το άλλο άκρο της, Β, είναι δεμένο με ένα οριζόντιο νήμα, όπως στο σχήμα, το οποίο την αναγκάζει να σχηματίζει γωνία θ με το τραπέζι. α) Βρείτε μια έκφραση για το μέτρο της ολικής δύναμης που ασκεί το τραπέζι στη ράβδο στο σημείο Α. β) Αν το νήμα ξαφνικά κοπεί, υπολογίστε τη στιγμιαία γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου γύρω από το σημείο Α, κατά τη στιγμή που το νήμα κόβεται.

[10 μονάδες]

Λύση

α) Η ράβδος ισορροπεί, άρα θα ισχύει:
Fx = T 




(1)







Fy = Mg



(2)

Επίσης, η συνισταμένη των ροπών ως προς το Α είναι ίση με μηδέν. Άρα:

Mg(l/2)cosθ = Τlsinθ ( T = (Mg/2)cotθ




(3)

Από (1), (2) και (3) έχουμε: F=( Fx2+Fy2)1/2 = Mg[(cot2θ)/4 + 1]1/2
β) Mg(l/2)cosθ = Iα = (1/3)Μl2α ( α = 3gcosθ/2l
Σύνολο Μονάδων 100
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