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Εισαγωγή

Σε αυτή την διπλωµατική εργασία γίνεται µια προσπάθεια να γίνουν πιο κατα-
νοητές οι επιπτώσεις εισαγώγης µη-τετριµµένων κινητικών όρων ϐαθµωτού πεδίου
στην παραγωγή σωµατιδίων. Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται µια εισαγωγή στην κβαν-
τική ϑεωρία πεδίου σε καµπύλους χωροχρόνους και αναπτύσσουµε τις ϐασικές
έννοιες που αφορούν την παραγωγή σωµατιδίων. Για τον σκοπό αυτό χρησιµο-
ποιούµε έναν 4-διάστατο χωρόχρονο FRW που ασυµπτωτικά στο µακρινό παρελ-
ϑόν/µέλλον γίνεται επίπεδος. Αφού αναφέρουµε την απλή περίπτωση εισάγουµε
µη-τετριµµένους κινητικούς όρους ϐαθµωτού πεδίου, πιο συγκεκριµένα όρους α-
νάλογους του τανυστή Einstein Gµν , και µελετάµε τις αλλαγές στην παραγωγή
σωµατιδίων.

Στη συνέχεια προσπαθούµε να κατασκευάσουµε ένα πιο ϱεαλιστικό µοντέλο.
Χρησιµοποιούµε την έννοια του πληθωρισµού (inflation) που πιστεύεται ότι έλαβε
χώρα ακριβώς µετά τη Μεγάλη ΄Εκρηξη. Ο πληθωρισµος καθοδηγείται από ένα
οµογενές, χρονικά εξαρτηµένο ϐαθµωτό πεδίο φ(t) που ονοµάζουµε inflaton. Θε-
ωρούµε ότι µετά το τέλος του πληθωρισµού το σύµπαν ϐρίσκεται στη ϕάση που
κυριαρχεί η ύλη (matter domination). Η µορφή της µετρικής τότε µας επιτρέπει
να υπολογίσουµε πιο εύκολα την παραγωγή σωµατιδίων µετά τον πληθωρισµό.
Για να το πετύχουµε αυτό χρησιµοποιούµε ένα κβαντικό πεδίο X(x) το οποίο ϑα
επιτρέψουµε να µπορεί να συζευχθεί µε το inflaton. Καθ’ όλη τη διάρκεια της ερ-
γασίας γίνονται ξεχωριστοί υπολογισµοί που αφορούν είτε τη ϐασική ϑεωρία είτε
την τροποποιηµένη, δηλαδή αυτή µε µη-τετριµµένους κινητικούς όρους. Με τη
ϐοήθεια του mathematica µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα διάγραµµα αναφο-
ϱάς, συγκεκριµένα τον µέσο αριθµό σωµατιδίων που παράγονται συναρτήσει της
µάζας MX , και µεταβάλλοντας τις παραµέτρους να εντοπίσουµε τις αλλαγές στον
αριθµό των παραγόµενων σωµατιδίων.

Ολοκληρώνοντας την εισαγωγή αυτή ϑα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή
µου κύριο Γεώργιο Κουτσούµπα για την εµπιστοσύνη που µου έδειξε και για την
πολύτιµη ϐοήθεια που µου προσέφερε κατά την εκπόνηση της διπλωµατικής µου
εργασίας, καθώς και τον κύριο Ελευθέριο Παπαντωνόπουλο για την καθοδήγησή
του σε Ϲητήµατα που αφορούν κοσµολογικά µοντέλα.
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Κεφάλαιο 1

Κβαντική Θεωρία Πεδίου σε
Καµπύλους Χωροχρόνους

1.1 Κβάντωση του ϐαθµωτού πεδίου σε καµπύλο
χωρόχρονο

Ας ϑεωρήσουµε ένα σύνολο πεδίων φ(x) που διαδίδονται σε ένα καµπύλο χω-
ϱόχρονο µε αναλλοίωτο στοιχείο διαστήµατος

ds2 = gµν(x)dxµdxν

Αν το n δηλώνει τη διάσταση του χωροχρόνου τότε x0 ϑα είναι η χρονική συντε-
ταγµένη και x1, x2, ..., xn−1 ϑα είναι οι χωρικές. Η δράση S κατασκευάζεται από
το πεδίο φ έτσι ώστε να είναι αναλλοίωτη κάτω από γενικούς µετασχηµατισµούς
συντεταγµένων

S[φ′(x), ∂′φ(x′), g′µν(x′)] = S[φ(x), ∂φ(x), gµν(x)]

Ο πιο απλός τρόπος να κατασκευάσουµε µια τέτοια δράση είναι να ξεκινήσουµε
µε τη δράση στο χωρόχρονο Minkowski και να αντικαταστήσουµε τους τανυστές
ηµν µε τους τανυστές gµν και τους στοιχειώδεις όγκους dnx µε τους αναλλοίωτους
στοιχειώδεις όγκους (−g)1/2dnx όπου g = det(gµν). Η απαίτηση η δράση να είναι
αναλλοίωτη κάτω από µεταβολές στα πεδία, οι οποίες µηδενίζονται στα όρια της
ολοκλήρωσης, δίνει τις εξισώσεις Euler - Lagrange

∂L
∂φ
− ∂µ

( ∂L
∂(∂µφ)

)
= 0

Η Λαγκρανζιανή πυκνότητα ενός ϐαθµωτού πεδίου σε καµπύλο χωρόχρονο είναι

L =
√−g

{1

2

[
gκλ∂κφ∂λφ

]
− V (φ)

}
Σε όλο το κοµµάτι της εργασίας ϑα χρησιµοποιούµε για την µετρική τη σύµβαση
(+−−−). Αντικατάσταση αυτής της Λαγκρανζιανής πυκνότητας στην εξίσωση Eu-
ler - Lagrange µας δίνει την εξίσωση κίνησης του ϐαθµωτού πεδίου. Υπολογίζουµε
ξεχωριστά

∂L
∂φ

= −√−g ∂V (φ)

∂φ
≡ −√−gVφ
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− ∂µ
( ∂L
∂(∂µφ)

)
= −∂0

( ∂L
∂(∂0φ)

)
− ∂i

( ∂L
∂(∂iφ)

)
= −∂0

(∂[ 1
2

√−ggκλ∂κφ∂λφ
]

∂(∂0φ)

)
− ∂i

(∂[ 1
2

√−ggκλ∂κφ∂λφ
]

∂(∂iφ)

)
= −∂0

(1

2

√−ggκλ ∂(∂κφ)

∂(∂0φ)
∂λφ+

1

2

√−ggκλ∂κφ
∂(∂λφ)

∂(∂0φ)

)
− ∂i

(1

2

√−ggκλ ∂(∂κφ)

∂(∂iφ)
∂λφ+

1

2

√−ggκλ∂κφ
∂(∂λφ)

∂(∂iφ)

)
= −∂0

(1

2

√−ggκλδ0k∂λφ+
1

2

√−ggκλδλ0∂κφ
)
− ∂i

(1

2

√−ggκλδik∂λφ+
1

2

√−ggκλδλi∂κφ
)

= −∂0

(1

2

√−gg0λ∂λφ+
1

2

√−ggκ0∂κφ
)
− ∂i

(1

2

√−ggiλ∂λφ+
1

2

√−ggκiδλi∂κφ
)

= −∂0

(√−gg00∂0φ
)
− ∂i

(√−ggii∂iφ) = −∂µ
(√−ggµν∂νφ)

Συνδυάζοντας τα δύο αυτά αποτελέσµατα καταλήγουµε στην εξίσωση κίνησης

∂µ
(√−ggµν∂νφ)+

√−gVφ = 0

⇒ �φ+ Vφ = 0 µε �φ = (−g)−1/2∂µ
[
(−g)1/2gµν∂νφ

]
(1.1)

Προχωράµε στην κβάντωση της ϑεωρίας προάγοντας το πεδίο φ σε τελεστή φ→ φ̂
και ορίζοντας την συζυγή ορµή

π̂ =
∂L

∂(∂0φ)

Για την Λαγκρανζιανή πυκνότητα που µελετάµε η συζυγής ορµή είναι

π̂ =
√−g∂0φ̂

Επιβάλλουµε τις σχέσεις µετάθεσης των τελεστών φ̂ και π̂ σε ίδιες χρονικές στιγµές

[φ̂(t, x), φ̂(t, x′)] = 0

[π̂(t, x), π̂(t, x′)] = 0

[φ̂(t, x), π̂(t, x′)] =
i√−g δ

(n−1)(x− x′) (1.2)

Ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο των λύσεων της (1.1) ως

(φ1, φ2) ≡ i
∫

(−g)1/2g0ν
(
φ∗1(x)∂νφ2(x)− φ2(x)∂νφ

∗
1(x)

)
d3x (1.3)

Αν ϐρούµε ένα σύνολο λύσεων που ικανοποιεί τις σχέσεις

(χk, χk′) = δkk′ (χ∗k, χ
∗
k′) = −δkk′ (χk, χ

∗
k′) = 0

τότε το σύνολο αυτό είναι πλήρες και µπορούµε να αναπτύξουµε το πεδίο φ στη
ϐάση των χk ως

φ(x) =
∑

k

(
âkχk(x) + â†kχ

∗
k(x)

)
Οι τελεστές âk και â†k ικανοποιούν τις σχέσεις µετάθεσης

[âk, âk′ ] = 0 [â†k, â
†
k′ ] = 0 [âk, â

†
k′ ] = δkk′

4



Υπάρχει µια κατάσταση κενού η οποία καταστρέφεται από όλους τους τελεστές
καταστροφής âk

âk|0χ〉 = 0 για όλα τα k

Από αυτήν την κατάσταση κενού µπορούµε να δηµιουργήσουµε µια ϐάση Fock
για τον χώρο Hilbert. Μια κατάσταση µε nk διεγέρσεις δηµιουργείται µε την
επαναλαµβανόµενη δράση του τελεστή δηµιουργίας â†k στο κενό

|nk〉 =
1√
nk!

(â†k)nk |0χ〉

και παρόµοια για καταστάσεις µε διαφορετικό είδος διεγέρσεων. Μπορούµε να
ορίσουµε έναν τελεστή αρίθµησης για κάθε συνάρτηση χk

n̂χk = â†kâk

Ο κάτω δείκτης χ στην κατάσταση κενού και στον τελεστή αρίθµησης µας ϑυµίζουν
ότι ορίζονται ως προς το σύνολο των λύσεων χk.

1.2 Συντελεστές Bogolyubov

Θεωρούµε το πιο γενικό πλαίσιο όπου ένας παρατηρητής ορίζει τα σωµατίδια ως
προς ένα πλήρες σύνολο λύσεων χk και ένας άλλος ως προς ένα διαφορετικό
πλήρες σύνολο λύσεων ψk′ . Γενικά οι δύο αυτοί παρατηρητές ϑα διαφωνούν στο
πόσα σωµατίδια παρατηρούνται (ή αν παρατηρούνται καθόλου σωµατίδια). Για
να το δούµε αυτό είναι ϐολικό να αναπτύξουµε το ένα σύνολο λύσεων ως προς το
άλλο (κάτι που είναι εφικτό αφού τα δύο σύνολα είναι πλήρη).

χk(x) =
∑
k′

(
αkk′ψk′(x) + βkk′ψ

∗
k′(x)

)
Ο µετασχηµατισµός αυτός από το ένα σύνολο λύσεων στο άλλο είναι γνωστός ως
µετασχηµατισµός Bogolyubov και τα αkk′ , βkk′ που υλοποιούν τον µετασχηµα-
τισµό είναι οι συντελεστές Bogolyubov. Το πεδίο φ(x) µπορεί να αναπτυχθεί είτε
στη ϐάση των χk

φ̂(x) =
∑

k

(
âkχk(x) + â†kχ

∗
k(x)

)
είτε στη ϐάση των ψk′

φ̂(x) =
∑
k′

(
b̂k′ψk′(x) + b̂†k′ψ

∗
k′(x)

)
Οι συντελεστές Bogolyubov µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να περιγράψουν
τον µετασχηµατισµό ανάµεσα στους τελεστές

âk =
∑
k′

(
α∗kk′ b̂k′ − β∗kk′ b̂

†
k′
)

(1.4)

και
b̂k′ =

∑
k

(
αkk′ âk + β∗kk′ â

†
k

)

5



Θα αποδείξουµε την (1.4). Για να το κάνουµε αυτό ξεκινάµε από το γεγονός ότι

(χk, φ̂) =
(
χk,
∑

i

(
âiχi + â†i χ

∗
i

))
=
∑

i

âi(χk, χi) +
∑

i

â†i (χk, χ
∗
i ) = âk

Τότε µπορούµε να γράψουµε

âk = (χk, φ̂) =
(
χk,
∑
k′

(
b̂k′ψk′ + b̂†k′ψ

∗
k′
))

=
∑
k′

b̂k′(χk, ψk′) +
∑
k′

b̂†k′(χk, ψ
∗
k′)

=
∑
k′

b̂k′
(∑

i′

(
αki′ψi′ + βki′ψ

∗
i′
)
, ψk′

)
+
∑
k′

b̂†k′
(∑

i′

(
αki′ψi′ + βki′ψ

∗
i′
)
, ψ∗k′

)
=
∑
k′

b̂k′
∑

i′

α∗ki′
(
ψi′ , ψk′

)
+
∑
k′

b̂k′
∑

i′

β∗ki′
(
ψ∗i′ , ψk′

)
+
∑
k′

b̂†k′
∑

i′

α∗ki′
(
ψi′ , ψ

∗
k′
)

+
∑
k′

b̂†k′
∑

i′

β∗ki′
(
ψ∗i′ , ψ

∗
k′
)

=
∑
k′

b̂k′
∑

i′

α∗ki′δk′i′ +
∑
k′

b̂†k′
∑

i′

β∗ki′(−δk′i′) =
∑
k′

b̂k′α
∗
kk′ −

∑
k′

b̂†k′β
∗
kk′

=
∑
k′

(
α∗kk′ b̂k′ − β∗kk′ b̂

†
k′
)

Ας ϕανταστούµε τώρα ότι το σύστηµα είναι στο ψ-κενό |0ψ〉, στο οποίο δεν παρα-
τηρούνται ψ-σωµατίδια. Θα ϑέλαµε να µάθουµε πόσα σωµατίδια παρατηρούνται
από έναν παρατηρητή που χρησιµοποιεί τις λύσεις χ. Υπολογίζουµε λοιπόν την
αναµενόµενη τιµή του τελεστή αρίθµησης n̂χk στο ψ-κενό

〈0ψ|n̂χk |0ψ〉 = 〈0ψ|â†kâk|0ψ〉 (1.4)
= 〈0ψ

∣∣∑
k′

(
αkk′ b̂

†
k′ − βkk′ b̂k′

)∑
i′

(
α∗ki′ b̂i′ − β∗ki′ b̂

†
i′
)∣∣0ψ〉

=
∑
k′i′

αkk′α
∗
ki′〈0ψ|b̂†k′ b̂i′ |0ψ〉 −

∑
k′i′

αkk′β
∗
ki′〈0ψ|b̂†k′ b̂†i′ |0ψ〉

−
∑
k′i′

βkk′α
∗
ki′〈0ψ|b̂k′ b̂i′ |0ψ〉+

∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′〈0ψ|b̂k′ b̂†i′ |0ψ〉

=
∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′〈0ψ|b̂k′ b̂†i′ |0ψ〉

Στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι b̂|0ψ〉 = 0 και 〈0ψ|b̂† = 0.
Χρησιµοποιώντας την σχέση [b̂k′ , b̂

†
i′ ] = δk′i′ ⇒ b̂k′ b̂

†
i′ = δk′i′ + b̂†i′ b̂k′ ϑα έχουµε

τελικά

〈0ψ|n̂χk |0ψ〉 =
∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′〈0ψ|δk′i′ + b̂†i′ b̂k′ |0ψ〉

=
∑
k′i′

βkk′β
∗
ki′δk′i′〈0ψ|0ψ〉 =

∑
k′

βkk′β
∗
kk′

Με αυτόν τον τρόπο ο µέσος αριθµός των χ-σωµατιδίων στο ψ-κενό έχει εκφραστεί
ως προς τους συντελεστές Bogolyubov

〈0ψ|n̂χk |0ψ〉 =
∑
k′

|βkk′ |2

∆εν υπάρχει κάποιος λόγος να µηδενιστεί αυτή η ποσότητα. Αυτό που ϕαίνεται
σαν κενό σε έναν παρατηρητή είναι µια κατάσταση γεµάτη σωµατίδια για έναν
άλλον. Οι καταστάσεις κενού δεν συµπίπτουν.
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1.3 Ασυµπτωτικές περιοχές Minkowski σε ένα 4-
διάστατο σύµπαν FRW

Θεωρούµε το 4-διάστατο σύµπαν Friedmann - Robertson - Walker µε στοιχειώδες
µήκος

ds2 = dt2 − a2(t)dx2

όπου τα χωρικά µέρη επεκτείνονται οµοιόµορφα όπως περιγράφεται από τη συ-

νάρτηση a(t). Η µετρική είναι της µορφής gµν =


1
−a2(t)

−a2(t)
−a2(t)


και προφανώς

√−g = a3(t). Μπορούµε από την (1.1) να ϐρούµε την εξίσωση
κίνησης που ϑα ικανοποιεί ένα ϐαθµωτό πεδίο φ σε έναν τέτοιο χωρόχρονο

�φ+ Vφ = 0

⇒ (−g)−1/2∂µ
[
(−g)1/2gµν∂νφ

]
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)∂µ
[
a3(t)gµν∂νφ(x)

]
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(
∂0

[
a3(t)g00∂0φ

]
+ ∂i

[
a3(t)gij∂jφ

])
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(
∂0

[
a3(t)∂0φ

]
+ a3(t)gij∂i∂jφ

)
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(

3a2(t)ȧ(t)∂0φ+ a3(t)∂0∂0φ+ a3(t)gii∂i∂iφ
)

+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(

3a2(t)ȧ(t)φ̇+ a3φ̈− a3(t)a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ
)

+ Vφ = 0

Καταλήξαµε έτσι στην εξίσωση

φ̈(x) + 3
ȧ(t)

a(t)
φ̇(x)− a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ(x) + Vφ = 0

Εξειδικεύουµε τη µελέτη σε ένα δυναµικό της µορφής V (φ) = 1
2

[
m2
φφ

2+ζR(t)φ2
]
.

∆ίνουµε δηλαδή στο πεδίο φ έναν όρο µάζας και του επιτρέπουµε να συζευχθεί µε
την καµπυλότητα R. Τότε η παραπάνω ϑα έχει τη µορφή

φ̈(x) + 3
ȧ(t)

a(t)
φ̇(x)− a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ(x) + [m2

φ + ζR(t)]φ = 0 (1.5)

Μπορούµε να αναπτύξουµε το πεδίο φ(x) ως προς την πλήρη ϐάση των χk

φ(x) =
∑

k

[
âkχk(x) + â†kχ

∗
k(x)

]
Αν αντικαταστήσουµε το χk στην (1.5) ϑεωρώντας επιπλέον ότι είναι της µορφής
χk ∼ eikxχk(t) ϑα έχουµε

χ̈k(t)eikx + 3
ȧ(t)

a(t)
χ̇k(t)eikx − a−2(t)(ik)2χk(t)eikx + [m2

φ + ζR(t)]χk(t)eikx = 0

⇒ χ̈k(t) + 3
ȧ(t)

a(t)
χ̇k(t) +

[ k2

a2(t)
+m2

φ + ζR(t)
]
χk(t) = 0 (1.6)
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Είναι ϐολικό να απαλλαγούµε από τον όρο µε την πρώτη παράγωγο του χk. Αυτό
γίνεται γενικά, για µια εξίσωση της µορφής χ̈(t) +A(t)χ̇(t) +B(t)χ(t) = 0, µέσω
του µετασχηµατισµού χ(t) = f(t)h(t). Βρίσκουµε τότε µια καινούργια εξίσωση
και η απαίτηση να εξαλείφεται η πρώτη παράγωγος οδηγεί στον προσδιορισµό της
συνάρτησης f(t):

f(t) = e−
1
2

∫
A(t)dt , ḟ(t) = −A(t)

2
f(t) , f̈(t) =

[
− Ȧ(t)

2
+
A2(t)

4

]
f(t)

Παρατηρούµε ότι τα ḟ(t) και f̈(t) είναι πολλαπλάσια του f(t), οπότε το ίδιο το
f(t) δεν ϑα εµφανίζεται στην εξίσωση. Η εξίσωση για το h(t) ϑα είναι τότε της
µορφής

ḧ(t) +
[
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

]
h(t) = 0

Για την εξίσωση (1.6) ϐλέπουµε εύκολα ότι

A(t) = 3
ȧ(t)

a(t)
, B(t) =

[ k2

a2(t)
+m2

φ + ζR(t)
]

και

f(t) = e
− 1

2

∫
3
ȧ(t′)
a(t′)dt

′
= e−

3
2

∫ d ln(a(t′))
dt′ dt′ = e−

3
2 ln(a(t)) = eln

[
a(t)−

3
2

]
=

1

a3/2(t)

∆ηλαδή αν γράψουµε

χk(t) ≡ f(t)hk(t) =
hk(t)

a3/2(t)

η (1.6) παίρνει τη µορφή

ḧk(t) +
[
m2
φ +

k2

a2(t)
+ ζR(t)− 1

2
3
( ä(t)

a(t)
− ȧ2(t)

a2(t)

)
− 1

4
9
ȧ2(t)

a2(t)

]
hk(t) = 0

⇒ ḧk(t) +
[
m2
φ +

k2

a2(t)
+ ζR(t)− 3

2

ä(t)

a(t)
− 3

4

ȧ2(t)

a2(t)

]
hk(t) = 0 (1.7)

Αν ϑεωρήσουµε ότι η συνάρτηση a(t) έχει τέτοια µορφή που στο µακρινό
παρελθόν και µέλλον έχει σταθερή τιµή (και οι παράγωγοί της µηδενίζονται)
τότε σε αυτές τις περιοχές, που ϑα τις ονοµάσουµε “µέσα” και “έξω”, ανακτο-
ύµε την κβαντική ϑεωρία πεδίου σε χωρόχρονο Minkowski. ΄Ετσι για την (1.7)
µπορούµε να ϐρούµε µια λύση hink (t) η οποία στο µακρινό παρελθόν ϑα είναι
hink (t)

t→−∞−→ e−iωint√
2ωin

αλλά και µια λύση houtk (t) η οποία στο µακρινό µέλλον ϑα

είναι houtk (t)
t→∞−→ e−iωoutt√

2ωout
. Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε δύο σύνολα λύσεων

χink (x) =
eikxhink (t)

a(t)3/2
και χoutk (x) =

eikxhoutk (t)

a(t)3/2

Το πεδίο φ(x) µπορεί να αναπτυχθεί ως προς το πρώτο σύνολο

φ(x) =
∑

k

[
âkχ

in
k (x) + â†kχ

in
k
∗
(x)
]

ή ως προς το δεύτερο

φ(x) =
∑
k′

[
b̂k′χ

out
k′ (x) + b̂†k′χ

out
k′
∗
(x)
]
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Ας δούµε ποια είναι η συνθήκη ώστε τα δύο αυτά σύνολα να είναι πλήρη. Θυ-
µίζουµε τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου (1.3)

(φ1, φ2) ≡ i
∫

(−g)1/2g0ν
(
φ∗1(x)∂νφ2(x)− φ2(x)∂νφ

∗
1(x)

)
d3x

Βρίσκουµε για τα χink

(χink , χ
in
k′ ) = i

∫
a(t)3

[e−ikxhink
∗
(t)

a(t)3/2
∂t

(eik′xhink′ (t)
a(t)3/2

)
− eik

′xhink′ (t)

a(t)3/2
∂t

(e−ikxhink
∗
(t)

a(t)3/2

)]
d3x

=ia(t)3
[hink ∗(t)
a(t)3/2

( ḣink′ (t)
a(t)3/2

− 3

2

hink′ (t)

a(t)5/2
ȧ(t)

)
− hink′ (t)

a(t)3/2

( ḣink ∗(t)
a(t)3/2

− 3

2

hink
∗
(t)

a(t)5/2
ȧ(t)

)] ∫
e−i(k−k′)xd3x

=ia(t)3
[hink ∗(t)
a(t)3/2

ḣink′ (t)

a(t)3/2
− hink′ (t)

a(t)3/2

ḣink
∗
(t)

a(t)3/2

] ∫
e−i(k−k′)xd3x

=i
[
hink
∗
(t)ḣink′ (t)− hink′ (t)ḣink

∗
(t)
] ∫

e−i(k−k′)xd3x

=i
[
hink
∗
(t)ḣink′ (t)− hink′ (t)ḣink

∗
(t)
]
(2π)3δ(3)(k− k′)

Σε αυτό το σηµείο παρατηρούµε ότι για k 6= k′ το αποτέλεσµα είναι µηδέν λόγο
της συνάρτησης δέλτα. Για να δούµε τι γίνεται στην περίπτωση k = k′ ϑεωρούµε
ότι τα χink (x) ϐρίσκονται µέσα σε ένα κουτί όγκου V τον οποίο ϑα αφήσουµε να
πάει στο άπειρο. Αν το κάνουµε αυτό η συνάρτηση δέλτα παίρνει τη µορφή

δ(3)(k− k′) = lim
V→∞

1

(2π)3

∫
ei(k−k′)xd3x

και για k = k′ ϑα έχουµε
δ(3)(0) =

V

(2π)3

Με αυτόν τον ισχυρισµό το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο µπορεί να πάρει τη
µορφή

(χink , χ
in
k′ ) = i

[
hink
∗
(t)ḣink′ (t)− hink′ (t)ḣink

∗
(t)
]
(2π)3 V

(2π)3
δkk′

= i
[
hink
∗
(t)ḣink′ (t)− hink′ (t)ḣink

∗
(t)
]
V δkk′

Φαίνεται τώρα ότι αν ϑέλουµε τα χink (x) να είναι ορθοκανονικά ϑα πρέπει αρχικά
να ενσωµατώσουµε την παράµετρο V µέσα τους γράφοντας

χink (x) =
eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2
(1.8)

και στη συνέχεια να απαιτήσουµε να είναι

i
[
hink
∗
(t)ḣink (t)− hink (t)ḣink

∗
(t)
]

= 1

ή αλλιώς
hink (t)ḣink

∗
(t)− hink

∗
(t)ḣink (t) = i (1.9)

Σηµειώνουµε εδώ ότι η ποσότητα hink (t)ḣink
∗
(t) − hink

∗
(t)ḣink (t) δεν είναι τίποτα

άλλο από την Wroskian της (1.7) η οποία ξέρουµε ότι είναι χρονοανεξάρτητη,
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απλά τώρα απαιτήσαµε να έχει και συγκεκριµένη τιµή. ∆είξαµε λοιπόν ότι µε τον
ορισµό (1.8) και την απαίτηση (1.9) ϑα είναι

(χink , χ
in
k′ ) = δkk′

Με όµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι δεδοµένης της απαίτησης (1.9) µπορο-
ύµε να γράψουµε

(χink
∗
, χink′

∗
) = −δkk′ και (χink , χ

in
k′
∗
) = 0

Εντελώς όµοιες σχέσεις ϑα ισχύουν και για τα χoutk (x) µε τον ορισµό

χoutk (x) =
eikxhoutk (t)

V 1/2a(t)3/2

Θα έχουµε δηλαδή

(χoutk , χoutk′ ) = δkk′ , (χoutk
∗
, χoutk′

∗
) = −δkk′ , (χoutk , χoutk′

∗
) = 0

Τώρα λοιπόν που έχουµε κάνει τα χink (x) και χoutk (x) ορθοκανονικά µπορούµε
να γράψουµε το ένα ως προς το άλλο µε έναν µετασχηµατισµό Bogolyubov της
µορφής

χink (x) =
∑
k′

[
αkk′χ

out
k′ (x) + βkk′χ

out
k′
∗
(x)
]

(1.10)

Μπορούµε τώρα να γράψουµε τα εσωτερικά γινόµενα που προκύπτουν λόγω της
µορφής (1.10)

(χoutk′ , χ
in
k ) =

(
χoutk′ ,

∑
i

[
αkiχ

out
i + βkiχ

out
i
∗])

=
∑

i

αki(χ
out
k′ , χ

out
i ) +

∑
i

βki(χ
out
k′ , χ

out
i
∗
) =

∑
i

αkiδik′ = αkk′

και όµοια

(χoutk′
∗
, χink ) =

(
χoutk′

∗
,
∑

i

[
αkiχ

out
i + βkiχ

out
i
∗])

=
∑

i

αki(χ
out
k′
∗
, χouti ) +

∑
i

βki(χ
out
k′
∗
, χouti

∗
) =

∑
i

βki(−δik′) = −βkk′

Ας δούµε τι παίρνουµε για τα ίδια εσωτερικά γινόµενα από τον ορισµό τους

(χoutk′ , χ
in
k ) = i

∫
a(t)3

[e−ik′xhoutk′
∗
(t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

( eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2

)
− eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

(e−ik′xhoutk′
∗
(t)

V 1/2a(t)3/2

)]
d3x

∼ δkk’

και όµοια

(χoutk′
∗
, χink ) = i

∫
a(t)3

[ eik′xhoutk′ (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

( eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2

)
− eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

( eik′xhoutk′ (t)

V 1/2a(t)3/2

)]
d3x

∼ δ−kk′
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Βλέπουµε λοιπόν ότι µπορούµε να γράψουµε για τους συντελεστές Bogolyubov

αkk′ = αkδkk′

βkk′ = βkδ-kk′

και η εξίσωση (1.10) παίρνει τη µορφή

χink (x) =
∑
k′

[
αkδkk′χ

out
k′ (x) + βkδ-kk′χ

out
k′
∗
(x)
]

= αkχ
out
k (x) + βkχ

out
−k
∗
(x)

Για να προσδιορίσουµε το βk δρούµε στην παραπάνω από αριστερά µε χout−k
∗

(χout−k
∗
, χink′ ) = βk′(χ

out
−k
∗
, χout−k′

∗
) = −βk′δ−k−k′

Βρίσκουµε λοιπόν
βk = −(χout−k

∗
, χink )

και πιο συγκεκριµένα

(χout−k
∗
, χink ) = i

∫
a(t)3

[ei(−k)xhout−k (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

( eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2

)
− eikxhink (t)

V 1/2a(t)3/2
∂t

(ei(−k)xhout−k (t)

V 1/2a(t)3/2

)]
d3x

= i
(
houtk (t)ḣink (t)− hink (t)ḣoutk (t)

)
άρα

βk = i
(
hink (t)ḣoutk (t)− houtk (t)ḣink (t)

)
(1.11)

Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στην ενότητα 1.2 ο µέσος αριθµός σωµατιδίων στην
κατάσταση k που ϑα µετρήσει στο χout κενό ένας παρατηρητής που χρησιµοποιεί
τις λύσεις χin ϑα είναι

〈0χout |n̂χink |0χout〉 =
∑
k′

|βkk′ |2 =
∑
k′

|βkδ−kk′ |2 = |βk|2

Τέλος από την ορθοκανονικότητα των λύσεων προκύπτει

(χink , χ
in
k′
∗
) = δkk′

⇒
(
αkχ

out
k + βkχ

out
−k
∗
, αk′χ

out
k′ + βk′χ

out
−k′
∗)

= δkk′

⇒ α∗kαk′(χ
out
k , χoutk′ ) + β∗kβk′(χ

out
−k
∗
χout−k′

∗
) = δkk′

⇒ α∗kαk′δkk′ + β∗kβk′(−δ−k−k′) = δkk′

⇒ |αk|2 − |βk|2 = 1 (1.12)

1.4 Παραγωγή σωµατιδίων σε 4-διάστατο σύµπαν
FRW µε ασυµπτωτικές περιοχές Minkowski

Μια µορφή της συνάρτησης a(t) η οποία µπορεί να µετατρέψει τον χωρόχρονο
FRW σε Minkowski στο µακρινό παρελθόν και µέλλον είναι η

a2(t) = A+B tanh(ρt) µε A,B, ρ σταθερά

η οποία έχει τη µορφή του σχήµατος 1.1.
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a2(t)

A+B

A−B

t

“έξω” περιοχή

“µέσα” περιοχή

Σχήµα 1.1: Ο παράγοντας a2(t) = A+B tanh(ρt) αντιπροσωπεύει ένα ασυµπτω-
τικά στατικό σύµπαν το οποίο υπόκειται σε µια περίοδο οµαλής επέκτασης.

Είναι ϐολικό να δουλέψουµε µε αδιάστατες ποσότητες. Ορίζουµε τον αδιάστατο
χρόνο τ = Mplt. Τότε η (1.6) µπορεί να γραφτεί στη µορφή

M2
plχ̈k(τ) + 3Mpl

ȧ(t)

a(t)
Mpl(τ)χ̇k +

[ k2

a2(τ)
+m2

φ + ζR(τ)
]
χk(τ) = 0

⇒ χ̈k(τ) + 3
ȧ(τ)

a(τ)
χ̇k +

[ k2

M2
pla

2(τ)
+
m2
φ

M2
pl

+
ζR(τ)

M2
pl

]
χk(τ) = 0 (1.13)

µε
a(τ) =

√
A+B tanh

(
ρ
τ

Mpl

)
όπου τώρα η τελεία · δηλώνει παραγώγιση ως προς το χρονο τ . ΄Οπως δείξαµε στο
παράρτηµα Α΄.1 η ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci έχει τη µορφή (Α΄.2)

R(t) = 6
ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)
−→ R(τ) = 6M2

pl

ä(τ)a(τ) + ȧ2(τ)

a2(τ)

Σύµφωνα µε τη µέθοδο που παρουσιάσαµε στην ενότητα 1.3 µπορούµε να απαλ-
λαγούµε από την πρώτη παράγωγο της διαφορικής ορίζοντας χk(τ) = f(τ)hk(τ).
Τότε η (1.13) παίρνει τη µορφή

ḧk(τ) +
[
B(τ)− Ȧ(τ)

2
− A2(τ)

4

]
hk(τ) = 0

µε

A(τ) = 3
ȧ(τ)

a(τ)
, B(τ) =

k2

M2
pla

2(τ)
+
m2
φ

M2
pl

+
ζR(τ)

M2
pl

ή αλλιώς
ḧk(τ) + Ω2(τ)hk(τ) = 0 (1.14)

µε

Ω(τ) =

√
k2

M2
pla

2(τ)
+
m2
φ

M2
pl

+
ζR(τ)

M2
pl

− 3

2

ä(τ)

a(τ)
− 3

4

ȧ2(τ)

a2(τ)
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Η µορφή του a(τ) είναι τέτοια που στο µακρινό παρελθόν/µέλλον οι πρώτες και
δεύτερες παράγωγοι του µηδενίζονται. Συνεπώς τότε ϑα µηδενίζεται και η καµ-

πυλότητα R. Η αρχική και τελική τιµή του Ω ϑα είναι ωin =

√
k2

M2
pl(A−B)

+
m2
φ

M2
pl

και ωout =

√
k2

M2
pl(A+B)

+
m2
φ

M2
pl

αντίστοιχα. Λύνουµε αριθµητικά µε τη ϐοήθεια του

mathematica τη διαφορική (1.14) πρώτα για αρχική συνθήκη hink (τ−) = e−iωinτ−√
2ωin

και στη συνέχεια για αρχική συνθήκη houtk (τ+) = e−iωoutτ+√
2ωout

. Αντικαθιστούµε τις
δύο λύσεις που προκύπτουν στην σχέση (1.11). Μπορούµε τότε για κατάλληλες
παραµέτρους να κατασκευάσουµε τη γραφική παράσταση του µέσου αριθµού σω-
µατιδίων στην κατάσταση k ,

∣∣βk|2 , συναρτήσει της µάζας των σωµατιδίων που
παράγονται , mφ. Τα αποτελέσµατα είναι
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Σχήµα 1.2: Γραφική παράσταση του |βk|2 συναρτήσει της µάζας mφ για ϑετικές
τιµές της σύζευξης ζ
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Παρατηρούµε τη µείωση του αριθµού σωµατιδίων που παράγονται µε την αύξηση
της µάζας καθώς και αλλαγές στον αριθµό παραγόµενων σωµατιδίων ίδιας µάζας
ανάλογα τη σύζευξη ζ.

1.5 Μη-τετριµµένοι κινητικοί όροι ϐαθµωτού πε-
δίου στο σύµπαν FRW

Μέχρι τώρα µελετούσαµε µια Λαγκρανζιανή πυκνότητα της µορφής

L =
√−g

{1

2

[
gµν∂µφ∂νφ

]
− V (φ)

}
Αν εισαγάγουµε έναν κινητικό όρο λGµν∂µφ∂νφ , όπου Gµν ο τανυστής Einstein
και η σύζευξη λ έχει µονάδες [λ] = M−2

pl , η πάραπάνω Λαγκρανζιανή παίρνει τη
µορφή

L =
√−g

{1

2

[
gµν + λGµν

]
∂µφ∂νφ− V (φ)

}
και η εξίσωση Klein - Gordon (1.1) γίνεται

�φ+ Vφ = 0 µε �φ = (−g)−1/2∂µ

[
(−g)1/2

[
gµν + λGµν

]
∂νφ

]
Μπορούµε να ϐρούµε την εξίσωση κίνησης που ϑα ικανοποιεί ένα ϐαθµωτό πεδίο
τότε

�φ+ Vφ = 0

⇒ (−g)−1/2∂µ

[
(−g)1/2

[
gµν + λGµν

]
∂νφ

]
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)∂µ

[
a3(t)

[
gµν + λGµν

]
∂νφ(x)

]
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(
∂0

[
a3(t)

[
g00 + λG00

]
∂0φ
]

+ ∂i

[
a3(t)

[
gij + λGij

]
∂jφ
])

+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(
∂0

[
a3(t)∂0φ

]
+ ∂0

[
λa3(t)

(
− 3

ȧ2(t)

a2(t)

)
∂0φ
]

+ a3(t)
[
gij + λGij

]
∂i∂jφ

)
+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)
(

3a2(t)ȧ(t)∂0φ+ a3(t)∂0∂0φ− 3λȧ3(t)∂0φ− 6λa(t)ȧ(t)ä(t)∂0φ

− 3λa(t)ȧ2(t)∂0∂0φ+ a3(t)gii∂i∂iφ+ λa3(t)Gii∂i∂iφ
)

+ Vφ = 0

⇒ a−3(t)

(
3a2(t)ȧ(t)φ̇+ a3(t)φ̈− 3λȧ3(t)φ̇− 6λa(t)ȧ(t)ä(t)φ̇

− 3λa(t)ȧ2(t)φ̈− a3(t)a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ+ λa3(t)

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)

3∑
i=1

∂2
i φ

)
+ Vφ = 0

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει από το παράρτηµα Α΄.2 τις συνιστώσες του τανυστή
Einstein

G00 = −3
ȧ2(t)

a2(t)
και Gii =

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
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Καταλήξαµε έτσι στην εξίσωση κίνησης[
1− 3λ

ȧ2(t)

a2(t)

]
φ̈(x) + 3

[ ȧ(t)

a(t)
− λ
( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)]
φ̇(x)

+
[
− a−2(t)

3∑
i=1

∂2
i φ(x) + λ

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)

3∑
i=1

∂2
i φ(x)

]
+ Vφ = 0

(1.15)

Χρησιµοποιούµε ένα δυναµικό της µορφής V (φ) = 1
2

[
m2
φφ

2 + ζR(t)φ2
]
και ανα-

πτύσσουµε το πεδίο φ ως προς ένα πλήρες σύνολο λύσεων φ(x) =
∑

k

[
âkχk(x) +

â†kχ
∗
k(x)

]
τις οποίες ϑεωρούµε να έχουν τη µορφή χk(x) ∼ eikxχk(t). Τότε η

εξίσωση (1.15) παίρνει τη µορφή[
1− 3λ

ȧ2(t)

a2(t)

]
χ̈k(t) + 3

[ ȧ(t)

a(t)
− λ
( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)]
χ̇k(t)

+
[ k2

a2(t)
− λk2 2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
+m2

φ + ζR(τ)
]
χk(t) = 0 (1.16)

Αν χρησιµοποιήσουµε το τέχνασµα της ενότητας 1.3 γράφοντας χk(t) = f(t)hk(t),
η (1.16) µπορεί να γραφτεί στη µορφή

ḧk(t) +
[
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

]
hk(t) = 0 (1.17)

µε

A(t) =
3
[
ȧ(t)
a(t) − λ

(
ȧ3(t)
a3(t) + 2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)]
1− 3λ ȧ

2(t)
a2(t)

, B(t) =

k2

a2(t) − λk2 2ä(t)a(t)+ȧ2(t)
a4(t) +m2

φ + ζR(t)

1− 3λ ȧ
2(t)
a2(t)

και
f(t) =

1√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

Οι λύσεις χk ϑα έχουν τη µορφή

χk(x) = eikxf(t)hk(t) =
eikxhk(t)√

a(t)
√

3λȧ2(t)− a2(t)

Ας δούµε πως οι λύσεις αυτές γίνονται ορθοκανονικές ώστε να µπορούµε να ο-
ϱίσουµε συντελεστές Bogolyubov. Ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο

(φ1, φ2) ≡ i
∫

(−g)1/2[g0ν + λG0ν ]
(
φ∗1(x)∂νφ2(x)− φ2(x)∂νφ

∗
1(x)

)
d3x

απ’ όπου προκύπτει

(χink (x), χink′ (x)) =

= i
(a2(t)− 3λȧ2(t)

a2(t)

)(
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗)( a(t)3

a(t)[3λȧ2(t)− a2(t)]

)
(2π)3δ(3)(k− k′)

= − i
(
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗)
(2π)3δ(3)(k− k′)
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Χρησιµοποιούµε ξανά την υπόθεση ότι οι λύσεις χk(x) ϐρίσκονται µέσα σε ένα
κουτί όγκου V και το εσωτερικό γινόµενο παίρνει τη µορφή

(χink (x), χink′ (x)) = −i
(
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗)
V δkk′

Φαίνεται τώρα ότι αν ϑέλουµε τα χink να είναι ορθοκανονικά ϑα πρέπει αρχικά να
ενσωµατώσουµε την παράµετρο V γράφοντας

χk(x) =
eikxhk(t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

και στη συνέχεια να απαιτήσουµε να είναι

−i
(
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗)
= 1

ή αλλιώς
hink
∗
ḣink′ − hink′ ḣink

∗
= i

Ο συντελεστής Bogolyubov βk που χρειαζόµαστε δίνεται από τη σχέση

βk = −(χout−k
∗
, χink )

και πιο συγκεκριµένα

(χout−k
∗
(x), χink (x)) =

= i

∫
a(t)3

(a2(t)− 3λȧ2(t)

a2(t)

)[ ei(−k)xhout−k (t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

∂t

( eikxhink (t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

)
− eikxhink (t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

∂t

( ei(−k)xhout−k (t)

V 1/2
√
a(t)

√
3λȧ2(t)− a2(t)

)]
d3x

= −i
(
hout−k (t)ḣink (t)− hink (t)ḣout−k (t)

)
δ−kk

= −i
(
houtk (t)ḣink (t)− hink (t)ḣoutk (t)

)
άρα

βk = i
(
houtk (t)ḣink (t)− hink (t)ḣoutk (t)

)
(1.18)

Αυτός είναι ο συντελεστής Bogolyubov που χρειαζόµαστε για τη µελέτη της παρα-
γωγής σωµατιδίων στη νέα κατάσταση.

Ξεκινάµε γράφοντας την (1.16) συναρτήσει του αδιάστατου χρόνου τ = Mplt[
1− 3λM2

pl

ȧ2(τ)

a2(τ)

]
χ̈k(τ) + 3

[ ȧ(τ)

a(τ)
− λM2

pl

( ȧ3(τ)

a3(τ)
+

2ȧ(τ)ä(τ)

a2(τ)

)]
χ̇k(τ)

+
[ k2

M2
pla

2(τ)
− λk2 2ä(τ)a(τ) + ȧ2(τ)

a4(τ)
+
m2
φ

Mpl
+
ζR(τ)

Mpl

]
χk(τ) = 0

Γράφοντας χk(τ) = f(τ)h(τ) καταλήγουµε στη σχέση

ḧk(τ) +
[
B(τ)− Ȧ(τ)

2
− A2(τ)

4

]
hk(τ) = 0 (1.19)

µε

A(τ) =
3
[
ȧ(τ)
a(τ) − λM2

pl

(
ȧ3(τ)
a3(τ) + 2ȧ(τ)ä(τ)

a2(τ)

)]
1− 3λM2

pl
ȧ2(τ)
a2(τ)
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και

B(τ) =

k2

M2
pla

2(τ)
− λk2 2ä(τ)a(τ)+ȧ2(τ)

a4(τ) +
m2
φ

M2
pl

+ ζR(τ)
M2
pl

1− 3λM2
pl
ȧ2(τ)
a2(τ)

Οι αρχικές και οι τελικές µορφές των λύσεων ϑα είναι και εδώ hink (τ−) = e−iωinτ−√
2ωin

και houtk (τ+) = e−iωoutτ+√
2ωout

αφού οι παράγωγοι του a(τ) µηδενίζονται ξανά στο
µακρινό παρελθόν/µέλλον. Από την αριθµητική λύση της (1.19) προκύπτουν
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Σχήµα 1.4: Γραφική παράσταση του |βk|2 συναρτήσει της µάζας mφ για ϑετικές
τιµές της σύζευξης λ
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Σχήµα 1.5: Γραφική παράσταση του |βk|2 συναρτήσει της µάζαςmφ για αρνητικές
τιµές της σύζευξης λ

Και σε αυτή την περίπτωση παρατηρούµε τη µείωση του αριθµού σωµατιδίων που
παράγονται µε την αύξηση της µάζας καθώς και αλλαγές στον αριθµό παραγόµε-
νων σωµατιδίων ίδιας µάζας ανάλογα τη σύζευξη λ. Για ϑετικά λ τα παραγόµενα
σωµατίδια αυξάνονται ενώ για αρνητικά λ µειώνονται. Μπορούµε επιπλέον να
επιλέξουµε µια τιµή του λ, έστω λ = 5 · 10−38, και να ϕτιάξουµε τα διαγράµµατα
για διαφορετικές συζεύξεις ζ της καµπυλότητας R. Τα αποτελέσµατα είναι
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Σχήµα 1.6: Γραφική παράσταση του |βk|2 συναρτήσει της µάζας mφ για ϑετικές
τιµές της σύζευξης ζ, µε λ = 5 · 10−38
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Σχήµα 1.7: Γραφική παράσταση του |βk|2 συναρτήσει της µάζαςmφ για αρνητικές
τιµές της σύζευξης ζ, µε λ = 5 · 10−38

Εδώ τα παραγόµενα σωµατίδια µειώνονται για ϑετικά ζ και αυξάνονται για
αρνητικά.

Θα προσπαθήσουµε στη συνέχεια να αναπτύξουµε την παραπάνω µελέτη σε
µία πιο ϱεαλιστική κατάσταση. Για να το κάνουµε αυτό ϑα χρειαστούµε το µον-
τέλο του πληθωρισµού (inflation) το οποίο ϑεωρείται ότι ακολούθησε τη Μεγάλη
΄Εκρηξη. Ο πληθωρισµός καθορίζεται από ένα κλασικό ϐαθµωτό πεδίο φ. Μετά το
τέλος του πληθωρισµού ϑεωρούµε ότι το σύµπαν ϐρίσκεται στη ϕάση που επικρα-
τεί η ύλη (matter domination) και προσπαθούµε να συζεύξουµε το πεδίο φ µε ένα
κβαντικό πεδίο X ώστε να µελετήσουµε τις αλλαγές στην παραγωγή σωµατιδίων.
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Κεφάλαιο 2

Πληθωρισµός (inflation)

2.1 Το ϐαθµωτό πεδίο φ (inflaton) που καθοδηγεί
τον πληθωρισµό

∆εν ϑα αναπτύξουµε πλήρως την ιδέα του πληθωρισµού καθώς αυτό είναι ένα
ϑέµα από µόνο του. Ο πληθωρισµός τοποθετείται ακριβώς µετά τη Μεγάλη ΄Ε-
κρηξη, διαρκεί ελάχιστα και ϕαίνεται απαραίτητος ώστε να γίνουν κατανοητές
παρατηρήσεις που δεν µπορούν να εξηγηθούν χρησιµοποιώντας µόνο το µοντέλο
της Μεγάλης ΄Εκρηξης.

Θεωρούµε ένα 4-διάστατο σύµπαν FRW µε µετρική ds2 = dt2 − a2(t)dx2 και
ένα ϐαθµωτό πεδίο φ το οποίο είναι οµογενές και εξαρτάται µόνο από το χρόνο t.
Ξεκινάµε από τη δράση

Sφ =

∫
d4x
√−g

[ R

16πG
+

1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
΄Οπως δείχνουµε στο παράρτηµα Α΄.3 µεταβολή αυτής της δράσης ως προς δgµν
οδηγεί στις εξισώσεις πεδίου του Einstein (Α΄.9)

Gµν = −8πGTµν

µε τον τανυστή ενέργειας-ορµής (Α΄.10)

Tµν = ∂µφ∂νφ−
1

2
gµνg

κλ∂κφ∂λφ+ gµνV (φ)

Παίρνουµε το χρονικό κοµµάτι των εξισώσεων του Einstein

G00 = −8πGT00

⇒ G00 = −8πG
[
∂0φ∂0φ−

1

2
g00g

κλ∂κφ∂λφ+ g00V (φ)
]

⇒ G00 = −8πG
[
φ̇φ̇− 1

2
g00∂0φ∂0φ+ V (φ)

]
⇒ − 3

ȧ2(t)

a2(t)
= −8πG

[
φ̇φ̇− 1

2
φ̇φ̇+ V (φ)

]
και καταλήγουµε στην εξίσωση Friedmann

H2(t) =
8π

3M2
pl

[ φ̇2

2
+ V (φ)

]
(2.1)
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όπου έχουµε αντικαταστήσει G = M−2
pl και έχουµε ορίσει την παράµετρο Hubble

H(t) ≡ ȧ(t)
a(t) . Αν πάρουµε το χωρικό κοµµάτι των εξισώσεων του Einstein ϑα

έχουµε

Gii = −8πGTii

⇒ Gii = −8πG
[
∂iφ∂iφ−

1

2
giig

κλ∂κφ∂λφ+ giiV (φ)
]

⇒ Gii = −8πG
[
− 1

2
giig

00∂0φ∂0φ+ giiV (φ)
]

⇒ 2ä(t)a(t) + ȧ2(t) = − 8π

M2
pl

[
− 1

2

(
− a2(t)

)
φ̇2 − a2(t)V (φ)

]
⇒ 2

ä(t)

a(t)
+
ȧ2(t)

a2(t)
= − 8π

M2
pl

[ φ̇2

2
− V (φ)

]
Χρησιµοποιώντας τους ορισµούς για την πυκνότητα ενέργειας ρφ ≡ φ̇2

2 + V (φ)

και την πίεση pφ ≡ φ̇2

2 − V (φ) και αντικαθιστώντας στην παραπάνω εξίσωση την
(2.1) προκύπτει η εξίσωση επιτάχυνσης

2
ä(t)

a(t)
+

8π

3M2
pl

ρφ = − 8π

M2
pl

pφ

⇒ 2
ä(t)

a(t)
= − 8π

M2
pl

pφ −
8π

3M2
pl

ρφ

⇒ ä(t)

a(t)
= − 4π

3M2
pl

(ρφ + 3pφ) (2.2)

Τέλος το πεδίο φ ικανοποιεί την εξίσωση Klein - Gordon

φ̈(t) + 3
ȧ(t)

a(t)
φ̇(t) + Vφ = 0

⇒ φ̈(t) + 3H(t)φ̇(t) + Vφ = 0

αφού εξαρτάται µόνο από το χρόνο.
Ορίζουµε τον πληθωρισµό (inflation) να είναι η χρονική περίοδος κατά την

οποία ä(t) > 0 , µια επιταχυνόµενη διαστολή. Αυτό µπορεί να γραφτεί

inflation ≡ ä(t) > 0 ≡ d

dt

(H−1(t)

a(t)

)
< 0 ≡ pφ < −

ρφ
3

Ο ορισµός d
dt

(
H−1(t)
a(t)

)
< 0 είναι αυτός που έχει ένα άµεσο γεωµετρικό νόηµα.

Σηµαίνει ότι το µήκος Hubble (H−1) , µετρηµένο ως προς τις συν-κινούµενες
συντεταγµένες H−1

a , µειώνεται κατά τη διάρκεια του πληθωρισµού. Επιστρέφουµε
στις εξισώσεις του πεδίου φ που ϑα ονοµάζουµε inflaton

H(t)2 =
8π

3M2
pl

[ φ̇2

2
+ V (φ)

]
(2.3)

φ̈+ 3H(t)φ̇+ Vφ = 0 (2.4)
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Από τον τελευταίο ορισµό για τον πληθωρισµό που προκύπτει άµεσα από την
εξίσωση επιτάχυνσης (2.2) έχουµε

ä > 0⇐⇒ pφ < −
ρφ
3
⇐⇒ φ̇2

2
< V (φ)

∆ηλαδή έχουµε πληθωρισµό όταν ο όρος της δυναµικής ενέργειας επικρατεί. Αυτό
είναι πιθανό αν το δυναµικό είναι αρκετά επίπεδο ώστε το ϐαθµωτό πεδίο να
“κυλάει” αργά. Επιπλέον το δυναµικό πρέπει να έχει ελάχιστο στο οποίο όταν
ϕτάσει το πεδίο φ ο πληθωρισµός ϑα σταµατήσει.

Η στρατηγική που ακολουθείται στη λύση αυτών των εξισώσεων είναι η προ-
σέγγιση slow-roll σύµφωνα µε την οποία ϑεωρούµε

φ̈� 3Hφ̇ και φ̇2 � V (φ)

Τότε οι εξισώσεις (2.3) και (2.4) έχουν την απλούστερη µορφή

H2 ' 8π

3M2
pl

V (φ) 3Hφ̇ ' −Vφ

Συνδυάζοντας τις δύο αυτές εξισώσεις µπορούµε να ϐρούµε

H(t) = − 8π

M2
pl

V

Vφ
φ̇

απ’ όπου προκύπτει η σχέση για το a(t)

ȧ(t)

a(t)
= − 8π

M2
pl

V

Vφ
φ̇

⇒
∫ t

t0

d

dt′
[

ln
(
a(t′)

)]
dt′ = − 8π

M2
pl

∫ t

t0

V

Vφ
φ̇dt′

⇒ ln a(t)− ln a(t0) = − 8π

M2
pl

∫ φ(t)

φ(t0)

V

Vφ
dφ

⇒ ln
[ a(t)

a(t0)

]
− 8π

M2
pl

∫ φ(t)

φ(t0)

V

Vφ
dφ

⇒ a(t) = a0 exp
[
− 8π

M2
pl

∫ φ(t)

φ0

V (φ)

V ′(φ)
dφ
]

(2.5)

µε a0 = a(t0) , φ0 = φ(t0) και t0 η χρονική στιγµή που ξεκινάει το inflation.
Επιπλέον συνδυάζοντας πάλι τις δυο εξισώσεις µπορούµε να ϐρούµε για το πεδίο

φ̇ = − Mpl√
24π

Vφ√
V

απ’ όπου προκύπτει η σχέση για το φ(t)

φ(t) = φ0 −
Mpl√
24π

∫ t

t0

Vφ√
V
dt′ (2.6)
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Το τέλος του σεναρίου slow-roll έρχεται όταν φ̇2

2 ' V (φ). ∆ηλαδή για τη χρονική
στιγµή tf που τελειώνει το inflation ϑα ισχύει[

− Mpl√
24π

Vφ√
V

]2
' 2V

⇒ V
(
φ(tf )

)
Vφ
(
φ(tf )

) =
Mpl√
48π

(2.7)

Εξειδικεύουµε τη µελέτη στο δυναµικό V (φ) = 1
2M

2
φφ

2. Τότε οι εξισώσεις (2.3)
και (2.4) παίρνουν τη µορφή

H2 =
8π

6M2
pl

(φ̇2 +M2
φφ

2) φ̈+ 3Hφ̇+M2
φφ = 0

Από την (2.5) η σχέση για το a(t) γράφεται

a(t) = a0 exp
[√4π

3

Mφ

Mpl

(
φ0t−

MφMpl√
48π

t2
)]

(έχουµε επιλέξει t0 = 0) ενώ από την (2.6) η σχέση για το φ γίνεται

φ(t) = φ0 −
MφMpl√

12π
t

Για τη χρονική στιγµή που τελειώνει ο πληθωρισµός από την (2.7) προκύπτει

tf =
−Mpl + 2φ0

√
3π

MφMpl

που δίνει στο φ την τελική τιµή

φ(tf ) =
Mpl√
12π

Αρχικά ϑα ορίσουµε έναν αδιάστατο χρόνο τ ≡Mφt και το αδιάστατο πεδίο ψ(τ) ≡
φ(τ)
Mpl

και ϑα ξαναγράψουµε τις σχέσεις µας στην µορφή

a(τ) = a0 exp
[√4π

3

(
ψ0τ −

τ2

√
48π

)]
, ψ(τ) = ψ0 −

τ√
12π

τf = 2
√

3πψ0 − 1 , ψ(τf ) =
1√
12π

, ψ̇(τ0) = − 1√
12π

Οι παράµετροι που χρησιµοποιούµε στην αριθµητική µελέτη είναι

Mpl = 1019GeV , ψ0 = 3.5 , t0 = 0 , a0 = 1 , Mφ = 10−6Mpl

Η παράµετρος που χρειάζεται κάποια εξήγηση είναι η αρχική τιµή του πεδίου
ψ0 = 3.5. Ορίζουµε µια ποσότητα N που ονοµάζουµε e-folds µε τη σχέση

N ≡ ln
a(τf )

a(τ0)
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η οποία υπολογίζεται στα πλαίσια της προσέγγισης slow - roll. Η ελάχιστη ποσότη-
τα των e-folds που χρειάζεται να έχει το µοντέλο για να µην εµφανίσει κοσµολογικά
προβλήµατα είναι ∼ 70. Μόνο τότε δηλαδή ϑα έχουµε αρκετό πληθωρισµό. Επι-
λέγουµε λοιπόν ως αρχικές συνθήκες στη ϑεωρία µας ψ(τ0) = 3.5 και a(τ0) = 1.
Τότε στα πλαίσια της προσέγγισης slow - roll οι λύσεις µας ικανοποιούν την συν-
ϑήκη αυτή δίνοντας N = 74. Ποιοτικά αυτό µπορεί να γίνει πιο κατανοητό
παρατηρώντας τη µορφή του δυναµικού του προβλήµατος (Σχήµα (2.1))

0.8 3.5
ΨHΤL

VHΨL

Σχήµα 2.1: Γραφική παράσταση του rescaled δυναµικού V (ψ) =
M2
φψ

2

2M2
pl

συναρτήσει του πεδίου ψ

Παρατηρούµε ότι για να έχουµε αρκετό πληθωρισµό, ή αλλιώς για να δουλέψει
σωστά το σενάριο slow - roll, το πεδίο ϑα πρέπει να ϐρίσκεται πιο “ψηλά” αλ-
λίως ϑα ϕτάσει πολύ γρήγορα στον πάτο και το ϕαινόµενο του πληθωρισµού ϑα
εξαλειφθεί.

Θα λύσουµε τώρα αριθµητικά το αρχικό σύστηµα των εξισώσεων Friedmann
(2.3) και Klein - Gordon (2.4) γραµµένες σε αδιάστατη µορφή

ȧ2(t)

a2(t)
=

4π

3M2
pl

[
φ̇2 +M2

φφ
2
]
−→ M2

φ

ȧ2(τ)

a2(τ)
=

4π

3M2
pl

[
M2
φφ̇

2 +M2
φφ

2
]

⇒ ȧ2(τ)

a2(τ)
=

4π

3

(
ψ̇(τ)2 + ψ2(τ)

)

φ̈(t) + 3H(t)φ̇(t) +M2
φφ(t) = 0 −→ M2

φφ̈(τ) + 3MφH(τ)Mφφ̇(τ) +M2
φφ(τ) = 0

⇒ ψ̈(τ) + 3H(τ)ψ̇(τ) + ψ(τ) = 0

χρησιµοποιώντας όµως τις αρχικές συνθήκες που έχουν προκύψει στα πλαίσια
του slow - roll ,δηλαδή

ψ(τ0) = ψ0 , ψ̇(τ0) = − 1√
12π

Στο σχήµα (2.2) ϕαίνεται η µορφή του ψ από την αριθµητική λύση καθώς και από
την προσέγγιση slow - roll. Η κάθετη γράµµη δηλώνει τη χρονική στιγµή που
τελειώνει ο πληθωρισµός

τf = 2
√

3πψ0 − 1
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Σχήµα 2.2: Γραφική παράσταση του ψ συναρτήσει του τ . Στο γράφηµα απεικο-
νίζεται η αριθµητική λύση του ψ (συνεχής), η λύση στα πλαίσια του slow - roll
(διακεκοµµένη) καθώς και το τέλος του slow - roll (τελείες)

Παρατηρούµε πως µέχρι το τέλος του πληθωρισµού η αριθµητική και η προσεγγι-
στική λύση ταυτίζονται. Μετά το τέλος του πληθωρισµού το πεδίο ψ ταλαντώνεται
στον πάτο του δυναµικού παράγοντας σωµατίδια µέχρι να αποδιεγερθεί εντελώς.

2.2 Μη-τετριµµένοι κινητικοί όροι του inflaton

Εισαγάγουµε στην µελέτη µας έναν κινητικό όρο λ1G
µν∂µφ∂νφ και η δράση του

πεδίου φ παίρνει τη µορφή

Sφ =

∫
d4x
√−g

{ R

16πG
+

1

2
gµν∂µφ∂νφ+

1

2
λ1G

µν∂µφ∂νφ− V (φ)
}

΄Οπως δείξαµε και στο παράρτηµα Α΄.4 µεταβολή της δράσης αυτής ως προς gµν
δίνει τις εξισώσεις Einstein στη µορφή (Α΄.19)

Gµν = −8πG
[
Tµν + λ1Θµν

]
µε

Tµν = ∂µφ∂νφ−
1

2
gµνg

ab∂aφ∂bφ+ gµνV (φ)

και

Θµν =− 1

2
∂µφ∂νφR+ 2∂aφ∂(µφR

a
ν ) −

1

2
Gµν(∂φ)2 +∇aφ∇bφRµaνb +∇µ∇aφ∇ν∇aφ

−∇µ∇νφ�φ+ gµν
[
− 1

2
∇a∇bφ∇a∇bφ+

1

2
(�φ)2 −∇aφ∇bφRab

]
Για τις χρονικές συνιστώσες ισχύουν

G00 = −3
ȧ2(t)

a2(t)

T00 = ∂0φ∂0φ−
1

2
g00(∂aφ∂

aφ) + g00Vφ = φ̇2 − 1

2
(φ̇)2 + Vφ =

φ̇2

2
+ Vφ
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και

Θ00 =− 1

2
∂0φ∂0φR+ ∂0φ∂0φR

0
0 + ∂0φ∂0φR

0
0 + ∂0φ∂0φR0000 +∇0∇aφ∇0∇aφ

−∇0∇0φ�φ−
1

2
φ̇2G00 + g00

[
− 1

2
∇a∇bφ∇a∇bφ+

1

2
(�φ)2 − ∂0φ∂0φR

00
]

=− 1

2
φ̇2R+ 2φ̇2R0

0 + φ̈2 − φ̈
(
φ̈− 3

ȧ(t)

a(t)
φ̇
)
− 1

2
φ̇2G00

+ g00

[
− 1

2

(
φ̈− 3

ȧ2(t)

a2(t)
φ̇2
)

+
1

2

(
φ̈2 − 6

ȧ(t)

a(t)
φ̇φ̈+

9

2

ȧ2(t)

a2(t)
φ̇2
)
− φ̇2R00

]
=− 1

2
φ̇2R+ 2φ̇2R0

0 −
1

2
φ̇2G00 +

12

2

ȧ2(t)

a2(t)
φ̇2 − g00φ̇

2R00

= φ̇2
[
− 1

2
R+ 2R0

0 +
1

2
G00 +

12

2

ȧ2(t)

a2(t)
+R00

]
= φ̇2

[
− 1

2
6
( ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)

)
+ 2
(

3
ä(t)

a(t)

)
− 1

2

(
− 3

ȧ2(t)

a2(t)

)
+

12

2

ȧ2(t)

a2(t)
+
(
− 3

ä(t)

a(t)

)]

= φ̇2
[
− 6

2

ȧ2(t)

a2(t)
+

12

2

ȧ2(t)

a2(t)
+

3

2

ȧ2(t)

a2(t)

]
=

9

2
φ̇2 ȧ

2(t)

a2(t)

Η εξίσωση Friedmann ϑα είναι λοιπόν

G00 = −8πG
[
T00 + λ1Θ00

]
⇒ −3

ȧ2(t)

a2(t)
= − 8π

M2
pl

[ φ̇2

2
+ Vφ + λ1

9

2
φ̇2 ȧ

2(t)

a2(t)

]
⇒ ȧ2(t)

a2(t)
=

4π

3M2
pl

[
φ̇2(t)

(
1− 9λ1

ȧ2(t)

a2(t)

)
+ 2V (φ)

]
ενώ για την εξίσωση κίνησης από την (1.15) ϐρίσκουµε(

1− 3λ1
ȧ2(t)

a2(t)

)
φ̈(t) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
− 3λ1

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
φ̇(t) + Vφ = 0

Εξειδικεύουµε τη µελέτη για ένα δυναµικό της µορφής V (φ) = 1
2M

2
φφ

2 και οι
παραπάνω γράφονται

ȧ2(t)

a2(t)
=

4π

3M2
pl

[
φ̇2(t)

(
1− 9λ1

ȧ2(t)

a2(t)

)
+M2

φφ
2(t)

]
(

1− 3λ1
ȧ2(t)

a2(t)

)
φ̈(t) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
− 3λ1

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
φ̇(t) +M2

φφ(t) = 0

Ορίζουµε τον αδιάστατο χρόνο τ ≡Mφ · t και παίρνουµε τις αδιάστατες εξισώσεις

ȧ2(τ)

a2(τ)
=

4π

3

[
ψ̇2(τ)

(
1− 9λ1M

2
φ

ȧ2(τ)

a2(τ)

)
+ ψ2(τ)

]
(

1−3λ1M
2
φ

ȧ2(τ)

a2(τ)

)
ψ̈(t)+

(
3
ȧ(τ)

a(τ)
−3λ1M

2
φ

( ȧ3(τ)

a3(τ)
+

2ȧ(τ)ä(τ)

a2(τ)

))
ψ̇(τ)+ψ(τ) = 0
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όπου πλέον το · δηλώνει παραγώγιση ως προς το χρόνο τ και ψ(τ) ≡ φ(τ)/Mpl.
Αρχικά ϑα προσπαθήσουµε να ϐρούµε µια αριθµητική λύση για το ψ(τ). Για

να το κάνουµε αυτό χρησιµοποιούµε τον ορισµό της παραµέτρου Hubble H(τ) ≡
ȧ(τ)
a(τ) και γράφουµε τις παραπάνω στη µορφή

H2(τ) =
4π

3

[
ψ̇2(τ)

(
1− 9λ1M

2
φH

2(τ)
)

+ ψ2(τ)
]

(2.8)(
1−3λ1M

2
φH(τ)2

)
ψ̈(t)+

(
3H(τ)−3λ1M

2
φH(τ)

(
2Ḣ(τ)+3H2(τ)

))
ψ̇(τ)+ψ(τ) = 0

(2.9)
Λύνουµε την (2.8) ως προςH(τ) και στη συνέχεια παίρνουµε τη χρονική παράγω-
γο του αποτελέσµατος. Αντικατάστασή τους στην (2.9) έχει ως αποτέλεσµα µια
εξίσωση Klein - Gordon η οποία ϑα εµπεριέχει µόνο το ψ(τ) και χρονικές του
παραγώγους. Στο όριο λ1 → 0 περιµένουµε η µορφή του ψ(τ) να είναι ίδια µε
την αρχική µας περίπτωση και πράγµατι αυτό συµβαίνει όπως ϕαίνεται και στο
Σχήµα 2.3
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Σχήµα 2.3: Αριθµητική λύση για το ψ(τ) όπως προκύπτει από τις αρχικές εξι-
σώσεις για λ1 = 0

Για λ1 6= 0 αλλά αρνητικό µπορούµε να ϐρούµε και πάλι τέτοιες µορφές λύσεων.
Χρειαζόµαστε όµως την προσέγγιση slow - roll για να ϐρούµε τις αρχικές συν-
ϑήκες που ϑα µας δώσουν τα απαραίτητα e-folds. Ας δούµε λοιπόν τι συµβαίνει
στα πλαίσια του slow roll. Αρχικά παίρνουµε την προσέγγιση φ̇(t)2 � V (φ) στην
αρχική εξίσωση friedmann οπότε η εξίσωση (2.8) δίνει

H2(τ) =
4π

3
ψ2(τ) (2.10)

Επιπλέον ϑεωρούµε τις προσεγγίσεις 3λ1H
2 � 1 , Ḣ

H � 1 και φ̈ � Hφ̇ στην
αρχική εξίσωση Klein - Gordon οπότε η (2.9) δίνει

ψ̇(τ) =
ψ(τ)

9λ1M2
φ

1

H3(τ)
(2.11)

Ορίζουµε µια ποσότητα N που ονοµάζουµε e-folds µε τη σχέση

N ≡ ln
a(τf )

a(τ0)
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΄Οπως πριν η ελάχιστη ποσότητα των e-folds που χρειάζεται να έχει το µοντέλο για
να µην εµφανίσει κοσµολογικά προβλήµατα είναι ∼ 70. Επιλέγουµε λοιπόν ως
αρχικές συνθήκες στη ϑεωρία µας ψ(τ0) = 0.83 , a(τ0) = 1 και λ1 ≡ λ1M

2
φ =

−4. Τότε στα πλαίσια της προσέγγισης slow - roll οι λύσεις µας ικανοποιούν την
συνθήκη αυτή δίνοντας N = 74. Ξεκινάµε λύνοντας την (2.10) ως προς H(τ) και
αντικαθιστώντας στην (2.11). Η σχέση που δίνει το ψ(τ) σε αυτή την περίπτωση
µπορεί να ϐρεθεί αναλυτικά

ψ(τ) =

(
18.2972−

√
3 τ

π3/2

) 1
3

2 · 23/2
= 0.31498(18.2972− 0.311054τ)

1
3

Παρατηρούµε εδώ ότι από κάποια χρονική στιγµή και µετά η ϐάση του εκθέτη
1
3 γίνεται αρνητική και πέρα από αυτό το σηµείο δεν µπορεί να συνεχιστεί η
γραφική αναπαράσταση του ψ, κάτι που ϕαίνεται και στο σχήµα (2.4). Με αυτές
τις αρχικές συνθήκες που έχουν προκύψει στα πλαίσια του slow - roll µπορούµε
να ϐρούµε και την αριθµητική λύση από το σύστηµα των αρχικών εξισώσεων. Τις
απεικονίζουµε και τις δύο στο σχήµα (2.4)
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Σχήµα 2.4: Αναλυτική λύση για το ψ(τ) στα πλαίσια του slow roll aproximation
(διακεκοµµένο) και αριθµητική λύση από τις αρχικές σχέσεις (συνεχές)

Μια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι µε την εισαγωγή του Einstein tensor στη
ϑεωρία µας µπορούµε να επιλέξουµε κατάλληλο λ1 τέτοιο ώστε να έχουµε τον
απαραίτητο αριθµό από e-folds ακόµα και αν το πεδίο ψ έχει µικρότερη αρχική
τιµή. ∆ηλαδή ακόµα και αν το πεδίο αρχίσει να κυλά από χαµηλότερο σηµείο του
δυναµικού υπάρχουν κατάλληλα λ1 που µπορούν να παρατείνουν το inflation.
Επιπλέον όσο αυξάνεται το λ1 κατά απόλυτη τιµή τόσο ϑα αργεί να έρθει το τέλος
του σεναρίου slow - roll όπως ϕαίνεται και στο σχήµα (2.5)

Το τέλος του σεναρίου slow roll έρχεται όταν στην αρχική εξίσωση Friedmann
ο κινητικός όρος γίνει συγκρίσιµος µε το δυναµικό

φ̇2(t)
(

1− 9λ1
ȧ2(t)

a2(t)

)
' 2V (φ)

το οποίο µεταφράζεται στην σχέση

ψ̇2(τ) =
ψ2(τ)

1− 9λ1H2(τ)
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Σχήµα 2.5: Αριθµητική λύση για το ψ(τ) από τις αρχικές σχέσεις για ξ = −4
(συνεχές) και ξ = −6 (διακεκοµµένο)

Σηµειώνουµε ότι αυτό είναι ένα ακόµα σηµάδι ότι το λ1 πρέπει να είναι αρνητικό
ή στην περίπτωση που είναι ϑετικό να µην είναι τέτοιο που να δίνει αρνητικό
παρονοµαστή. Αντικατάσταση της αναλυτικής λύσης του ψ(τ) που έχει ϐρεθεί στα
πλαίσια της slow roll δίνει την χρονική στιγµή του τέλους του slow roll

τf = 58.0149

20 40 60 80 100
Τ

0.2

0.4

0.6

0.8

ΨHΤL
Ξ = -4

slow - roll

numerical

Σχήµα 2.6: Χρονική στιγµή που τελειώνει το slow roll (κουκίδες)

Στα πλαίσια της προσέγγισης slow - roll το τέλος του σεναρίου slow roll όπως πε-
ϱιγράφηκε παραπάνω ισοδυναµεί µε το τέλος του inflation. Για να το δούµε αυτό
ϐρίσκουµε αρχικά την αναλυτική µορφή του a(τ) στα πλαίσια της προσέγγισης
slow-roll. Εξ’ ορισµού έχουµε inflation όσο το ä(τ) > 0. Η λύση του a(τ) από το
slow - roll δίνει ότι το τέλος του inflation έρχεται τη χρονική στιγµή

τf = 58.0067
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Κεφάλαιο 3

Παραγωγή Σωµατιδίων µετά
τον Πληθωρισµό

3.1 Παραγωγή σωµατιδίων µετά από πληθωρισµό
χωρίς µη-τετριµµένους κινητικούς όρους

Μελετάµε την παραγωγή σωµατιδίων µετά το τέλος του πληθωρισµού χρησιµο-
ποιώντας δύο συζευγµένα ϐαθµωτά πεδία σε ένα διαστελλόµενο σύµπαν FRW. Τα
πεδία που χρησιµοποιούµε είναι το κλασικό πεδίο inflaton, φ(t), που καθοδηγεί
τον πληθωρισµο και ένα κβαντικό πεδίο ,X(x), που µας ϐοηθά στη µέτρηση των
παραγόµενων σωµατιδίων. Η δράση του προβλήµατος µπορεί να γραφτεί ως

S =

∫
d4x
√−g

M2
plR

16π

+

∫
d4x
√−g

{1

2

[(
gµν + λ1G

µν
)
∂µφ∂νφ−M2

φφ
2
]

+
1

2

[(
gµν + λ2G

µν
)
∂µX∂νX − (M2

X + ζR+ g2φ2)X2
]}

Ορίζουµε τον αδιάστατο χρόνο τ = Mφt και την αδιάστατη παράµετρο ξ = λM2
φ.

Η δράση για το πεδίο φ οδηγεί στις εξισώσεις Friedmann

H2(τ) =
4π

3

[
ψ̇2(τ)

(
1− 9λ1H

2(τ)
)

+ ψ2(τ)
]

και Klein - Gordon(
1− 3λ1H(τ)2

)
ψ̈(t) +

(
3H(τ)− 3λ1H(τ)

(
2Ḣ(τ) + 3H2(τ)

))
ψ̇(τ) + ψ(τ) = 0

από τις οποίες στο προηγούµενο κεφάλαιο ϐρήκαµε τη χρονική στιγµή που τελε-
ίωνει ο πληθωρισµός καθώς και την αριθµητική λύση του φ που ϑα συζευχθεί µε
το X.

Μεταβολή της δράσης ως προς το πεδίο X οδηγεί στην εξίσωση Klein - Gordon

�X+[MX+ζR+g2φ2]X = 0 µε �X = (−g)−1/2∂µ
[
(−g)1/2[gµν+λ2G

µν ]∂νX
]
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Για την µετρική µας

gµν =


1
−a2(t)

−a2(t)
−a2(t)


έχουµε

G00 = −3
ȧ2(t)

a2(t)
, Gii =

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
, R = 6

ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)

και η Klein - Gordon παίρνει τη µορφή(
1− 3λ2

ȧ2(t)

a2(t)

)
Ẍ(x) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
− 3λ2

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
Ẋ(x)

−a−2(t)

3∑
i=1

∂2
iX(x) + λ2

2a(t)ä(t) + ȧ2(t)

a4(t)

3∑
i=1

∂2
iX(x) +

(
M2
X + ζR+ g2φ2(t)

)
X(x) = 0

Γράφουµε το πεδίο X(x) στη µορφή

X(x) =
∑

k

[âkχk(x) + â†kχ
∗
k(x)]

Αντικαθιστούµε το χk(x) στην παραπάνω ϑεωρώντας επιπλέον ότι είναι της µορφής
χk(x) ∼ eikxχk(t) και ϐρίσκουµε(

1− 3λ2
ȧ2(t)

a2(t)

)
χ̈k(t) +

(
3
ȧ(t)

a(t)
− 3λ2

( ȧ3(t)

a3(t)
+

2ȧ(t)ä(t)

a2(t)

))
χ̇k(t)

+
[ k2

a2(t)
− λ2k

2 2a(t)ä(t) + ȧ2(t)

a4(t)
+M2

X + ζR+ g2φ2(t)
]
χk(t) = 0

Αν γράψουµε χk(t) ≡ f(t)hk(t) µπορούµε να διώξουµε την πρώτη παράγωγο και
έτσι ϑα έχουµε

ḧk(t) + Ω2(t)hk(t) = 0

µε

Ω(t) =

√
B(t)− Ȧ(t)

2
− A2(t)

4

όπου

A(t) = 3

ȧ(t)
a(t) − λ2

(
ȧ3(t)
a3(t) + 2 ȧ(t)ä(t)

a2(t)

)
1− 3λ2

ȧ2(t)
a2(t)

, B(t) =

k2

a2(t) − λ2k
2 2a(t)ä(t)+ȧ2(t)

a4(t) +M2
X + ζR+ g2φ2(t)

1− 3λ2
ȧ2(t)
a2(t)

Οι σχέσεις αυτές µπορούν να γραφτούν και ως προς τον αδιάστατο χρόνο τ

ḧk(τ) + Ω2(τ)hk(τ) = 0 (3.1)

µε

Ω(τ) =

√
B(τ)− Ȧ(τ)

2
− A2(τ)

4
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A(τ) = 3

ȧ(τ)
a(τ) − λ2

(
ȧ3(τ)
a3(τ) + 2 ȧ(τ)ä(τ)

a2(τ)

)
1− 3λ2

ȧ2(τ)
a2(τ)

B(τ) =

k2

M2
φa

2(τ)
− λ2k

2 2a(τ)ä(τ)+ȧ2(τ)
a4(τ) +

M2
X

M2
φ

+ ζR(τ)
Mφ2 +

g2ψ(τ)M2
pl

M2
φ

1− 3λ2
ȧ2(τ)
a2(τ)

Θεωρούµε ότι µετά το τέλος του πληθωρισµού ϐρισκόµαστε στη ϕάση που επικρα-
τεί η ύλη (matter domination) και ο παράγοντας a(τ) ϑα έχει τη µορφή

a(τ) = τ2/3

Είναι σηµαντικό εδώ να σηµειώσουµε ότι στη ϕάση που µελετάµε, δηλαδή για
a(τ) = τ2/3 ο όρος του λ2 που εµφανίζεται παραπάνω τυχαίνει να µηδενίζεται.
Αν προσδιορίσουµε τους συντελεστές Bogolyubov από ένα σύστηµα διαφορικών
εξισώσεων

α̇k(τ) =
Ω̇k(τ)

2Ωk(τ)
exp

[
2i

∫
Ωk(τ ′)dτ ′

]
βk(τ)

β̇k(τ) =
Ω̇k(τ)

2Ωk(τ)
exp

[
− 2i

∫
Ωk(τ ′)dτ ′

]
αk(τ)

τότε µια λύση της µορφής

hk(τ) =
α(τ)√
2Ω(τ)

e−i
∫

Ω(τ ′)dτ +
β(τ)√
2Ω(τ)

ei
∫

Ω(τ ′)dτ

είναι λύση της (3.1). Η ποσότητα |βk|2 δηλώνει τον µέσο αριθµό σωµατιδίων στην
κατάσταση k.

Σε αυτήν την ενότητα ϑεωρούµε ότι έχουµε το inflaton χωρίς επιπλέον κινητι-
κούς όρους (λ1 = 0) όπως παρουσιάστηκε στο σχήµα (2.2). ΄Οµοια και το πεδίο
X δεν έχει επιπλέον κινητικούς όρους (λ2 = 0). Την χρονική στιγµή τ0 = 0
έχουµε την αρχή του πληθωρισµού ο οποίος σύµφωνα µε το σενάριο slow - roll
ϑα τελειώσει τη χρονική στιγµή τf = 20. Τότε το inflaton ταλαντώνεται γύρω από
το ελάχιστο του δυναµικού παράγοντας σωµατίδια µέχρι να αποδιεγερθεί εντελώς.
Από τη χρονική στιγµή τf και µετά µπαίνουµε στη ϕάση που επικρατεί η ύλη.
Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε σύµφωνα µε τα παραπάνω τον µέσο αριθµό
σωµατιδίων X που παράγονται. Θεωρούµε ότι µέχρι το τέλος του inflation δεν
έχουµε παραγωγή σωµατιδίων. Θα έχουµε δηλαδή ως αρχικές συνθήκες

α(τf ) = 1 , β(τf ) = 0

Επιπλέον για την αριθµητική µελέτη χρησιµοποιούµε Mφ = 10−6Mpl , k =

10−5Mpl. Τότε Ω(τ) > 0 και ισχύει η αδιαβατική προσέγγιση Ω′(τ)
Ω(τ) � 1. Οι

συντελεστές Bogolyubov ϑα σταθεροποιηθούν µετά τη χρονική στιγµή τflat = 200
και µετρώντας τους τότε µπορούµε να ϐρούµε τη µορφή του µέσου αριθµού σωµα-
τιδίων |βk|2 συναρτήσει της µάζας MX για MX > 10−6Mpl. Αρχικά επιλέγουµε
το πεδίοX να µην έχει σύζευξη στην καµπυλότητα R (ζ = 0) αλλά να έχει σύζευξη
µε το πεδίο φ (g 6= 0) , σχήµα 3.1.
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1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6

Mx

Mpl

2. ´ 10-6

4. ´ 10-6

6. ´ 10-6

8. ´ 10-6

0.00001

0.000012

0.000014

ÈΒkÈ
2

Λ1 = 0 , Λ2 = 0 , Ζ = 0

g = 7. ´ 10-7

g = 5. ´ 10-7

g = 0

Σχήµα 3.1: Πεδίο X χωρίς σύζευξη στη καµπυλότητα αλλά µε σύζευξη στο πεδίο
ψ.

Στη συνέχεια µηδενίζουµε τη σύζευξη µε το πεδίο φ, το µόνο που κρατάµε
είναι η χρονική στιγµή που τελειώνει ο πληθωρισµός, και δίνουµε ϑετική (σχήµα
3.2) και αρνητική (σχήµα 3.3) σύζευξη του X µε την καµπυλότητα R.

1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6

Mx

Mpl

2. ´ 10-6

4. ´ 10-6

6. ´ 10-6

8. ´ 10-6

0.00001

0.000012

ÈΒkÈ
2

Λ1 = 0 , Λ2 = 0 , g = 0

Ζ = 200

Ζ = 100

Ζ = 0

Σχήµα 3.2: Πεδίο X χωρίς σύζευξη στο πεδίο ψ αλλά µε ϑετική σύζευξη στην
καµπυλότητα.
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1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6
Mx * Mpl

2. ´ 10-6

4. ´ 10-6

6. ´ 10-6

8. ´ 10-6

0.00001

Èb_kÈ^2

Ξ 1= 0 , Ξ 2= 0 , g = 0

Ζ = -200

Ζ = -100

Ζ = 0

Σχήµα 3.3: Πεδίο X χωρίς σύζευξη στο πεδίο ψ αλλά µε αρνητική σύζευξη στην
καµπυλότητα.

Παρατηρούµε τις αλλαγές στην παραγωγή σωµατιδίων ίδιας µάζας συναρτήσει
των συζεύξεων g και ζ αλλά και έναν πιθανό συσχετισµό των αποτελεσµάτων α-
νάµεσα σε µετρήσεις µε g 6= 0, ζ = 0 και g = 0, ζ > 0

3.2 Παραγωγή σωµατιδίων µετά από πληθωρισµό
µε µη-τετριµµένους κινητικούς όρους

Σε αυτήν την ενότητα ϑεωρούµε ότι το inflaton έχει µη-τετριµµένους κινητικούς
όρους όπως περιγράφηκε στο σχήµα 2.6. ΄Οµοια ϑα επιτρέψουµε και στο πεδίο
X να έχει επιπλέον κινητικό όρο µε διαφορετική εν γένει σύζευξη από αυτή του φ
(λ1 6= λ2). Θα έχουµε δηλαδή την πλήρη ϑεωρία της προηγούµενης ενότητας µε
δράση

S =

∫
d4x
√−g

M2
plR

16π

+

∫
d4x
√−g

{1

2

[(
gµν + λ1G

µν
)
∂µφ∂νφ−M2

φφ
2
]

+
1

2

[(
gµν + λ2G

µν
)
∂µX∂νX − (M2

X + ζR+ g2φ2)X2
]}

, µοντέλα του πληθωρισµού µε λ1 6= 0 και διαφορική εξίσωση

ḧk(τ) + Ω2(τ)hk(τ) = 0

όπου

Ω(τ) =

√
B(τ)− Ȧ(τ)

2
− A2(τ)

4
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A(τ) = 3

ȧ(τ)
a(τ) − λ2

(
ȧ3(τ)
a3(τ) + 2 ȧ(τ)ä(τ)

a2(τ)

)
1− 3λ2

ȧ2(τ)
a2(τ)

B(τ) =

k2

M2
φa

2(τ)
− λ2k

2 2a(τ)ä(τ)+ȧ2(τ)
a4(τ) +

M2
X

M2
φ

+ ζR(τ)
M2
φ

+
g2ψ(τ)M2

pl

M2
φ

1− 3λ2
ȧ2(τ)
a2(τ)

µε λ2 6= 0. Θεωρούµε ξανά πως στην εποχή µετά τον πληθωρισµό που µελετάµε
την παραγωγή σωµατιδίων ο παράγοντας a(τ) έχει τη µορφή

a(τ) = τ2/3

έτσι και έδω ο παραπάνω όρος µε λ2 µηδενίζεται. Το διάγραµµα που µελετάµε
είναι και εδώ ο µέσος αριθµός σωµατιδίων στην κατάσταση k, |βk|2 , συναρτήσει
της µάζας MX για διάφορες παραµέτρους. Ξεκινάµε µε πληθωρισµό µε λ1 = −4
και επιτρέπουµε στο πεδίο X όρους µε λ2 6= 0. Εδώ δεν έχουµε σύζευξη του X
µε το φ ή την καµπυλότητα.

1. ´ 10-6 1.5 ´ 10-6 2. ´ 10-6 2.5 ´ 10-6 3. ´ 10-6

Mx

Mpl

1. ´ 10-7

2. ´ 10-7

3. ´ 10-7

4. ´ 10-7

5. ´ 10-7

ÈΒkÈ
2

Λ1 = -4 , g = 0 , Ζ = 0

Λ2 = -100

Λ2 = -50

Λ2 = -4

Λ2 = 0

Σχήµα 3.4: Πεδίο X µε µη-τετριµµένους κινητικούς όρους, χωρίς σύζευξη στο
πεδίο ψ , χωρίς σύζευξη στην καµπυλότητα.

Παρατηρούµε πως χρειαζόµαστε αρκετά µεγαλύτερο λ2 από την τιµή του λ1

προκειµένου να έχουµε κάποια αλλαγή στην παραγωγή. Αυτό σηµαίνει πως τη
χρονική περίοδο που µελετάµε ο τανυστής Einstein έχει ήδη εξασθενήσει και
χρειαζόµαστε µια πιο ισχύρη σύζευξη για εµφανή αποτελέσµατα. Παρουσιάζουµε
στη συνέχεια δύο διαγράµµατα όπου για λ1 = −4 αλλάζουµε τη σύζευξη του X
µε το φ, για (λ2 = 0) σχήµα 3.5 και (λ2 = −100) σχήµα 3.6

34



1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6

Mx

Mpl

2. ´ 10-7

4. ´ 10-7

6. ´ 10-7

8. ´ 10-7

1. ´ 10-6

1.2 ´ 10-6

1.4 ´ 10-6

ÈΒkÈ
2

Λ1 = -4 , Λ2 = 0 , Ζ = 0

g = 7. ´ 10-7

g = 5. ´ 10-7

g = 0

Σχήµα 3.5: Πεδίο X χωρίς επιπλέον κινητικούς όρους, µε σύζευξη στο πεδίο ψ ,
χωρίς σύζευξη στην καµπυλότητα.

1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6

Mx

Mpl

2. ´ 10-7

4. ´ 10-7

6. ´ 10-7

8. ´ 10-7

1. ´ 10-6

1.2 ´ 10-6

ÈΒkÈ
2

Λ1 = -4 , Λ2 = -100 , Ζ = 0

g = 7. ´ 10-7

g = 5. ´ 10-7

g = 0

Σχήµα 3.6: Πεδίο X µε µη-τετριµµένους κινητικούς όρους, µε σύζευξη στο πεδίο
ψ , χωρίς σύζευξη στην καµπυλότητα.

Αλλάζουµε τη σύζευξη του inflaton µε τον τανυστή Einstein (λ1 = −6), δηλαδή
αλλάζουµε και τη χρονική στιγµή που τελείωνει ο πληθωρισµός και τη λύση του
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πεδίου ψ. Παρουσιάζουµε και πάλι δύο διαγράµµατα για (λ2 = 0) σχήµα 3.7 και
(λ2 = −100) σχήµα 3.8

1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6

Mx

Mpl

1. ´ 10-7

2. ´ 10-7

3. ´ 10-7

4. ´ 10-7

5. ´ 10-7

ÈΒkÈ
2

Λ1 = -6 , Λ2 = 0 , Ζ = 0

g = 7. ´ 10-7

g = 5. ´ 10-7

g = 0

Σχήµα 3.7: Πεδίο X χωρίς επιπλέον κινητικούς όρους, µε σύζευξη στο πεδίο ψ ,
χωρίς σύζευξη στην καµπυλότητα.

1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6

Mx

Mpl

1. ´ 10-7

2. ´ 10-7

3. ´ 10-7

4. ´ 10-7

5. ´ 10-7

ÈΒkÈ
2

Λ1 = -6 , Λ2 = -100 , Ζ = 0

g = 7. ´ 10-7

g = 5. ´ 10-7

g = 0

Σχήµα 3.8: Πεδίο X µε µη-τετριµµένους κινητικούς όρους, µε σύζευξη στο πεδίο
ψ , χωρίς σύζευξη στην καµπυλότητα.
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Παρατηρούµε πως από τη στιγµή που αυξάνουµε (κατ’ απόλυτη τιµή) τη σύζευ-
ξη του inflaton µε τον τανυστή Einstein η παραγωγή σωµατιδίων µειώνεται. Η
σύζευξη του πεδίουX µε τον τανυστή Einstein παράγει ακόµα λιγότερα σωµατίδια
καθώς αυξάνεται (κατ’ απόλυτη τιµή). Για να το δούµε αυτό λίγο πιο ξεκάθαρα
κρατάµε µια σταθερή τιµή της σύζευξης g = 5 · 10−7 για λ1 = −6 και αλλάζουµε
τη σύζευξη λ2. Το αποτέλεσµα ϕαίνεται στο σχήµα 3.9

1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6

Mx

Mpl

5. ´ 10-8

1. ´ 10-7

1.5 ´ 10-7

2. ´ 10-7

2.5 ´ 10-7

3. ´ 10-7

ÈΒkÈ
2

Λ1 = -6 , g = 5. ´ 10-7 , Ζ = 0

Λ2 = -200

Λ2 = -150

Λ2 = -100

Λ2 = 0

Σχήµα 3.9: Πεδίο X µε µη-τετριµµένους κινητικούς όρους, µε σύζευξη στο πεδίο
ψ , χωρίς σύζευξη στην καµπυλότητα.

΄Οπως ϕαίνεται από τα παραπάνω η εισαγωγή του τανυστή Einstein είτε µόνο
στο inflaton είτε και στο inflaton και στο πεδίο X έχει ως αποτέλεσµα τη µείωση
του αριθµού σωµατιδίων που παράγονται. Το αποτέλεσµα αυτό ϕαίνεται ότι µπορεί
να αναστραφεί σε µεγάλο ϐαθµό µε την αύξηση της σύζευξης g.

Συγκεντρώνοντας τα πιο σηµαντικά αποτελέσµατα, έχουµε δείξει ότι :

• ΄Εχουµε αύξηση της παραγωγής σωµατιδίων µε την αύξηση των συζεύξεων g
, ζ (πιθανός συσχετισµός)

• Μετά το τέλος του πληθωρισµού ο τανυστής Einstein έχει εξασθενήσει και
χρειαζόµαστε ισχυρότερη σύζευξη λ2

• Μείωση της παραγωγής σωµατιδίων µε την εισαγωγή µη-τετριµµένων κινη-
τικών όρων στο inflaton

• Επιπλέον µείωση της παραγωγής σωµατιδίων µε την εισαγωγή µη-τετριµµένων
κινητικών όρων και στο X (αλλά σε µικρότερο ϐαθµό)

• Μείωση της παραγωγής σωµατιδίων µε την αύξηση των συζεύξεων λ1 και λ2

• Η οποία όµως µπορεί να αναστραφεί σε µεγάλο ϐαθµό µε την αύξηση της
σύζευξης g
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Σηµείωση

΄Εχουµε ϕτάσει ήδη στο τέλος της εργασίας αλλά αξίζει να αναφερθούµε σε µια
παρατήρηση σχετικά µε την παραγωγή σωµατιδίων όταν το πεδίο X έχει επιπλέον
κινητικούς όρους, δηλαδή για λ2 6= 0. Τον σηµαντικότερο ϱόλο στην εύρεση
του συντελεστή Bogolyubov βk είχε το Ω(τ) το οποίο γενικά µεταβαλλόταν µε το
χρόνο µέχρι να ϕτάσει σε µια σταθερή τιµή. Εκείνη τη στιγµή µετράµε την τιµή
του συντελεστή Bogolyubov και κατασκευάζουµε τα διαγράµµατα συναρτήσει της
µάζαςMX . Ο λόγος που διαλέξαµε αυτήν την ποσότητα είναι γιατί µέσα στο Ω(τ)
είναι η µόνη που δεν συνοδεύεται από συνάρτηση του τ . Για παράδειγµα για
λ2 = 0

Ω2(τ) =
k2

M2
φa

2(τ)
+
M2
X

M2
φ

+
ζR(τ)

M2
φ

+
g2ψ(τ)M2

pl

M2
φ

− 3

2

ä(τ)

a(τ)
− 3

4

ȧ2(τ)

a2(τ)

΄Ετσι κατά την αριθµητική λύση των διαφορικών εξισώσεων ο όρος της µάζας του
πεδίου X παρέµενε σταθερός και µπορούσαµε να τον µεταβάλλουµε “ µε το χέρι”
για να δούµε τις αλλαγές στην παραγωγή σωµατιδίων. Γνωρίζαµε λοιπόν ότι η
ποσότητα MX ήταν η πραγµατική µάζα του X και ότι για µεγαλύτερες µάζες η
παραγωγή σωµατιδίων ϑα ήταν πιο δύσκολη, η ποσότητα |βk|2 ϑα ήταν πιο µικρή
(όπως και δείξαµε σε όλα τα διαγράµµατα).

Παρ’ όλα αυτά µε την εισαγωγή επιπλέον κινητικών όρων στο X δείξαµε ότι το
Ω(τ) έχει την πιο πολύπλοκη µορφή

Ω2(τ) = B(τ)− Ȧ(τ)

2
− A2(τ)

4

µε

A(τ) = 3

ȧ(τ)
a(τ) − λ2

(
ȧ3(τ)
a3(τ) + 2 ȧ(τ)ä(τ)

a2(τ)

)
1− 3λ2

ȧ2(τ)
a2(τ)

B(τ) =

k2

M2
φa

2(τ)
− λ2k

2 2a(τ)ä(τ)+ȧ2(τ)
a4(τ) +

M2
X

M2
φ

+ ζR(τ)
M2
φ

+
g2ψ(τ)M2

pl

M2
φ

1− 3λ2
ȧ2(τ)
a2(τ)

µε αντίστοιχο διάγραµµα το σχήµα 3.4. ΄Οπως ϕαίνεται ακόµα και ο “ όρος µάζας
” έχει εξάρτηση από το χρόνο. Αν το παρακάνουµε µε την τιµή του λ2 (στα πλαίσια
όµως που και πάλι µπορούµε να έχουµε σταθερούς Bogolyubov κάποια χρονική
στιγµή τflat) το αποτέλεσµα είναι το σχήµα
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1. ´ 10-6 1.5 ´ 10-6 2. ´ 10-6 2.5 ´ 10-6 3. ´ 10-6

Mx

Mpl

2. ´ 10-8

4. ´ 10-8

6. ´ 10-8

8. ´ 10-8

1. ´ 10-7

ÈΒkÈ
2

Λ1 = -4 , g = 0 , Ζ = 0

Λ2 = -600

Λ2 = -500

Λ2 = -350

Παρατηρούµε ένα µη αναµενόµενο αποτέλεσµα, την αύξηση της παραγωγής
σωµατιδίων µε µεγαλύτερη µάζα από άλλα. Υπάρχει δηλαδή µια περιοχή τιµών
του MX η οποία ευνοεί την παραγωγή σωµατιδίων. Οδηγούµαστε έτσι στο συµ-
πέρασµα ότι η ποσότητα MX δεν µπορεί πλέον να περιγράφει την πραγµατική
µάζα των σωµατιδίων X. Για λ2 6= 0 το MX είναι απλά ακόµα µια παράµετρος
που επηρεάζει τη ϑεωρία που δεν µπορεί όµως να έχει την ίδια ϕυσική ερµηνεία
που είχε µέχρι τώρα.
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Παράρτηµα Α΄

Τανυστές Riemann και
Einstein στο 4-διάστατο
σύµπαν FRW

Α΄.1 Υπολογισµός της ϐαθµωτής καµπυλότητας R
για το 4-διάστατο σύµπαν FRW

΄Οπως έχουµε δηλώσει σε όλη την εργασία χρησιµοποιούµε για τη µετρική τη σύµ-
ϐαση (+−−−). Θυµίζουµε κάποιες ϐασικές σχέσεις όπως ο τανυστής Riemann

Rλµνκ ≡
∂Γλµν
∂xκ

− ∂Γλµκ
∂xν

+ ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη (Α΄.1)

ο τανυστής Ricci

Rµκ ≡ Rλµλκ =
∂Γλµλ
∂xκ

− ∂Γλµκ

∂xλ
+ ΓηµλΓλκη − ΓηµκΓλλη

η αφινική σύνδεση

Γρµν =
1

2
gλρ
(∂gνλ
∂xµ

+
∂gµλ
∂xν

− ∂gµν
∂xλ

)
και η ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci

R ≡ gµκRµκ (Α΄.2)

Για το 4-διάστατο σύµπαν FRW µε µετρική gµν = diag{1,−a2(t),−a2(t),−a2(t)}
ο ανταλλοίωτος µετρικός τανυστής προκύπτει από τη σχέση gµκgµλ = δλκ και έχει
τη µορφή gµν = diag{1,−a−2(t),−a−2(t),−a−2(t)}. Υπολογίζουµε τα δυνατά
αποτελέσµατα των συµβόλων Christoffel

Γ0
00 =

1

2
gλ0
(∂g0λ

∂x0
+
∂g0λ

∂x0
− ∂g00

∂xλ

)
=

1

2
g00
(∂g00

∂x0
+
∂g00

∂x0
− ∂g00

∂x0

)
= 0
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Γi00 =
1

2
gλi
(∂g0λ

∂x0
+
∂g0λ

∂x0
− ∂g00

∂xλ

)
=

1

2
gii
(∂g0i

∂x0
+
∂g0i

∂x0
− ∂g00

∂xi

)
= 0

Γ0
0i =

1

2
gλ0
(∂giλ
∂x0

+
∂g0λ

∂xi
− ∂g0i

∂xλ

)
=

1

2
g00
(∂gi0
∂x0

+
∂g00

∂xi
− ∂g0i

∂x0

)
= 0

Γiii =
1

2
gλi
(∂giλ
∂xi

+
∂giλ
∂xi

− ∂gii
∂xλ

)
=

1

2
gii
(∂gii
∂xi

+
∂gii
∂xi
− ∂gii
∂xi

)
= 0

Γj0i =
1

2
gλj
(∂giλ
∂x0

+
∂g0λ

∂xi
− ∂g0i

∂xλ

)
=

1

2
gjj
(∂gij
∂x0

+
∂g0j

∂xi
− ∂g0i

∂xj

)
=

1

2
gjj

∂gij
∂x0

=
1

2

(
− a−2(t)

)(
− 2a(t)ȧ(t)

)
δij =

ȧ(t)

a(t)
δij

Γ0
ij =

1

2
gλ0
(∂gjλ
∂xi

+
∂giλ
∂xj

− ∂gij
∂xλ

)
=

1

2
g00
(∂gj0
∂xi

+
∂gi0
∂xj

− ∂gij
∂x0

)
= −1

2

(
− 2a(t)ȧ(t)

)
δij = a(t)ȧ(t)δij

Σύµφωνα µε αυτά οι µη µηδενικές συνιστώσες του τανυστή Ricci ϑα είναι

R00 =
∂Γλ0λ
∂x0

− ∂Γλ00

∂xλ
+ Γη0λΓλ0η

=
∂Γ1

01

∂x0
+ Γη01Γ1

0η +
∂Γ2

02

∂x0
+ Γη02Γ2

0η +
∂Γ3

03

∂x0
+ Γη03Γ3

0η

= 3
∂Γ1

01

∂x0
+ Γ1

01Γ1
01 + Γ2

02Γ2
02 + Γ3

03Γ3
03

= 3
∂Γ1

01

∂x0
+ 3Γ1

01Γ1
01 = 3

[ ä(t)

a(t)
− ȧ2(t)

a2(t)
+
ȧ2(t)

a2(t)

]
= 3

ä(t)

a(t)

R11 = − Γλ11

∂xλ
+ Γη1λΓλ1η − Γη11Γλλη

= −∂Γ0
11

∂x0
+ Γη10Γ0

1η + Γη12Γλ12 − Γη11Γ2
2η + Γη13Γ3

1η − Γη11Γ3
3η

= −∂Γ0
11

∂x0
− Γ0

11Γ2
20 − Γ0

11Γ3
30 + Γ1

10Γ0
11

= −ȧ(t)a(t)− a(t)ä(t)− a(t)ȧ(t)
ȧ(t)

a(t)
− a(t)ȧ(t)

ȧ(t)

a(t)
+ a(t)ȧ(t)

ȧ(t)

a(t)

= −ä(t)a(t)− 2ȧ2(t)

΄Οµοια ϐρίσκουµε

R22 = −ä(t)a(t)− 2ȧ2(t) και R33 − ä(t)a(t)− 2ȧ2(t)

Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε τη ϐαθµωτή καµπυλότητα Ricci από τη σχέση
(Α΄.2)

R = g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33

= 3
ä(t)

a(t)
− 3
(
a−2(t)

)(
− ä(t)a(t)− 2ȧ2(t)

)
= 3

ä(t)

a(t)
+ 3

ä(t)

a(t)
+ 6

ȧ2(t)

a2(t)

= 6
ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)
(Α΄.3)
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Α΄.2 Υπολογισµός του τανυστή Einstein για το 4-
διάστατο σύµπαν FRW

Εφόσον έχουν γίνει οι προηγούµενοι υπολογισµοί η εύρεση του τανυστή Einstein
είναι εύκολη υπόθεση. Ο τανυστής Einstein ορίζεται από τη σχέση

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR

Υπολογίζουµε ξεχωριστά

G00 = R00 −
1

2
g00R = 3

ä(t)

a(t)
− 1

2
6
ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)
= −3

ȧ2(t)

a2(t)

G11 = R11 −
1

2
g11R

= −ä(t)a(t)− 2ȧ2(t)− 1

2

(
− a2(t)

)
6
ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a2(t)

= −ä(t)a(t)− 2ȧ2(t) + 3ä(t)a(t) + 3ȧ2(t)

= 2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

και όµοια ϐρίσκουµε

G22 = 2ä(t)a(t) + ȧ2(t) και G33 = 2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

Για να ϐρούµε τα ανταλλοίωτα στοιχεία του τανυστή χρησιµοποιούµε τις σχέσεις

G00 = g0µg0νGµν = g00g00G00 = −3
ȧ2(t)

a2(t)

G11 = g1µg1νGµν = g11g11G11 =
(
− a2(t)

)(
− a2(t)

)(
2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

)
=

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)

΄Οµοια ϐρίσκουµε

G22 =
2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)
και G33 =

2ä(t)a(t) + ȧ2(t)

a4(t)

Α΄.3 Εξισώσεις ϐαθµωτού πεδίου του Einstein από
την αρχή ελάχιστης δράσης

Θυµίζουµε τον ορισµό της συναλλοίωτης παραγώγου

∇λV µ ≡
∂V µ

∂xλ
+ ΓµλκV

κ = ∂λV
µ + ΓµλκV

κ

Μπορούµε να επεκτείνουµε τον ορισµό αυτό σε έναν γενικό τανυστή. Η συναλ-
λοίωτη παράγωγος ως προς xκ ενός τανυστή T ::: ισούται µε ∂κT ::: συν ,για κάθε
ανταλλοίωτο δείκτη λ, έναν όρο Γλκη επί T µε το λ αντικατεστηµένο µε η µείον ,
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για κάθε συναλλοίωτο δείκτη µ, έναν όρο Γηκµ επί T µε το µ αντικατεστηµένο µε η.
Για να γίνει πιο ξεκάθαρο δίνουµε ένα παράδειγµα

∇κΓλµν = ∂κΓλµν + ΓλκηΓηµν − ΓηκµΓλην − ΓηκνΓληµ

Γράφουµε τον τανυστή Riemann (Α΄.1) στη µορφή

Rλµνκ = ∂κΓλµν − ∂νΓλµκ + ΓηµνΓλκη − ΓηµκΓλνη

Θα δηλώσουµε και ϑα αποδείξουµε ορισµένες σχέσεις που ϑα χρειαστεί να χρησι-
µοποιήσουµε στη συνέχεια.

Για τη µεταβολή του τανυστή Riemann ισχύει

δRλµνκ = ∇κ(δΓλµν)−∇ν(δΓλµκ) (Α΄.4)

Απόδειξη. Μεταβολή του τανυστή Riemann ϑα δώσει

δRλµνκ = ∂κ(δΓλµν)−∂ν(δΓλµκ)+(δΓηµν)Γλκη+Γηµν(δΓλκη)−(δΓηµκ)Γλνη−Γηµκ(δΓλνη)

Από τον ορισµό της συναλλοίωτης παραγώγου για τανυστές που δείξαµε παραπάνω
µπορούµε να ϐρούµε για τη µεταβολή του Γλµν ότι ϑα ισχύει µια σχέση της µορφής

∇κ(δΓλµν) = ∂κ(δΓλµν) + Γλκη(δΓηµν)− Γηκµ(δΓλην)− Γηκν(δΓληµ)

΄Οµοια µπορούµε να γράψουµε

∇ν(δΓλµκ) = ∂ν(δΓλµκ) + Γλνη(δΓηµκ)− Γηνµ(δΓληκ)− Γηνκ(δΓληµ)

Αφαιρώντας τις δύο αυτές σχέσεις κατά µέλη προκύπτει

∇κ(δΓλµν)−∇ν(δΓλµκ) = ∂κ(δΓλµν)− ∂ν(δΓλµκ) + (δΓηµν)Γλκη + Γηµν(δΓλκη)

− (δΓηµκ)Γλνη − Γηµκ(δΓλνη)

΄Αρα πράγµατι
δRλµνκ = ∇κ(δΓλµν)−∇ν(δΓλµκ)

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει άµεσα ότι για τη µεταβολή του τανυστή
Ricci ισχύει

δRµκ ≡ δRνµνκ = ∇κ(δΓνµν)−∇ν(δΓνµκ) (Α΄.5)

Η ποσότητα gµν
[
∇ν(δΓκµκ)−∇κ(δΓκµν)

]
µπορεί να γραφτεί

gµν
[
∇ν(δΓκµκ)−∇κ(δΓκµν)

]
= ∇ν

[
gµν(δΓκµκ)

]
−∇κ

[
gµν(δΓκµν)

]
= ∇σ

[
gµσ(δΓκµκ)

]
−∇σ

[
gµν(δΓσµν)

]
= ∇σ

[
gµσ(δΓκµκ)− gµν(δΓσµν)

]
(Α΄.6)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την ιδιότητα ∇λgµν = και στη συνέχεια έχουµε
µετονοµάσει κάποιους ϐουβούς δείκτες.

Για τη µεταβολή της µετρικής ισχύει

δgµν = −gµκgνλδgκλ (Α΄.7)
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Απόδειξη. Ξεκινάµε από τη σχέση

gκλgλν = δκν

Παίρνοντας τη µεταβολή ϑα έχουµε

δgκλgλν + gκλδgλν = 0 ⇒ gκλδgλν = −gλνδgκλ

Πολλαπλασιάζουµε από αριστερά µε gκµ και τα δύο µέλη (ο δείκτης κ είναι ελε-
ύθερος)

gκµg
κλδgλν = −gκµgλνδgκλ ⇒ δλµδgλν = −gκµgλνδgκλ

⇒ δgµν = −gκµgλνδgκλ

Για τη µεταβολή της ορίζουσας της µετρικής ισχύουν

δg = g(gµνδgµν) και δ
√−g = −1

2

√−ggµνδgµν (Α΄.8)

Απόδειξη. Ισχύει η ακόλουθη σχέση για οποιονδήποτε τετραγωνικό πίνακα M µε
µη-µηδενική ορίζουσα

ln(detM) = Tr(lnM)

Μεταβολή αυτής της ταυτότητας δίνει

1

detM
δ(detM) = Tr(M−1δM)

Επιλέγοντας τον πίνακα M να είναι η µετρική gµν έτσι ώστε detM = det gµν = g
ϐρίσκουµε

δg = g(gµνδgµν) = −g(gµνgκµgλνδg
κλ) = −g(δνκgλνδg

κλ)

= −g(gκλδg
κλ) = −g(gµνδg

µν)

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τη σχέση (Α΄.7). ΄Αµεσα προκύπτει τώρα

δ
√−g = − 1

2
√−g δg =

1

2

g√−g gµνδg
µν = −1

2

√−ggµνδgµν

Συνεχίζουµε µε τα παραπάνω ως δεδοµένα. Θεωρούµε µία δράση της µορφής

S =

∫
d4x
√−g R

16πG
+ SM

όπου SEH =
∫
d4x
√−g R

16πG ονοµάζεται δράση Einstein-Hilbert και SM είναι η
δράση για την ύλη. Μεταβολή της δράσης αυτής ϑα δώσει

δS =
1

16πG

∫
d4x
[
δ
√−gR+

√−gδR] + δSM

=
1

16πG

∫
d4x
[
δ
√−gR+

√−gδ(gµνRµν)] + δSM

=
1

16πG

∫
d4x
[
δ
√−gR+

√−gδgµνRµν +
√−ggµνδRµν)] + δSM
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(Α΄.8)
=

(Α΄.5)

1

16πG

∫
d4x
[
− 1

2

√−ggµνδgµνR+
√−gRµνδgµν +

√−ggµν
[
∇ν
(
δΓκµκ

)
−∇κ

(
δΓκµν

)]]
+ δSM

(Α΄.6)
=

1

16πG

∫
d4x
[
− 1

2

√−ggµνRδgµν +
√−gRµνδgµν +

√−g∇σ
[
gµσ(δΓκµκ)− gµν(δΓσµν)

]]
+ δSM

Ο τελευταίος όρος αντιστοιχεί σε ένα ολοκλήρωµα ως προς το στοιχείο όγκου
d4x της συναλλοίωτης παραγώγου ενός διανύσµατος. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα
του Stoke αυτό είναι ισοδύναµο µε µια συνοριακή συνθήκη στο άπειρο, η οποία
µπορεί να είναι ο µηδενισµός της µεταβολής στο άπειρο. Αποµένει λοιπόν

δS =
1

16πG

∫
d4x
[
− 1

2

√−ggµνδgµνR+
√−gRµν

]
+ δSM

Εξ’ ορισµού για την συναρτησιακή παράγωγο της δράσης ισχύει

δS =

∫ ∑
i

[ δS
δΦi

δΦi
]
d4x

όπου {Φi} είναι ένα πλήρες σύνολο πεδίων ως προς τα οποία µεταβάλουµε την
δράση. Στην περίπτωση µας έχουµε µόνο ένα, το gµν . Από την αρχή ελάχιστης
δράσης δS = 0 ϑα έχουµε

1

16πG

[
− 1

2

√−ggµνR+
√−gRµν

]
+
δSM
δgµν

= 0

⇒ 1

16πG

[
Rµν −

1

2
gµνR

]
+

1√−g
δSM
δgµν

= 0

Ορίζουµε τον τανυστή ενέργειας - ορµής

Tµν =
2√−g

δSM
δgµν

και καταλήγουµε στις εξισώσεις πεδίου του Einstein

Gµν = −8πGTµν (Α΄.9)

Μπορούµε σε αυτό το σηµείο να υπολογίσουµε τον τανυστή ενέργειας - ορµής του
πεδίου φ µε δράση

Sφ =

∫
d4x
√−g

[1
2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]
Μεταβολή της δράσης δίνει

δSφ =

∫
d4x
[
δ
√−g

(1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

)
+
√−g 1

2
∂µφ∂νφδg

µν
]

(Α΄.8)
=

∫
d4x
(
− 1

2

√−ggµνδgµν
)(1

2
gab∂aφ∂bφ− V (φ)

)
+
√−g 1

2
∂µφ∂νφδg

µν
]

=

∫
d4x
√−g

[1

2
∂µφ∂νφ−

1

4
gµνg

ab∂aφ∂bφ+
1

2
gµνV (φ)

]
δgµν

΄Ετσι από την αρχή ελάχιστης δράσης για µεταβολή ως προς gµν ϑα έχουµε
1√−g

δSφ
δgµν

=
1

2
∂µφ∂νφ−

1

4
gµνg

ab∂aφ∂bφ+
1

2
gµνV (φ)

Απ’ όπου προκύπτει ο τανυστής ενέργειας - ορµής

Tµν = ∂µφ∂νφ−
1

2
gµνg

ab∂aφ∂bφ+ gµνV (φ) (Α΄.10)
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Α΄.4 Εξισώσεις του Einstein από τη δράση ϐαθµω-
τού πεδίου µε µη-τετριµµένους κινητικούς όρους

Και εδώ ϑα ξεκινήσουµε αποδεικνύοντας ορισµένες σχέσεις που ϑα χρειαστούµε
στη συνέχεια.

δRab∂
aφ∂bφ =

1

2

[
gµνδg

µν∇a∇b
(
∂2φ∂bφ

)
− δgµν∇b∇µ

(
∂νφ∂

bφ
)

− δgµν∇a∇ν
(
∂aφ∂µφ

)
+ δgµν�

(
∂µφ∂νφ

)]
(Α΄.11)

Απόδειξη. Θυµίζουµε τη σχέση (Α΄.5)

δRab = ∇b
(
δΓµaµ

)
−∇µ

(
δΓµab

)
και τη µεταβολή των συµβόλων Christoffel

δΓµab =
1

2
gµν
[
∇b
(
δgνa

)
+∇a

(
δgνb

)
−∇µ

(
δgab

)]
Τότε µπορούµε να γράψουµε

δRab = ∇b
(1

2
gµν
[
∇µ
(
δgνa

)
+∇a

(
δgνµ

)
−∇ν

(
δgaµ

)])
−∇µ

(1

2
gµν
[
∇b
(
δgνa

)
+∇a

(
δgνb

)
−∇ν

(
δgab

)])
=

1

2
gµν
[
∇b∇µ

(
δgνa

)
+∇b∇a

(
δgνµ

)
−∇b∇ν

(
δgaµ

)
−∇µ∇b

(
δgνa

)
+∇µ∇a

(
δgνb

)
−∇µ∇ν

(
δgab

)]
=

1

2
gµν
[
∇b∇a

(
δgνµ

)
−∇b∇ν

(
δgaµ

)
+∇µ∇a

(
δgνb

)
−∇µ∇ν

(
δgab

)]
Εποµένως ϑα είναι

δRab∂
aφ∂bφ =

=
1

2
gµν
[
∇b∇a

(
δgνµ

)
−∇b∇ν

(
δgaµ

)
+∇µ∇a

(
δgνb

)
−∇µ∇ν

(
δgab

)]
∂aφ∂bφ

=
1

2

[
∇a∇b

(
gµνδgνµ

)
−∇b∇µ

(
δgaµ

)
+∇a∇ν

(
δgνb

)
−�

(
δgab

)]
∂aφ∂bφ

=
1

2

[
− gµνδgµν∇a∇b

(
∂aφ∂bφ

)
+ δgaµ∇b∇µ

(
∂aφ∂bφ

)
+ δgνb∇a∇ν

(
∂aφ∂bφ

)
− δgab�

(
∂aφ∂bφ

)]
+ επιφανειακοί

όροι
(Α΄.7)
=

1

2

[
gµνδg

µν∇a∇b
(
∂aφ∂bφ

)
− δgµν∇b∇µ

(
∂νφ∂

bφ
)

− δgµν∇a∇ν
(
∂aφ∂µφ

)
+ δgµν�

(
∂µφ∂νφ

)]

Αλλάζοντας τους ϐουβούς δείκτες στην µεταβολή του συναλλοίωτου τανυστή
Riemann µπορούµε να γράψουµε

δRµν =
1

2

[
∇µ∇ν

(
gκρδgκρ

)
−∇ν∇ρ

(
gκρδgµκ

)
−∇κ∇µ

(
gκρδgρν

)
+ �

(
δgµν

)]
(Α΄.12)
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Για τη µεταβολή του ανταλλοίωτου τανυστή Riemann µπορούµε να γράψουµε

δRµν∂µφ∂νφ = δ
(
gµagνbRab

)
∂µφ∂νφ

= δgµagνbRab∂µφ∂νφ+ gµaδgνbRab∂µφ∂νφ+ gµagνbδRab∂µφ∂νφ

= δgµa∂µφ∂
bφRab + δgνb∂aφ∂νφRab + ∂aφ∂bφδRab (Α΄.13)

Για τη µεταβολή της ποσότητας δ
(
gµνR

)
ισχύει

−1

2
δ
(
gµνR

)
∂µφ∂νφ = −1

2
δgµν

[
∂µφ∂νφR+Rµν(∂φ)2+gµν�(∂φ)2−∇µ∇ν(∂φ)2

]
(Α΄.14)

Απόδειξη.

− 1

2
δ
(
gµνR

)
∂µφ∂νφ =

=− 1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
(∂φ)2δR

=− 1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2

[
Rµνδg

µν + gµνδRµν
]
(∂φ)2

=− 1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

2
gµνδRµν(∂φ)2

(Α΄.12)
= − 1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

2

1

2
gµν
[
∇µ∇ν

(
gκρδgκρ

)
−∇ν∇ρ

(
gκρδgµκ

)
−∇κ∇µ

(
gκρδgρν

)
+ �

(
δgµν

)]
(∂φ)2

=− 1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

4

[
�
(
gκρδgκρ

)
−∇µ∇κ

(
δgµκ

)
−∇ρ∇ν

(
δgρν

)
+ �

(
gµνδgµν

)]
(∂φ)2

=− 1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

4

[
− gκρδgκρ�(∂φ)2

+ δgµκ∇µ∇κ(∂φ)2 + δgρν∇ρ∇ν − gµνδgµν�(∂φ)2
]

+ επιφανειακοί
όροι

(Α΄.7)
= − 1

2
δgµν∂µφ∂νφR−

1

2
Rµνδg

µν(∂φ)2 − 1

4

[
gµνδg

µν�(∂φ)2

− δgµν∇µ∇ν(∂φ)2 − δgµν∇µ∇ν + gµνδg
µν�(∂φ)2

]
=− 1

2
δµν
[
∂µφ∂νφR+Rµν(∂φ)2 + gµν�(∂φ)2 −∇µ∇ν(∂φ)2

]

Για µια δράση της µορφής S(1)
NM =

∫
d4x 1

2

√−gRµν∂µφ∂νφ η µεταβολή ϑα
είναι

δS
(1)
NM =

∫
d4x

1

2

[
δ
(√−g)Rµν +

√−gδRµν
]
∂µφ∂νφ

(Α΄.8)
=

(Α΄.13)

∫
d4x

1

2

[
− 1

2

√−ggµνδgµνRab∂aφ∂bφ

+
√−g

[
δgµν∂µφ∂

aφRνb + δgµν∂aφ∂νφRµa + ∂aφ∂bφδRab
]
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(Α΄.11)
=

∫
d4x

1

2

[
− 1

2

√−ggµνδgµνRab∂aφ∂bφ+
√−g

[
δgµν∂µφ∂

aφRνb

+ δgµν∂aφ∂νφRµa +
1

2

[
gµνδg

µν∇a∇b
(
∂aφ∂bφ

)
− δgµν∇b∇µ

(
∂νφ∂

bφ
)

− δgµν∇a∇ν
(
∂aφ∂µφ

)
+ δgµν�

(
∂µφ∂νφ

)]]]

=

∫
d4x
√−gδgµν 1

2

[
− 1

2
gµνR

ab∂aφ∂bφ+ 2∂aφ∂(µφRνa) +
1

2
gµν∇a∇b

(
∂aφ∂bφ

)
−∇a∇(µ

(
∇ν)φ∇aφ

)
+

1

2
�
(
∂µφ∂νφ

)]
Ορίζουµε

Θ(1)
µν ≡

2√−g
δS

(1)
NM

δgµν

=− 1

2
gµνR

ab∂aφ∂bφ+ 2∂aφ∂(µφRνa) +
1

2
gµν∇a∇b

(
∂aφ∂bφ

)
−∇a∇(µ

(
∇ν)φ∇aφ

)
+

1

2
�
(
∂µφ∂νφ

)
(Α΄.15)

Για µια δράση της µορφής S(2)
NM =

∫
d4x
√−g 1

2

(
− 1

2g
µνR

)
∂µφ∂νφ η µεταβολή

ϑα είναι

δS
(2)
NM =

∫
d4x

1

2

[
δ
√−g

(
− 1

2
gµνR

)
−√−g 1

2

(
δgµνR

)]
∂µφ∂νφ

(Α΄.8)
=

(Α΄.14)

∫
d4x

1

2

[(
− 1

2

√−ggµνδgµν
)(
− 1

2
R(∂φ)2

)
− 1

2

√−gδgµν
[
∂µφ∂νφR+Rµν(∂φ)2 + gµν�(∂φ)2 −∇µ∇ν(∂φ)2

]]

=

∫
d4x
√−gδgµν 1

2

[
1

2

1

2
gµνR(∂φ)2 − 1

2

[
∂µφ∂νφR+Rµν(∂φ)2

+ gµν�(∂φ)2 −∇µ∇ν(∂φ)2
]]

=

∫
d4x
√−gδgµν 1

4

[
−Gµν(∂φ)2 −R∂µφ∂νφ− gµν�(∂φ)2 +∇µ∇ν(∂φ)2

]

Ορίζουµε

Θ(2)
µν ≡

2√−g
δS

(2)
NM

δgµν

=
1

2

[
−Gµν(∂φ)2 −R∂µφ∂νφ− gµν�(∂φ)2 +∇µ∇ν(∂φ)2

]
(Α΄.16)
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Ο συνδιασµός τους Θ
(1)
µν + Θ

(2)
µν ϑα δώσει

Θµν =− 1

2
gµν∂aφ∂bφR

ab + 2∂aφ∂(µφRνa) +
1

2
gµν∇a∇b

(
∂aφ∂bφ

)
−∇a∇(µ

(
∇ν)φ∇aφ

)
+

1

2
�
(
∂µφ∂νφ

)
− 1

2
Gµν(∂φ)2 − 1

2
∂µφ∂νφR

− 1

2
gµν�(∂φ)2 +

1

2
∇µ∇ν(∂φ)2

]
(Α΄.17)

ή αλλιώς

Θµν =− 1

2
∂µφ∂νφR+ 2∂aφ∂(µφR

a
ν ) −

1

2
Gµν(∂φ)2 +∇aφ∇bφRµaνb +∇µ∇aφ∇ν∇aφ

−∇µ∇νφ�φ+ gµν
[
− 1

2
∇a∇bφ∇a∇bφ+

1

2
(�φ)2 −∇aφ∇bφRab

]
(Α΄.18)

Αν ϑεωρήσουµε τώρα τη συνολική δράση

S =

∫
d4x
√−g

{ R

16πG
+

1

2
gµν∂µφ∂νφ+

1

2
λGµν∂µφ∂νφ− V (φ)

}
η αρχής της ελάχιστης δράσης για µεταβολή ως προς gµν ϑα δώσει

1√−g
δSEH
δgµν

+
1√−g

δSφ
δgµν

+ λ
1√−g

δS
(1)
NM

δgµν
+ λ

1√−g
δS

(2)
NM

δgµν
= 0

⇒ 2√−g
δSEH
δgµν

+
2√−g

δSφ
δgµν

+ λ
2√−g

δS
(1)
NM

δgµν
+ λ

2√−g
δS

(2)
NM

δgµν
= 0

⇒ Gµν
8πG

+ Tµν + Θ(1)
µν + Θ(2)

µν

⇒ Gµν = −8πG
[
Tµν + λΘµν

]
(Α΄.19)

µε
Tµν = ∂µφ∂νφ−

1

2
gµνg

ab∂aφ∂bφ+ gµνV (φ)

και

Θµν =− 1

2
∂µφ∂νφR+ 2∂aφ∂(µφR

a
ν ) −

1

2
Gµν(∂φ)2 +∇aφ∇bφRµaνb +∇µ∇aφ∇ν∇aφ

−∇µ∇νφ�φ+ gµν
[
− 1

2
∇a∇bφ∇a∇bφ+

1

2
(�φ)2 −∇aφ∇bφRab

]
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H****************** PARTICLE PRODUCTION 4-d *********************L
H************************ XWRIS G^MN *****************************L
A1 = 600; B1 = 300; rho = 0.1 * Mpl ;

t0 = 35;

k = 2 Mpl ; H* kanei to omega thetiko *L
Ζ1 = 0; Ζ2 = 0.01; Ζ3 = 0.02; Ζ4 = 0.05;

Do@Ζ = j;

Do@mphi = 0.5 * i * 10^H-2L Mpl; H* tosh maza kai panw *L
a@tau_D = Sqrt@A1 + B1 Tanh@rho * tau � MplDD;
R@tau_D = 6 Mpl^2 H Ha’@tauDL^2 + a@tauD a’’@tauDL � Ha@tauD^2L;
A@tau_D = 3 a’@tauD � a@tauD ;

B@tau_D = k^2 � HMpl^2 a@tauD^2L + mphi^2 � Mpl^2 + Ζ R@tauD � Mpl^2 ;

W@tau_D = Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4D ;

omin = Sqrt@k^2 � HMpl^2 HA1 - B1LL + mphi^2 � Mpl^2D ;

omout = Sqrt@k^2 � HMpl^2 HA1 + B1LL + mphi^2 � Mpl^2D ;

eq = h’’@tauD + W@tauD^2 * h@tauD;
solm = NDSolve@8eq � 0, h@-t0D � Exp@-I * omin * H-t0LD � Sqrt@2 omin D,

h’@-t0D � -I * omin * Exp@-I * omin * H-t0LD � Sqrt@2 omin D<, h, 8tau, -t0, t0<D;
solp = NDSolve@8eq � 0, h@t0D � HExp@-I * omout * Ht0LD L � Sqrt@2 omout D,

h’@t0D � -I * omout * HExp@-I * omout * Ht0LDL � Sqrt@2 omout D<, h, 8tau, +t0, -t0<D;
hin@tau_D = h@tauD �. solm;

hout@tau_D = h@tauD �. solp;

Bogol4d@tau_D = Abs@I H-hin@tauD * hout’@tauD + hout@tauD hin’@tauDL D^2 ;
store4d@iD = Bogol4d@2D@@1DD;
H*Print@Plot@W@tauD,8tau,-35,35<DD; *L
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau , -10, 10<DD; *L
data4dz@jD = Table@80.5 * v * 10^H-2L , store4d@vD<, 8v, 1, 50<D;
valz@jD = Ζ;

, 8i, 1, 50<D;
, 8j, 8Ζ1, Ζ2, Ζ3, Ζ4<<D;

<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8data4dz@Ζ1D, data4dz@Ζ2D, data4dz@Ζ3D, data4dz@Ζ4D<,
PlotStyle ® 88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Green, Thick<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ1DD, SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ2DD,

SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ3DD, SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ4DD<,
LegendPosition ® 8-0.1, -0.2<, AxesLabel ® 8"m_j * M_pl", "Èb_kÈ^2"<,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , LegendSize ® 80.4, 0.4<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD
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H********************** EISAGWGH TOU G^MN *************************L
H**************** Ζ = 0 *************************L
A1 = 600; B1 = 300; rho = 0.1 * Mpl ;

t0 = 35; Mpl = 10^19;

k = 2 Mpl ; H* kanei to omega thetiko *L
Ζ = 0;

l1 = 0; l2 = 1; l3 = 5; l4 = 10;

Do@lambda = j � Mpl^2;

Do@mphi = 0.5 * i * 10^H-2L Mpl; H* tosh maza kai panw *L

2   mathematica-code1.nb



a@tau_D = Sqrt@A1 + B1 Tanh@rho * tau � MplDD;
R@tau_D = 6 Mpl^2 H Ha’@tauDL^2 + a@tauD a’’@tauDL � Ha@tauD^2L;
A@tau_D = 3 HHa’@tauD � a@tauDL -

lambda Mpl^2 Ha’@tauD^3 � a@tauD^3 + 2 a’’@tauD a’@tauD � a@tauD^2LL �
H1 - 3 lambda Mpl^2 a’@tauD^2 � a@tauD^2L;

B@tau_D =

H k^2 � HMpl^2 a@tauD^2L - lambda k^2 H2 a@tauD a’’@tauD + a’@tauD^2L � a@tauD^4 +

mphi^2 � Mpl^2 + Ζ * R@tauD � Mpl^2L � H1 - 3 lambda Mpl^2 a’@tauD^2 � a@tauD^2L;
W@tau_D = Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4D;
omin = Sqrt@k^2 � HMpl^2 HA1 - B1LL + mphi^2 � Mpl^2D ;

omout = Sqrt@k^2 � HMpl^2 HA1 + B1LL + mphi^2 � Mpl^2D ;

eq = h’’@tauD + W@tauD^2 * h@tauD;
solm = NDSolve@8eq � 0, h@-t0D � Exp@-I * omin * H-t0LD � Sqrt@2 omin D,

h’@-t0D � -I * omin * Exp@-I * omin * H-t0LD � Sqrt@2 omin D<, h, 8tau, -t0, t0<D;
solp = NDSolve@8eq � 0, h@t0D � HExp@-I * omout * Ht0LD L � Sqrt@2 omout D,

h’@t0D � -I * omout * HExp@-I * omout * Ht0LDL � Sqrt@2 omout D<, h, 8tau, +t0, -t0<D;
hin@tau_D = h@tauD �. solm;

hout@tau_D = h@tauD �. solp;

Bogol4d@tau_D = Abs@I Hhin@tauD * hout’@tauD - hout@tauD hin’@tauDL D^2 ;
store4d@iD = Bogol4d@2D@@1DD;
H*Print@Plot@W@tauD,8tau,-35,35<DD; *L
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau , -10, 10<DD; *L
data4dl@jD = Table@80.5 * v * 10^H-2L , store4d@vD<, 8v, 1, 50<D;
vall@jD = N@lambdaD;
, 8i, 1, 50<D;

, 8j, 8l1, l2, l3, l4<<D;
<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8data4dl@l1D, data4dl@l2D, data4dl@l3D, data4dl@l4D<,
PlotStyle ® 88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Green, Thick<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "Λ = ", vall@l1DD, SequenceForm@ "Λ = ", vall@l2DD,

SequenceForm@ "Λ = ", vall@l3DD, SequenceForm@ "Λ = ", vall@l4DD<,
, ,
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LegendPosition ® 8-0.1, 0<, AxesLabel ® 8"m_j * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@ "Ζ = ", ΖD, LabelStyle ® 8Bold, Black< ,

LegendSize ® 80.7, 0.4<, PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD
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H**************** Λ = 5 * 10^H-38L , Ζ ¹ 0 *************************L
A1 = 600; B1 = 300; rho = 0.1 * Mpl ;

t0 = 35; Mpl = 10^19;

k = 2 Mpl ; H* kanei to omega thetiko *L
lambda = 5 * 10^H-38L;
Ζ1 = 0; Ζ2 = 0.01; Ζ3 = 0.02; Ζ4 = 0.05;
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Do@Ζ = j;

Do@mphi = 0.5 * i * 10^H-2L Mpl; H* tosh maza kai panw *L
a@tau_D = Sqrt@A1 + B1 Tanh@rho * tau � MplDD;
R@tau_D = 6 Mpl^2 H Ha’@tauDL^2 + a@tauD a’’@tauDL � Ha@tauD^2L;
A@tau_D = 3 HHa’@tauD � a@tauDL -

lambda Mpl^2 Ha’@tauD^3 � a@tauD^3 + 2 a’’@tauD a’@tauD � a@tauD^2LL �
H1 - 3 lambda Mpl^2 a’@tauD^2 � a@tauD^2L;

B@tau_D =

H k^2 � HMpl^2 a@tauD^2L - lambda k^2 H2 a@tauD a’’@tauD + a’@tauD^2L � a@tauD^4 +

mphi^2 � Mpl^2 + Ζ * R@tauD � Mpl^2L � H1 - 3 lambda Mpl^2 a’@tauD^2 � a@tauD^2L;
W@tau_D = Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4D;
omin = Sqrt@k^2 � HMpl^2 HA1 - B1LL + mphi^2 � Mpl^2D ;

omout = Sqrt@k^2 � HMpl^2 HA1 + B1LL + mphi^2 � Mpl^2D ;

eq = h’’@tauD + W@tauD^2 * h@tauD;
solm = NDSolve@8eq � 0, h@-t0D � Exp@-I * omin * H-t0LD � Sqrt@2 omin D,

h’@-t0D � -I * omin * Exp@-I * omin * H-t0LD � Sqrt@2 omin D<, h, 8tau, -t0, t0<D;
solp = NDSolve@8eq � 0, h@t0D � HExp@-I * omout * Ht0LD L � Sqrt@2 omout D,

h’@t0D � -I * omout * HExp@-I * omout * Ht0LDL � Sqrt@2 omout D<, h, 8tau, +t0, -t0<D;
hin@tau_D = h@tauD �. solm;

hout@tau_D = h@tauD �. solp;

Bogol4d@tau_D = Abs@I Hhin@tauD * hout’@tauD - hout@tauD hin’@tauDL D^2 ;
store4d@iD = Bogol4d@2D@@1DD;
H*Print@Plot@W@tauD,8tau,-35,35<DD; *L
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau , -10, 10<DD; *L
data4dz@jD = Table@80.5 * v * 10^H-2L , store4d@vD<, 8v, 1, 50<D;
valz@jD = Ζ;

, 8i, 1, 50<D;
, 8j, 8Ζ1, Ζ2, Ζ3, Ζ4<<D;

<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8data4dz@Ζ1D, data4dz@Ζ2D, data4dz@Ζ3D, data4dz@Ζ4D<,
PlotStyle ® 88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Green, Thick<<,
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PlotLegend ® 8SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ1DD, SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ2DD,
SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ3DD, SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ4DD<,

PlotLabel ® SequenceForm@ "Λ = ", N@lambdaDD,
LegendPosition ® 80.1, -0.1<, AxesLabel ® 8"m_j * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , LegendSize ® 80.4, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD
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H********** PARTICLE PRODUCTION WITH NON-MINIMAL COUPLING ************L
H*********** INFLATION GIA Ξ1 = 0 ************L
<< PlotLegends‘

Mpl = 10^H19L; Mphi = 10^H-6L * Mpl; a0 = 1; taufinal = 45;

psi0 = 3.5; H* GIA NA EXW TOULAXISTON 70 E-FOLDS *L
H* RESCALED LYSH GIA TO psi@tauD KAI a@tauD OPOS PROKYPTEI APO TO SLOW ROLL *L
SRpsi@tau_D = psi0 - tau � Sqrt@12 PiD;
SRa@tau_D = a0 Exp@Sqrt@4 Pi � 3D Hpsi0 tau - tau^2 � Sqrt@48 PiDLD;
H* VRISKW TO TELOS TOU INFLATION APO TH SYNTHKH GIA TO TELOS TOU SLOW ROLL *L
endInf = tau �. Solve@SRpsi@tauD - 2 � Sqrt@48 PiD � 0 , tauD@@1DD;
H* GIA NA APOFYGOYME KOSMOLOGIKA PROVLHMATA XREIAZOMASTE TOYLAXISTON 70 E-FOLDS *L
Efolds = N@Log@SRa@endInfD � a0DD ;

H* RESCALED ARXIKES DIAFORIKES EKSISWSEIS *L
RescEQ1 = Hpsi’’@tauDL + 3 H a’@tauD � Ha@tauDLL Hpsi’@tauDL + Hpsi@tauDL;
RescEQ2 = Ha’@tauD � a@tauDL - Sqrt@H4 * Pi � 3L Hpsi’@tauD^2 + Hpsi@tauDL^2LD;
H* LYSH TOU SYSTHMATOS TWN DIAFORIKWN EKSISWSEWN *L
solN = NDSolve@8RescEQ1 � 0 , RescEQ2 � 0, psi@0D � psi0,

psi’@0D � - Sqrt@1 � H12 PiLD , a@0D � a0<, 8a, psi<, 8tau, 300<D;

Plot@8Hpsi@tauD �. solNL, SRpsi@tauD<, 8tau, 0, taufinal<,
GridLines ® 888endInf, 8Thick, Purple, Dotted<<<, 8<<, PlotRange ® 8-0.2, 1<,
AxesLabel ® 8"Τ", "ΨHΤL"<, LabelStyle ® 8Bold, Black<,
PlotStyle ® 88Thick, Blue<, 8Thick, Red, Dashed<<,
PlotLegend ® 8"numerical", "slow - roll"<, LegendPosition ® 80.3, 0<,
LegendSize ® 80.5, 0.4<, LegendShadow ® None , LegendBorder ® NoneD

H******************** Interpolating Function ******************L
tpsiN = Table@80.1 * i, psi@0.1 * iD �. solN@@1DD<, 8i, 3000<D;
psiN = Interpolation@tpsiND;
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H* DYNAMIKO *L
H* AN H ARXIKH TIMH TOU INFLATON EINAI psi0 = 3.5 MPOREI NA DWSEI ARKETO INFLATION,

GI’ AUTO KAI TA E-FOLDS MONO TOTE KSEPERNANE TA 70 *L
Mphi = 10^H-6L Mpl;

Plot@Mphi^2 psi^2 � H2 Mpl^2L , 8psi, -4.5, 4.5<,
Axes ® 8True, True<, PlotStyle ® 8Thick, Blue<, Ticks ® 880.8, 3.5<, 8<<,
GridLines ® 8880.8, 8Thick, Red, Dashed<<, 83.5, 8Thick, Green, Dashed<< <, 8<<,
LabelStyle ® 8Bold, Black<, AxesLabel ® 8"ΨHΤL", "VHΨL"<D

0.8 3.5
ΨHΤL

VHΨL
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H************************ RESCALED KLEIN-

GORDON TOU PEDIOU X SYZEYGMENO ME TO PHI ************************L
H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = 0 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H********************************** Ξ1 = 0 , Ξ2 = 0 ,

Ζ = 0 ***************************************L
Mphi = 10^H-6L Mpl; a0 = 1; psi0 = 3.5; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
SRpsiN@tau_D = psi0 - tau � Sqrt@12 PiD;
endInf = tau �. Solve@SRpsiN@tauD - 2 � Sqrt@48 PiD � 0 , tauD@@1DD ;

H* TO INFLATION TELEIWNEI TH STIGMH tau = 20 *L
tauflat = 200; H* statheropoihsh twn Bogolyubov *L
Ξ1 = 0; Ξ2 = 0; Ζ = 0;

g1 = 0; g2 = 0.0000008 ; g3 = 0.0000010;

Do@g = j ;

Do@Mx = H1 + 0.2 * iL * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’’@tauD MDa’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda k^2

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD ^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ R@tauD � Mphi^2

+ g^2 psiN@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H* Print@Plot@Abs@W’@tauD�W@tauDD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
store@iD = Bogol@tauflatD @@1DD;
H*Print@Plot@Bogol@tauD ,8 tau,endInf,tauflat<,PlotRange®AllDD *L
, 8i, 0, 20<D;
datag@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

valg@jD = g;

, 8j, 8g1, g2, g3<<D ;
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<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8datag@g1D, datag@g2D, datag@g3D<, PlotStyle ®

88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Orange, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "g = ", valg@g1DD,

SequenceForm@ "g = ", valg@g2DD, SequenceForm@ "g = ", valg@g3DD<,
LegendPosition ® 8-0.3, -0.4<, AxesLabel ® 8"Mx * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "Ξ2 = ", Ξ2, " , ", "Ζ = ", ΖD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.6, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD
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mathematica-code2.nb  5



H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = 0 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H********************************** Ξ1 = 0 , Ξ2 = 0 ,

Ζ > 0 ***************************************L

Mphi = 10^H-6L Mpl; z = 0; a0 = 1; psi0 = 3.5; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
SRpsiN@tau_D = psi0 - tau � Sqrt@12 PiD;
endInf = tau �. Solve@SRpsiN@tauD - 2 � Sqrt@48 PiD � 0 , tauD@@1DD ;

H* TO INFLATION TELEIWNEI TH STIGMH tau = 20 *L
tauflat = 200; H* statheropoihsh twn Bogolyubuv *L
Ξ1 = 0; Ξ2 = 0; g = 0;

Ζ1 = 0; Ζ2 = 100 ; Ζ3 = 200;

Do@Ζ = j ;

Do@Mx = H1 + 0.2 * iL * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’’@tauD MDa’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda k^2

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD ^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ R@tauD � Mphi^2

+ g^2 psiN@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H* Print@Plot@Abs@W’@tauD�W@tauDD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
store@iD = Bogol@tauflatD @@1DD;
H*Print@Plot@Bogol@tauD ,8 tau,endInf,tauflat<,PlotRange®AllDD *L
, 8i, 0, 20<D;
dataz@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

valz@jD = Ζ;

, 8j, 8Ζ1, Ζ2, Ζ3<<D ;
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<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8dataz@Ζ1D, dataz@Ζ2D, dataz@Ζ3D<, PlotStyle ®

88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Orange, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ1DD,

SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ2DD, SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ3DD<,
LegendPosition ® 8-0.1, -0.1<, AxesLabel ® 8"Mx * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "Ξ2 = ", Ξ2, " , ", "g = ", gD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.6, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD
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H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = 0 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H********************************** Ξ1 = 0 , Ξ2 = 0 ,

Ζ < 0 ***************************************L

Mphi = 10^H-6L Mpl; z = 0; a0 = 1; psi0 = 3.5; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
SRpsiN@tau_D = psi0 - tau � Sqrt@12 PiD;
endInf = tau �. Solve@SRpsiN@tauD - 2 � Sqrt@48 PiD � 0 , tauD@@1DD ;

H* TO INFLATION TELEIWNEI TH STIGMH tau = 20 *L
tauflat = 200; H* statheropoihsh twn Bogolyubuv *L
Ξ1 = 0; Ξ2 = 0; g = 0;

Ζ1 = 0; Ζ2 = -100 ; Ζ3 = -200;

Do@Ζ = j ;

Do@Mx = H1 + 0.2 * iL * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’’@tauD MDa’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda k^2

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD ^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ R@tauD � Mphi^2

+ g^2 psiN@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H* Print@Plot@W@tauD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
store@iD = Bogol@tauflatD @@1DD;
H*Print@Plot@Bogol@tauD ,8 tau,endInf,tauflat<,PlotRange®AllDD *L
, 8i, 0, 20<D;
dataz@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

valz@jD = Ζ;

, 8j, 8Ζ1, Ζ2, Ζ3<<D ;
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<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8dataz@Ζ1D, dataz@Ζ2D, dataz@Ζ3D<, PlotStyle ®

88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Orange, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ1DD,

SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ2DD, SequenceForm@ "Ζ = ", valz@Ζ3DD<,
LegendPosition ® 8-0.1, -0.1<, AxesLabel ® 8"Mx * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "Ξ2 = ", Ξ2, " , ", "g = ", gD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.6, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD

1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6
Mx * Mpl

2. ´ 10-6

4. ´ 10-6

6. ´ 10-6

8. ´ 10-6

0.00001

Èb_kÈ^2

Ξ 1= 0 , Ξ 2= 0 , g = 0

Ζ = -200

Ζ = -100

Ζ = 0

In[33]:= H******************* INFLATION GIA Ξ1 = -4 Þ Ξ1 = -6 ***************************L
<< PlotLegends‘

H* GRAFOUME TIS ARXIKES RESCALED EKSISWSEIS FRIEDMANN KAI KLEIN-GORDON *L
Ξ1 = -4; H* an to Ξ1 allaksei se -

6 tha prepei na allaksei kai h arxikh synthikh psi’@0D = -0.0031355 *L
;
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In[33]:=

psi0 = 0.83;

H* MPORW NA EXW 70 E-FOLDS ME ksi =

-0.015 KAI psi0 = 3.5 WSTE NA TO SYNDESW ME TO ORIO lambda ® 0

ALLA TOTE H ARITHMHTIKH LYSH DEN SYPIPTEI ME

THN ANALYTIKH LOGW TOU SFALMATOS THS ANALYTIKHS *L
IFriedmann = H@tauD^2 - H4 Pi � 3L Hpsi’@tauD ^2 H1 - 3 Ξ1 H@tauD^2L + psi@tauD^2L;
IKG = H1 - 3 Ξ1 H@tauD^2 L psi’’@tauD +

H3 H@tauD - 3 Ξ1 H@tauD H 2 H’@tauD + 3 H@tauD^2LL psi’@tauD + psi@tauD;
H* VRISKW TO H@tauD APO THN FRIEDMANN KAI META PAIRNW KAI THN PARAGWGO TOU *L
solH = Solve@IFriedmann � 0, H@tauDD@@2DD;
Hub@tau_D = H@tauD �. solH;

Hubd@tau_ D = Hub’@tauD;
H* ANTIKATHISTW STHN KLEIN - GORDON TO H@tauD KAI TO H’@tauD *L
KG = H1 - 3 Ξ1 H@tauD^2 L psi’’@tauD + H3 H@tauD - 3 Ξ1 H@tauD H 2 H’@tauD + 3 H@tauD^2LL

psi’@tauD + psi@tauD �. 8H@tauD ® Hub@tauD,
H¢@tauD ® Hubd@tauD<;

H* LYNW THN KLEIN-

GORDON H OPOIA PLEON EXEI MONO TO psi@tauD KAI PARAGWGOUS MEXRI DEYTERH TAKSH *L
tauf = 150;

solpsi = NDSolve@
8KG � 0 , psi@0D == psi0, psi’@0D � H*-0.0031355*L-0.081 < , psi, 8tau, 0, 280<D;

H* h arxikes synthkes exoun prokypsei apo to slow roll gia swsta e-folds *L
H* KRATAW THN ARITHMHTIKH LYSH TOY psi@tauD *L
Spsi@tau_D = psi@tauD �. solpsi;

Spsid@tau_D = Spsi’@tauD;
H* VRISKW THN ARITHMHTIKH LYSH TOU a@tauD *L
SH@tau_D = Hub@tauD �. 8psi@tauD ® Spsi@tauD , psi’@tauD ® Spsid@tauD<;
sola = NDSolve@8a’@tauD � a@tauD - SH@tauD � 0 , a@0D � 1<, a, 8tau, 0, tauf<D ;

Sa@tau_D = a@tauD �. sola;

H********************* SLOW - ROLL ***********************L
H* GRAFOUME THN ANALYTIKH LYSH TOU psi@tauD
OPWS EXEI PROKYPSEI STA PLAISIA TOU SLOW ROLL *L

H* LYNOUME THN FRIEDMANN WS PROS H@tauD KAI ANTIKATHISTOUME STHN KLEIN -

*L
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In[33]:=

GORDON GIA NA VROUME TO psi@tauD *L
SRsolH = Solve @H@tauD^2 - 4 Pi � 3 psi@tauD^2 � 0, H@tauDD@@2DD;
SRHub@tau_D = H@tauD �. SRsolH;

Kg1 = psi’@tauD - psi@tauD � H9 Ξ1 HH@tauDL^3L �. 8H@tauD ® SRHub@tauD<;
SRsolp = DSolve@8Kg1 � 0 , psi@0D � psi0<, psi, tauD@@1DD;
SRpsi@tau_D = N@psi@tauD �. SRsolpD;
SRpsid@tau_D = SRpsi’@tauD;
SRpsid@0D;

H* TELOS TOU INFLATION APO TO a’’@tauD POU EXEI PROKYPSEI APO TO SLOW ROLL *L
SHub@tau_D = SRHub@tauD �. 8psi@tauD ® SRpsi@tauD, psi’@tauD ® SRpsid@tauD<;
SRsola = DSolve@8a’@tauD � a@tauD - SHub@tauD � 0 , a@0D � 1<, a, tauD@@1DD;
SRa@tau_D = a@tauD �. SRsola;

eq = a’’@tauD �. SRsola;

endInf = tau �. Solve@eq � 0 , tauD@@1DD;
SRpsidf = SRpsid@endInfD;
H* THELOUME PANW APO 70 EFOLDS *L
Efolds = Log@Ha@endInfD �. SRsolaLD;
H* GIA psi0 = 0.83 kai Ξ1 = -4 EXOUME 74 E-FOLDS *L
H* GIA psi0 = 0.83 kai Ξ1 = -6 EXOUME 112 E-FOLDS *L
H* TELOS TOU SLOW ROLL APO THN SYNTHKH *L
H*end = psi’@tauD^2 - psi@tauD^2 �H1-3ksi H@tauDL �. H@tauD ® SRHub@tauD;
end2 = end �. 8 psi@tauD®SRpsi@tauD,psi’@tauD®SRpsid@tauD<

Plot@end2 ,8tau,0,tauf<D *L

<< PlotLegends‘

Plot@8psi@tauD �. solpsiH*,psi@tauD�. solpsi2 *L , psi@tauD �. SRsolp<,
8tau, 0, 100<, GridLines ® 888endInf, 8Thick, Purple, Dotted<<<, 8<<,
PlotRange ® All, AxesLabel ® 8"Τ", "ΨHΤL"<, LabelStyle ® 8Bold, Black<,
PlotStyle ® 88Thick, Blue<, 8Thick, Red, Dashed<<, PlotLabel ® SequenceForm@ "Ξ = ", Ξ1D ,

PlotLegend ® 8"numerical", "slow - roll"<, LegendPosition ® 80.4, 0<,
LegendSize ® 80.5, 0.5<, LegendShadow ® None , LegendBorder ® NoneD

H******************** Interpolating Function ******************L
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In[33]:=

tpsi = Table@80.1 * i, psi@0.1 * iD �. solpsi@@1DD<, 8i, 2800<D;
SpsiG = Interpolation@tpsiD;

Out[62]=

20 40 60 80 100
Τ

0.2

0.4

0.6

0.8

ΨHΤL Ξ = -4

slow - roll

numerical

H************************ RESCALED KLEIN-

GORDON TOU PEDIOU X SYZEYGMENO ME TO PHI ************************L

H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = -4 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H****************** Ξ1 = -4 , Ξ2 ¹ 0 ,g = 0 ,Ζ = 0 *********************L
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Mphi = 10^H-6L Mpl; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
tauflat = 250; H* statheropoihsh twn Bogolyubov *L
endInf; H* telos tou inflation gia Ξ1 = -4 *L
Ξ1 = -4; g = 0; Ζ = 0;

a = 0; b = -4 ; c = -50; d = -100;

Do@Ξ2 = j;

Do@Mx = H1 + 0.2 iL * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’@tauD MDa’’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda * k^2 *

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ R@tauD � Mphi^2

+ g^2 SpsiG@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H* Print@Plot@HW@tauDL,8tau,tauf,tauflat<,PlotRange ® AllDD *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD ;*L
store@iD = Bogol@tauflatD@@1DD;
, 8i, 0, 20<D ;

datal@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

vall@jD = Ξ2;

, 8j, 8a, b, c, d<<D;
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<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8datal@aD, datal@bD, datal@cD, datal@dD<,
PlotStyle ® 88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<,

8Orange, Thick, Dashed<, 8Green, Thick<, 8Brown, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "Ξ2 = ", vall@aDD, SequenceForm@ "Ξ2 = ", vall@bDD,

SequenceForm@ "Ξ2 = ", vall@cDD, SequenceForm@ "Ξ2 = ", vall@dDD<,
LegendPosition ® 8-0.1, -0.1<, AxesLabel ® 8"Mx * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "g = ", g, " , ", "Ζ = ", ΖD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.7, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD

1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6
Mx * Mpl

1. ´ 10-7

2. ´ 10-7

3. ´ 10-7

4. ´ 10-7

5. ´ 10-7

Èb_kÈ^2

Ξ 1= -4 , g = 0 , Ζ = 0

Ξ 2 = -100

Ξ 2 = -50

Ξ 2 = -4

Ξ 2 = 0
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H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = -4 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H********************** Ξ1 = -4 , Ξ2 = 0 , g ¹ 0 , Ζ = 0 ***************************L
Mphi = 10^H-6L Mpl; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
tauflat = 250; H* statheropoihsh twn Bogolyubov *L

H* telos tou inflation gia Ξ1 = -4 *L
Ξ1 = -4; Ξ2 = 0; Ζ = 0;

g1 = 0; g2 = 0.0000005; g3 = 0.0000007;

Do@g = j;

Do@Mx = H1 + i * 0.2L * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’@tauD MDa’’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda k^2

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD ^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ R@tauD � Mphi^2

+ g^2 SpsiG@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H*Print@Plot@Abs@W’@tauD�W@tauDD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange ® AllDD *L
H* KGX = h’’@tauD + W@tauD^2 *h@tauD; H* adiastata *L *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD *L
store@iD = Bogol@tauflatD@@1DD;
, 8i, 0, 20<D;
datag@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

valg@jD = g;

, 8j, 8g1, g2, g3<<D;
NIntegrate::nlim : taut = tau is not a valid limit of integration. �

NIntegrate::nlim : taut = tau is not a valid limit of integration. �

NIntegrate::nlim : taut = tau is not a valid limit of integration. �

General::stop : Further output of NIntegrate::nlim will be suppressed during this calculation. �
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<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8datag@g1D, datag@g2D, datag@g3D<, PlotStyle ®

88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Orange, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "g = ", valg@g1DD,

SequenceForm@ "g = ", valg@g2DD, SequenceForm@ "g = ", valg@g3DD<,
LegendPosition ® 8-0.3, -0.4<, AxesLabel ® 8"Mx * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "Ξ2 = ", Ξ2, " , ", "Ζ = ", ΖD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.6, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD

1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6
Mx * Mpl

5. ´ 10-7

1. ´ 10-6

1.5 ´ 10-6

2. ´ 10-6

Èb_kÈ^2
Ξ 1= -4 , Ξ 2= 0 , Ζ = 0

g = 7. ´ 10-7

g = 5. ´ 10-7

g = 0
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H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = -4 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H********************** Ξ1 = -4 , Ξ2 = -100 , g ¹ 0 ,

Ζ = 0 ***************************L
Mphi = 10^H-6L Mpl; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
tauflat = 250; H* statheropoihsh twn Bogolyubov *L

H* telos tou inflation gia Ξ1 = -4 *L
Ξ1 = -4; Ξ2 = -100; Ζ = 0;

g1 = 0; g2 = 0.0000005; g3 = 0.0000007;

Do@g = j;

Do@Mx = H1 + i * 0.2L * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’@tauD MDa’’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda k^2

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD ^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ R@tauD � Mphi^2

+ g^2 SpsiG@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H*Print@Plot@Abs@W’@tauD�W@tauDD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange ® AllDD *L
H* KGX = h’’@tauD + W@tauD^2 *h@tauD; H* adiastata *L *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD *L
store@iD = Bogol@tauflatD@@1DD;
, 8i, 0, 20<D;
datag@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

valg@jD = g;

, 8j, 8g1, g2, g3<<D;
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<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8datag@g1D, datag@g2D, datag@g3D<, PlotStyle ®

88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Orange, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "g = ", valg@g1DD,

SequenceForm@ "g = ", valg@g2DD, SequenceForm@ "g = ", valg@g3DD<,
LegendPosition ® 8-0.3, -0.4<, AxesLabel ® 8"Mx", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "Ξ2 = ", Ξ2, " , ", "Ζ = ", ΖD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.6, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD

1. ´ 10-6 2. ´ 10-6 3. ´ 10-6 4. ´ 10-6 5. ´ 10-6
Mx

5. ´ 10-7

1. ´ 10-6

1.5 ´ 10-6

2. ´ 10-6

Èb_kÈ^2
Ξ 1= -4 , Ξ 2= -100 , Ζ = 0

g = 7. ´ 10-7

g = 5. ´ 10-7

g = 0
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H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = -6 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H********************** Ξ1 = -6 , Ξ2 = 0 , g ¹ 0 , Ζ = 0 ***************************L
Mphi = 10^H-6L Mpl; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
tauflat = 250; H* statheropoihsh twn Bogolyubov *L
endInf; H* telos tou inflation gia Ξ1 = -6 *L
Ξ1 = -6; Ξ2 = 0; Ζ = 0;

g1 = 0; g2 = 0.0000005; g3 = 0.0000007;

Do@g = j;

Do@Mx = H1 + 0.2 * iL * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’@tauD MDa’’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda k^2

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD ^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ * R@tauD � Mphi^2

+ g^2 SpsiG@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H*Print@Plot@Abs@W’@tauD�W@tauDD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange ® AllDD *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD *L
store@iD = Bogol@tauflatD@@1DD;
, 8i, 0, 20<D;
datag@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

valg@jD = g;

, 8j, 8g1, g2, g3<<D;
<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8datag@g1D, datag@g2D, datag@g3D<, PlotStyle ®

88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Orange, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "g = ", valg@g1DD,

SequenceForm@ "g = ", valg@g2DD, SequenceForm@ "g = ", valg@g3DD<,
LegendPosition ® 8-0.3, -0.4<, AxesLabel ® 8"Mx * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "Ξ2 = ", Ξ2, " , ", "Ζ = ", ΖD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.6, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD
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g = 5. ´ 10-7

g = 0

20   mathematica-code2.nb



H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = -6 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H********************** Ξ1 = -6 , Ξ2 = -100 , g ¹ 0 ,

Ζ = 0 ***************************L
Mphi = 10^H-6L Mpl; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
tauflat = 250; H* statheropoihsh twn Bogolyubov *L
endInf; H* telos tou inflation gia Ξ1 = -6 *L
Ξ1 = -6; Ξ2 = -100; Ζ = 0;

g1 = 0; g2 = 0.0000005; g3 = 0.0000007;

Do@g = j;

Do@Mx = H1 + 0.2 * iL * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’@tauD MDa’’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda k^2

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD ^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ * R@tauD � Mphi^2

+ g^2 SpsiG@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H*Print@Plot@Abs@W’@tauD�W@tauDD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange ® AllDD *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD *L
store@iD = Bogol@tauflatD@@1DD;
, 8i, 0, 20<D;
datag@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

valg@jD = g;

, 8j, 8g1, g2, g3<<D;
NIntegrate::nlim : taut = tau is not a valid limit of integration. �

NIntegrate::nlim : taut = tau is not a valid limit of integration. �

NIntegrate::nlim : taut = tau is not a valid limit of integration. �

General::stop : Further output of NIntegrate::nlim will be suppressed during this calculation. �
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<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8datag@g1D, datag@g2D, datag@g3D<, PlotStyle ®

88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Orange, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "g = ", valg@g1DD,

SequenceForm@ "g = ", valg@g2DD, SequenceForm@ "g = ", valg@g3DD<,
LegendPosition ® 8-0.3, -0.4<, AxesLabel ® 8"Mx * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "Ξ2 = ", Ξ2, " , ", "Ζ = ", ΖD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.6, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD
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3. ´ 10-7

3.5 ´ 10-7

Èb_kÈ^2
Ξ 1= -6 , Ξ 2= -100 , Ζ = 0

g = 7. ´ 10-7

g = 5. ´ 10-7

g = 0
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H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = -6 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H********************** Ξ1 = -6 , g = 5 * 10^H-7L ,

Ζ = 0 ***************************L
Mphi = 10^H-6L Mpl; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
tauflat = 250; H* statheropoihsh twn Bogolyubov *L
endInf; H* telos tou inflation gia Ξ1 = -6 *L
Ξ1 = -6; Ζ = 0;

g = 0.0000005;

a = 0; b = -100 ; c = -150 ; d = -200;

Do@Ξ2 = j;

Do@Mx = H1 + 0.2 * iL * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’@tauD MDa’’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda k^2

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD ^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ * R@tauD � Mphi^2

+ g^2 SpsiG@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H*Print@Plot@Abs@W’@tauD�W@tauDD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange ® AllDD *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD *L
store@iD = Bogol@tauflatD@@1DD;
, 8i, 0, 20<D;
dataΞ@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

valΞ@jD = Ξ2;

, 8j, 8a, b, c, d<<D;
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<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8dataΞ@aD, dataΞ@bD, dataΞ@cD, dataΞ@dD<, PlotStyle ®

88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Orange, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "Ξ2 = ", valΞ@aDD, SequenceForm@ "Ξ2 = ", valΞ@bDD,

SequenceForm@ "Ξ2 = ", valΞ@cDD, SequenceForm@ "Ξ2 = ", valΞ@dDD<,
LegendPosition ® 8-0.3, -0.4<, AxesLabel ® 8"Mx * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "g = ", g, " , ", "Ζ = ", ΖD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.6, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD
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Ξ 1= -6 , g = 5. ´ 10-7 , Ζ = 0

Ξ 2 = -200

Ξ 2 = -150

Ξ 2 = -100

Ξ 2 = 0
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H* PREPEI PRWTA NA TREKSEI TO INFLATION GIA Ξ1 = -6 GIA NA KRATHSEI TH

XRONIKH STIGMH POU TELEIWNEI TO INFLATION KAI THN TIMH TOU psi@tauD *L
H********************** Ξ1 = -6 , g = 0; Ξ2 = -100; ,

Ζ > 0 ***************************L
Mphi = 10^H-6L Mpl; k = 10^H-5L Mpl;

MDa@tau_D = HtauL^H2 � 3L; H* MATTER DOMINATION META TO INFLATION *L
tauflat = 250; H* statheropoihsh twn Bogolyubov *L
endInf; H* telos tou inflation gia Ξ1 = -6 *L
Ξ1 = -6;

g = 0; Ξ2 = -100;

Ζ1 = 0; Ζ2 = 250; Ζ3 = 400 ;

Do@Ζ = j;

Do@Mx = H1 + 0.2 * iL * 10^H-6L Mpl ;

R@tau_D = Simplify@6 Mphi^2 H MDa’’@tauD MDa@tauD + MDa’@tauD^2 L � MDa@tauD^2D;
A@tau_D = H3 MDa’@tauD � MDa@tauD -

3 Ξ2 * H HMDa’@tauD � MDa@tauDL^3 + 2 MDa’@tauD MDa’’@tauD � MDa@tauD^2LL �
H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;

B@tau_D = Hk^2 � HMphi^2 MDa@tauD^2L - lambda k^2

HH2 MDa@tauD MDa’’@tauD + MDa’@tauD ^2 L � MDa@tauD^4L +

Mx^2 � Mphi^2 + Ζ * R@tauD � Mphi^2

+ g^2 SpsiG@tauD^2 Mpl^2 � Mphi^2 L � H1 - 3 Ξ2 * HMDa’@tauD � MDa@tauDL^2L;
W@tau_D = Simplify@Sqrt@B@tauD - A’@tauD � 2 - A@tauD^2 � 4DD;
Wd@tau_D = Simplify@W’@tauDD;
H*Print@Plot@Abs@W’@tauD�W@tauDD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange ® AllDD *L
H* PROSDIORISMOS TWN SYNTELESTWN BOGOLYUBOV APO TO SYSTHMA TWN DIAFORIKWN *L
integral@tau_D = NIntegrate@W@tautD, 8taut, endInf, tau<D;
sol = NDSolve@

8alpha’@tauD == beta@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@2 I integral@tauDD,
beta’@tauD == alpha@tauD * Wd@tauD � H2 W@tauDL Exp@-2 I integral@tauDD,
alpha@endInfD � 1 , beta@endInfD � 0<, 8alpha, beta<, 8tau, endInf, tauflat<D;

Bogol@tau_D = Abs@beta@tauD �. solD^2;
H*Print@Plot@Bogol@tauD,8tau,endInf,tauflat<,PlotRange® AllDD *L
store@iD = Bogol@tauflatD@@1DD;
, 8i, 0, 20<D;
dataΖ@jD = Table@8 H1 + 0.2 * vL * 10^H-6L, store@vD<
, 8v, 0, 20<D;

valΖ@jD = Ζ;

, 8j, 8Ζ1, Ζ2, Ζ3<<D;
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<< PlotLegends‘

ListLinePlot@8dataΖ@Ζ1D, dataΖ@Ζ2D, dataΖ@Ζ3D<, PlotStyle ®

88 Blue, Thick<, 8Red, Thick, Dashed<, 8Purple, Thick, Dotted<, 8Orange, Thick, Dashed<<,
PlotLegend ® 8SequenceForm@ "Ζ = ", valΖ@Ζ1DD,

SequenceForm@ "Ζ = ", valΖ@Ζ2DD, SequenceForm@ "Ζ = ", valΖ@Ζ3DD<,
LegendPosition ® 8-0.3, -0.4<, AxesLabel ® 8"Mx * Mpl", "Èb_kÈ^2"<,
PlotLabel ® SequenceForm@"Ξ1 = ", Ξ1, " , ", "Ξ2 = ", Ξ2, " , ", "g = ", gD,
LabelStyle ® 8Bold, Black< , AspectRatio ® Full, LegendSize ® 80.6, 0.5<,
PlotRange ® All, LegendShadow ® None, LegendBorder ® NoneD
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Ξ 1= -6 , Ξ 2= -100 , g = 0

Ζ = 400

Ζ = 250

Ζ = 0
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