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3.1  Νόµοι διατήρησης στο φυσικό κόσµο 

Οι νόµοι διατήρησης εκφράζουν το ότι κάποια φυσικά µεγέθη, όταν ισχύουν ορισµένες 
προϋποθέσεις, διατηρούνται και εκφράζουν συνήθως κάποια βαθύτερη συµµετρία στη φύση. 
Παραδείγµατα : διατήρηση της ορµής , της ενέργειας, του φορτίου, και άλλων µεγεθών (βλ. C. 
Kittel κ.ά. ‘Μηχανική’, Κεφ. 5). 
 

3.2  Ορισµοί εννοιών 

Ο νόµος διατήρησης της µηχανικής ενέργειας αναφέρεται στις έννοιες της κινητικής ενέργειας, 
της δυναµικής ενέργειας και του έργου. Οι έννοιες αυτές προκύπτουν από το δεύτερο νόµο του 
Νεύτωνα. Θα αναπτυχθούν αρχικά σε προβλήµατα που αφορούν δυνάµεις και κινήσεις σε µία 
διάσταση και στη συνέχεια θα διατυπωθούν για τις τρεις διαστάσεις. 
 Εστω ένα σωµατίδιο µάζας Μ, αρχικά ελεύθερο, στο οποίο τη στιγµή  ασκείται µια 
δύναµη F σταθερή κατά µέτρο και µε κατεύθυνση η οποία συµπίπτει µε τον άξονα y. Για την 
κίνησή του για  ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα δίνει:  
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Άρα για την ταχύτητα έχουµε:  
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όπου 0υ  είναι η αρχική ταχύτητα, που υποθέσαµε ότι έχει την κατεύθυνση του άξονα  y. 
 
3.2.1 Ώθηση και Ορµή 

Η Εξ. (3.3) µπορεί να γραφτεί και ως 

  0)( υυ MtMFt −=  (3.4) 
 

Η ποσότητα υM  ορίζεται ως ορµή του σωµατιδίου και η ποσότητα  ως ώθηση της δύναµης 
στο χρονικό διάστηµα t . Γενικά, όταν η δύναµη µεταβάλλεται µε τον χρόνο: 
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∆ηλαδή, η ώθηση της δύναµης για το χρονικό διάστηµα t  ισούται µε τη µεταβολή της ορµής  
στο ίδιο χρονικό διάστηµα. 
 
3.2.2  Κινητική ενέργεια και Έργο 

Αν η αρχική θέση είναι , ολοκληρώνοντας την Εξ. (3.3) ως προς το χρόνο, έχουµε: 0y
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Αν σε αυτή την εξίσωση αντικατασταθεί ο χρόνος t  όπως προκύπτει από την Εξ. (3.3), έχουµε: 
 

  ( ) ( ) ( )2
0

22
00

22
000 2

12
2
1 υυυυυυυυυ −=+−+−=−

F
M

F
M

F
Myy  (3.7) 

ή 

  ( 0
2
0

2

2
1

2
1 yyFMM −=− υυ ) . (3.8) 

 

Η ποσότητα 2
2
1 υMK =  ορίζεται ως η κινητική ενέργεια του σωµατιδίου και η ποσότητα 

 ως το έργο που παράγεται πάνω στο σωµατίδιο από την ασκούµενη δύναµη. 
Οπότε, σύµφωνα µε την τελευταία εξίσωση, το έργο που παράγει η ασκούµενη δύναµη ισούται 
µε τη µεταβολή της κινητικής ενέργειας του σωµατιδίου. Πρόκειται για ορισµούς που είναι 
χρήσιµοι και πηγάζουν από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα. 

)( 0yyFW −=

Όταν αναφέρεται έργο πρέπει πάντα να καθορίζεται ο φορέας που το παράγει. 
 
3.2.3  ∆υναµική ενέργεια 

Αν θεωρήσουµε ένα σωµατίδιο που το αφήνουµε από ένα ύψος πάνω από την επιφάνεια της 
Γης )

h
0,( 00 == υhy , η δύναµη της βαρύτητας MgFB −=  έλκει το σωµατίδιο προς τα κάτω. 

Καθώς το σωµατίδιο κινείται προς την επιφάνεια της Γης, το έργο που παράγεται από τη 
δύναµη της βαρύτητας ισούται µε την αύξηση της κινητικής ενέργειας του σωµατιδίου: 
 

  (από τη βαρύτητα)W ( )0yyFB −=  (3.9) 
 

ή, στην επιφάνεια της Γης : )0( =y
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όπου υ  η ταχύτητα του σωµατιδίου όταν φτάνει στην επιφάνεια της Γης. 
 Σύµφωνα µε την τελευταία εξίσωση, µπορούµε να πούµε ότι το σωµατίδιο σε ύψος  έχει 
δυναµική ενέργεια (ικανότητα να παράγει έργο ή να αυξήσει την κινητική του ενέργεια) ίση µε 

 ως προς την επιφάνεια της Γης, δηλ. 

h

Mgh
 

  MghhU =)( . (3.11) 
 

Αν ένα σωµατίδιο, που αρχικά βρίσκεται σε ηρεµία στην επιφάνεια της Γης, υψώνεται σε ύψος 
, για τη δυναµική του ενέργεια ισχύουν τα εξής: Για να υψώσουµε το σωµατίδιο πρέπει να 

ασκήσουµε σε αυτό µια δύναµη )
h

( BFF −=εµεις , δηλ. µε φορά προς τα πάνω. Οπότε µε 00 =y  
και  το έργο που παράγεται από εµάς είναι: hy =
 

  (από εµάς)W ( ) ( )( ) MghhMgyyFεµείς ==−= 0  (3.12) 
 

Εδώ πρέπει να διευκρινισθεί ότι χρησιµοποιώντας το “τέχνασµα” δύναµη , ως 
εξωτερικό φορέα δύναµης, εξασφαλίζεται η κίνηση του σωµατιδίου χωρίς επιτάχυνση δηλαδή 
χωρίς µεταβολή της κινητικής του ενέργειας, και κατά συνέπεια µεταβιβάζουµε στο σωµατίδιο 
έργο  ίσο µε τη δυναµική ενέργειά του στο ύψος . 

)( BFF −=εµεις

Mgh h
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 Αγνοώντας τις δυνάµεις τριβής, ένας κατ’ αρχήν ορισµός της δυναµικής ενέργειας είναι ο 
εξής: 
 

∆υναµική ενέργεια ενός σωµατιδίου, σε ένα σηµείο  είναι το έργο που καταβάλλουµε για να 
κινήσουµε το σωµατίδιο, χωρίς επιτάχυνση, από µια αρχική θέση στην οποία αποδίδουµε 
αυθαίρετα στο σωµατίδιο µηδενική δυναµική ενέργεια, µέχρι το σηµείο που µας ενδιαφέρει. 
 

Στο παράδειγµα η εξωτερική δύναµη εξουδετερώνει τη δύναµη του πεδίου. Γι’ αυτό µπορούµε να 
ορίσουµε τη δυναµική ενέργεια σαν το έργο που παράγουν οι δυνάµεις του πεδίου, κινώντας το 
σωµατίδιο προς την αντίθετη κατεύθυνση από το σηµείο που θεωρούµε ως τη θέση µηδενικής 
δυναµικής ενέργειας. 
 Η θέση µηδενικής δυναµικής ενέργειας είναι αυθαίρετη, φυσική σηµασία έχουν µόνον οι 
διαφορές δυναµικής ενέργειας. 
 
3.2.4  Ενέργεια, διατήρηση της ενέργειας 

Αν κατά την ελεύθερη πτώση ενός σωµατιδίου από ύψος , h υ  είναι η ταχύτητά του όταν 
βρίσκεται σε ύψος , µετά από πτώση κατά )y ( yh − , τότε θα ισχύει: 
 

  ( yhMgM −=2

2
1 υ )          ή        EMghMgyM ==+2

2
1 υ  (3.13) 

 

όπου η ποσότητα Ε είναι µια σταθερά της κίνησης . Ορίζοντας την Ε ως την ολική ενέργεια, η 
προηγούµενη σχέση εκφράζει το νόµο διατήρησης της ενέργειας: 
 
 

=+= UKE (Κινητική ενέργεια) + (∆υναµική ενέργεια) = (Ολική ενέργεια) = σταθερή (3.14) 
 
 

Γενικεύοντας, για ένα σύστηµα σωµατιδίων τα οποία αλληλεπιδρούν µε δυνάµεις που δεν 
εξαρτώνται από το χρόνο, ο νόµος διατήρησης της ενέργειας µας λέει ότι υπάρχει µια βαθµωτή 
συνάρτηση των θέσεων και των ταχυτήτων των σωµατιδίων του συστήµατος, που είναι 
αναλλοίωτη ως προς το χρόνο. 
 Αν επιλέξουµε το µηδέν της δυναµικής ενέργειας στη στάθµη Hy −= , τότε: 
 

  ( ) ( HhMgHyMgMUKE +=++=+=′ 2

2
1 υ )  (3.15) 

 

δηλαδή, έχει προστεθεί σε κάθε µέλος η σταθερή ποσότητα . MgH
 Για την επιλογή της κατάλληλης συνάρτησης ενέργειας βλ. ‘Μηχανική’, Κεφ. 5. 
 

3.3  ∆ιατύπωση για τις τρεις διαστάσεις  

Θα προχωρήσουµε γενικεύοντας τον ορισµό των ενεργειακών µεγεθών διατυπώνοντάς τα σε 
τρεις διαστάσεις. 
 
3.3.1  Έργο 

Το έργο  που παράγεται από µια σταθερή ασκούµενη δύναµη W F
r

 για µια µετατόπιση r
r

∆  
είναι 
  ( )rFrF

rrrr
∆∆=∆⋅= ,cosrFW  (3.16) 

 

Αν η δύναµη F
r

 δεν είναι σταθερή, αλλά συνάρτηση της θέσης r
r

, τότε, για τον υπολογισµό του 
έργου κατά µήκος µιας διαδροµής, αναλύουµε τη διαδροµή σε Ν ευθύγραµµα τµήµατα, έτσι 
ώστε για καθένα από αυτά η δύναµη )(rF

rr
 να είναι πρακτικά σταθερή, οπότε το έργο θα είναι : 

   (3.17) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

∆⋅=∆⋅++∆⋅+∆⋅=
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j
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1
2211 ... rrFrrFrrFrrF
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όπου Σ είναι το σύµβολο της άθροισης. 
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 Η εξίσωση αυτή ισχύει µόνον κατά προσέγγιση, αυστηρά ισχύει µόνο για απειροστές 
µεταβολές r

r
d . Το όριο  

   (3.18) r)r(Fr)r(F
r

rr

rrrrrr
r
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είναι το ολοκλήρωµα, ως προς τη µετατόπιση, της προβολής της δύναµης )(rF
rr

 κατά µήκος του 
διανύσµατος της µετατόπισης r

r
d . Το ολοκλήρωµα αυτό ονοµάζεται γραµµικό ή επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα της διανυσµατικής συνάρτησης )(rF
rr

 κατά µήκος µιας δεδοµένης διαδροµής από 
το Α ως το Β. Τελικά το έργο που παράγεται από τη δύναµη κατά τη µετατόπιση ΑΒ ορίζεται 
από τη σχέση: 

  rF
rr

dBAW
B

A∫ ⋅≡→ )(  (3.19) 
 

όπου τα όρια Α και Β αντιστοιχούν στις θέσεις Ar
r

 και Br
r

. Σε καρτεσιανό σύστηµα 
συντεταγµένων θα είναι   zyxr ˆˆˆ dzdydxd ++=

r
   και   zyxrF ˆˆˆ)( zyx FFF ++=

rr
   οπότε: 

 

  θcosrFrF
rrrr

ddzFdyFdxFd zyx =++=⋅  (3.20) 
 

µε θ  η γωνία µεταξύ F
r

 και r
r

d . (Για το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα και παραδείγµατα βλ. το 
Μαθηµατικό Συµπλήρωµα Μ10 ). 
 
3.3.2 Κινητική Ενέργεια 
Για ένα ελεύθερο σωµατίδιο µάζας Μ στο οποίο ασκείται δύναµη F

r
, σύµφωνα µε τον δεύτερο 

νόµο του Νεύτωνα θα είναι: 
  dtdM /vF rr

=  (3.21) 
 

Αντικαθιστώντας τη δύναµη στο ολοκλήρωµα της προηγούµενης παραγράφου που δίνει το έργο 
της δύναµης θα έχουµε 

  rv r
r

d
dt
dMBAW

B

A∫ ⋅=→ )( . (3.22) 

Αλλά  

  dtdt
dt
dd vrr r
r

r
==  (3.23) 

άρα 

  ⎮⌡
⌠

⎟
⎠
⎞

⎜
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B

A
dt

dt
dMBAW vv)(  (3.24) 

 

όπου τα όρια Α και Β θα είναι τώρα οι αντίστοιχοι χρόνοι  και . Το ολοκλήρωµα αυτό 
µπορεί να γραφεί διαφορετικά, αφού: 

At Bt

 

   ( ) vvvv r
r
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d

dt
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⎠
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Μετά την αντικατάσταση προκύπτει: 
 

  2
2
12

2
1)( AB

B

A
MMdBAW υυ −=⋅=→ ∫ rF

rr
 (3.27) 

 

Επειδή έχουµε ήδη ορίσει την ποσότητα  
   2

2
1 υMK ≡  (3.28) 
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ως την κινητική ενέργεια του σωµατιδίου, καταλήγουµε στο ότι:  
 

το έργο που παράγεται από µια δύναµη που ασκείται πάνω σε ένα ελεύθερο σωµατίδιο, είναι ίσο 
µε τη µεταβολή της κινητικής ενέργειας του σωµατιδίου: 
 

  ( ) AB KKBAW −=→ . (3.29) 
 
3.3.3  ∆υναµική ενέργεια 

Όπως αναφέρθηκε πιο πάνω, µόνο οι διαφορές δυναµικής ενέργειας έχουν σηµασία. Σύµφωνα 
µε τον ορισµό που δόθηκε ήδη, σε ένα χώρο που επικρατεί µια δύναµη )(rF

rr
, όπου )(rF

rr
 είναι 

η δύναµη του πεδίου ή η δύναµη του συστήµατος: 
 

Η διαφορά δυναµικής ενέργειας ενός σώµατος µεταξύ δύο σηµείων Α και Β είναι το έργο που 
εµείς παράγουµε για να κινήσουµε το σώµα χωρίς επιτάχυνση από το Α στο Β: 
 

  rFrr
rrrr

dBAWUU
B

AAB ∫ ⋅=→=− εµείςεµείς )()()(  (3.30) 

µε  FF
rr

−=εµείς . 
 

 Αν η διαφορά είναι θετική, τότε παράγουµε έργο υπερνικώντας τις δυνάµεις του πεδίου, η 
δυναµική ενέργεια αυξάνεται, ενώ αν αντιθέτως η διαφορά είναι αρνητική, το έργο παράγεται 
από τις δυνάµεις του πεδίου, η δυναµική ενέργεια ελαττώνεται. Αν δεχτούµε ότι 0)( =AU r

r
, 

τότε η τιµή )()( BUU B =r
r

 της δυναµικής ενέργειας στο σηµείο Β µπορεί να είναι µονοσήµαντα 
ορισµένη αν η δύναµη του πεδίου είναι διατηρητική (όπως θα δούµε στη συνέχεια). 
 

3.4  ∆ιατηρητικές δυνάµεις 

Μια δύναµη είναι διατηρητική, αν το έργο ) που παράγεται από τη δύναµη η οποία, 
ασκούµενη σε ένα σωµατίδιο, µετακινεί το σωµατίδιο από ένα σηµείο Α σε ένα σηµείο Β, είναι 
ανεξάρτητο από τη διαδροµή του σωµατιδίου µεταξύ των σηµείων Α και Β και εξαρτάται µόνον 
από τα σηµεία Α και Β. 

( BAW →

Υποθέτοντας ότι το ολοκλήρωµα ∫ ⋅
B

A
rF
rr

d  είναι ανεξάρτητο της διαδροµής, έχουµε: 
 

  ∫∫ ⋅−=⋅
A

B

B

A
rFrF
rrrr

dd  (3.31) 
  

  0dd =⋅+⋅ ∫∫
A

B

B

A
rFrF
rrrr

 (3.32) 
 

  ∫ =⋅ 0rF
rr

d  (3.33) 
 

Το σύµβολο ∫ σηµαίνει το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα κατά µήκος ενός κλειστού δρόµου. 

Σύµφωνα µε την τελευταία εξίσωση, το έργο µιας διατηρητικής δύναµης κατά µήκος µιας 
κλειστής διαδροµής είναι ίσο µε µηδέν. 
 Μπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι κάθε κεντρική δύναµη [δηλαδή της µορφής 

rF ˆ)(rf=
r

] είναι διατηρητική (βλ. Μαθηµατικό Συµπλήρωµα Μ10 ). 
 Οι ηλεκτροστατικές δυνάµεις και οι δυνάµεις βαρύτητας καθώς και όλες οι θεµελιώδεις 
δυνάµεις είναι διατηρητικές. Οι δυνάµεις τριβής, δεν είναι θεµελιώδεις δυνάµεις και δεν είναι 

διατηρητικές. Για το θέµα των διατηρητικών και µη δυνάµεων βλ. ‘Μηχανική’ Κεφ. 5.  
 Για τις διατηρητικές δυνάµεις µπορεί να οριστεί µονοσήµαντα η δυναµική ενέργεια σε ένα 
σηµείο, σε σχέση πάντοτε µε ένα σηµείο που επιλέγεται ως σηµείο µηδενικής ενέργειας. 
Σύµφωνα µε τον ορισµό της δυναµικής ενέργειας, η δυναµική ενέργεια )(r

r
U  σε ένα σηµείο του 

χώρου στον οποίο επικρατεί η δύναµη )(rF
rr
είναι: 
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  )()A()(
A

r

r

A εµείς rrrFrF
rrrrrr

UUUdd =−=⋅−=⋅ ∫∫  (3.34) 
 

όπου δεχτήκαµε ότι 0 . Έτσι, για τις διατηρητικές δυνάµεις, ορίζεται µονοσήµαντα µια 
βαθµωτή συνάρτηση θέσης, η δυναµική ενέργεια, η οποία περιγράφει, επαρκώς όπως θα δούµε 
στη συνέχεια, το διανυσµατικό πεδίο της δύναµης. 

)A( =U

 Όπως αναφέρθηκε στο προηγούµενο εδάφιο, ο µονοσήµαντος και άρα ωφέλιµος ορισµός της 
δυναµικής ενέργειας προϋποθέτει ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της δύναµης, το έργο της, 
κατά µήκος µιας διαδροµής δεν εξαρτάται από τη διαδροµή αλλά από την αρχή και το τέλος 
της. ∆ιαφορετικά, όπως συµβαίνει µε τις δυνάµεις τριβής, το έργο εξαρτάται από την εκάστοτε 
διαδροµή και συνεπώς η δυναµική ενέργεια, όπως ορίστηκε, δεν θα είναι µια µονοσήµαντη 
συνάρτηση για κάθε σηµείο. 
 
3.4.1  ∆ιατηρητικές δυνάµεις και διατήρηση της ενέργειας 
Για ένα σωµατίδιο το οποίο βρίσκεται σε χώρο που επικρατεί δύναµη F

r
, είδαµε ότι, λόγω της 

δράσης της δύναµης αυτής, η διαφορά της κινητικής ενέργειας  του σωµατιδίου µεταξύ δύο 
σηµείων Α και Β, BA KK − , ικανοποιεί τη σχέση: 
 

  ∫ ⋅=−
B

AAB dKK rF
rr

. (3.35) 
 

Σύµφωνα µε τον ορισµό της δυναµικής ενέργειας που προηγήθηκε, αν η δύναµη F
r
είναι 

διατηρητική, θα ισχύει για οποιαδήποτε διαδροµή από το Α στο Β: 
 

  ∫ ⋅−=−
B

AAB dUU rF
rr

. (3.36) 
 

Προσθέτοντας αυτές τις δύο εξισώσεις παίρνουµε: 
 

  0)()( =+−+ AABB UKUK        ή      AABB UKUK +=+  . (3.37) 
 

∆ηλαδή, το άθροισµα της κινητικής και της δυναµικής ενέργειας είναι σταθερό και ανεξάρτητο 
από το χρόνο. Στη σχέση αυτή τα όρια Α και Β αντιστοιχούν στους χρόνους και κατά τους 
οποίους το σωµατίδιο βρίσκεται στις αντίστοιχες θέσεις Α και Β. 

At Bt

 Την προηγούµενη σχέση µπορούµε να εκφράσουµε µε τον ακόλουθο τρόπο: 
 

  (B)(B)(A)(A) 2
2
12

2
1 UMUME +=+= υυ  (3.38) 

 

όπου Ε µια σταθερά που την ονοµάζουµε ενέργεια ή ολική ενέργεια ή µηχανική ενέργεια του 
συστήµατος. Η σχέση αυτή εκφράζει ή ορίζει τη συνάρτηση ενέργειας για ένα σύστηµα µε ένα 
σωµατίδιο. Για διατηρητικές δυνάµεις, όπως είδαµε, µπορεί να οριστεί µονοσήµαντα η 
συνάρτηση της δυναµικής ενέργειας, και κατά συνέπεια, αν οριστεί µια συνάρτηση ολικής 
ενέργειας ως το άθροισµα της κινητικής και της δυναµικής ενέργειας, αυτή η συνάρτηση θα 
είναι µονοσήµαντα ορισµένη και όπως προκύπτει θα διατηρείται σταθερή. Η αρχή διατήρησης 
της ενέργειας µπορεί να θεωρηθεί και ως µια πειραµατική αρχή. 
 
3.4.2  Παραγωγή της δύναµης από τη δυναµική ενέργεια. Η βαθµίδα 

Η γνώση της δυναµικής ενέργειας µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τη δύναµη του προβλήµατος. 
Για το πρόβληµα σε µια διάσταση, σύµφωνα µε τον ορισµό, έχουµε: 
 

   (3.39) dxFUxU
x

∫−=−
A

(A))(
 

από όπου, παραγωγίζοντας, προκύπτει: 

  F
dx
dU

−= . (3.40) 
 

Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να ελεγχθεί µε τον ακόλουθο τρόπο: 
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  )A()(
AA

UxUdUdx
dx
dUdxF

x

A

xx
−===− ∫∫∫ . (3.41) 

 

Σύµφωνα µε αυτή τη σχέση η δύναµη του προβλήµατος (του πεδίου) είναι ίση µε το αντίθετο 
του ρυθµού µε τον οποίο µεταβάλλεται στο χώρο η δυναµική ενέργεια. Για τις τρεις διαστάσεις 
ισχύει γενικότερα:  

  
z
UF    

y
UF    

x
UF zyx ∂

∂
−=

∂
∂

−=
∂
∂

−= ,,  (3.42) 
 

Και η πλήρης έκφραση για τη διανυσµατική συνάρτηση της δύναµης είναι 
 

  U
z
U

y
U

x
U gradzyxF −≡

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−= ˆˆˆ
r

 (3.43) 
 

όπου µε grad συµβολίζεται ο τελεστής της βαθµίδας ή κλίσης (gradient) της συνάρτησης 
 και ορίζεται: ),,( zyxU

 σε καρτεσιανές συντεταγµένες: 
zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡ zyxgrad ˆˆˆ  (3.44) 
 

 σε επίπεδες πολικές συντεταγµένες:   
rr θ∂
∂

+
∂
∂

≡
1ˆˆ θrgrad  (3.45) 

 
 

Η βαθµίδα ή κλίση µιας βαθµωτής συνάρτησης U γράφεται  gradU  ή και U∇ . Ο τελεστής ∇  
διαβάζεται “ανάδελτα” και το διάνυσµα  U∇  διαβάζεται “ανάδελτα του U ”. 
 Αποδεικνύεται ότι η σύνθετη αυτή παραγώγιση που εκφράζει ο τελεστής grad µιας 
βαθµωτής συνάρτησης, δίνει ένα διάνυσµα µε κατεύθυνση εκείνη που αντιστοιχεί στο µέγιστο 
ρυθµό αύξησης της βαθµωτής συνάρτησης στο χώρο, και µε µέτρο ίσο µε το ρυθµό µεταβολής 
της συνάρτησης ως προς τη µετατόπιση  (βλ. Μαθηµατικό Συµπλήρωµα Μ9 ). 
 
3.4.3  Πότε µια δύναµη είναι διατηρητική; Ο στροβιλισµός ενός διανύσµατος 

Αξιοποιώντας τον τελεστή του ανάδελτα µπορούµε να ελέγξουµε µε µονοσήµαντο τρόπο αν µια 
διανυσµατική συνάρτηση θέσης )(rF

rr
 που εκφράζει τη δύναµη του προβλήµατος είναι µια 

διατηρητική δύναµη. 
 

  Αν 0F =×∇
r

, τότε η δύναµη είναι διατηρητική, και αντιστρόφως. 
 

Το µέγεθος αυτό ονοµάζεται στροβιλισµός ( FFcurl
rr

×∇= ) της διανυσµατικής συνάρτησης. 
(Για την πράξη αυτή συµβουλευτείτε το Μαθηµατικό Συµπλήρωµα Μ9 ). 
 
3.4.4  ∆ιατήρηση της ενέργειας και ενεργειακά διαγράµµατα 

Αν σε ένα πρόβληµα είναι γνωστή η συνάρτηση της δυναµικής ενέργειας, τότε 
κατασκευάζοντας τη γραφική παράστασή της έχουµε το ενεργειακό διάγραµµα του 
προβλήµατος από το οποίο µπορούµε να αντλήσουµε σηµαντικές πληροφορίες. Όπως θα φανεί 
στα παραδείγµατα αυτού του κεφαλαίου, τα ακρότατα της συνάρτησης δυναµικής ενέργειας 
αντιστοιχούν σε θέσεις µηδενισµού της δύναµης και συνεπώς σε θέσεις ισορροπίας. Τα σηµεία 
όπου η δυναµική ενέργεια γίνεται ελάχιστη είναι σηµεία ευσταθούς ισορροπίας ενώ τα σηµεία 
µέγιστης τιµής της δυναµικής ενέργειας είναι σηµεία ασταθούς ισορροπίας. Εφαρµόζοντας την 
αρχή διατήρησης της ενέργειας σε ένα ενεργειακό διάγραµµα µπορούµε να έχουµε εποπτεία για 
τα όρια µέσα στα οποία θα κινηθεί ένα σωµατίδιο µε τη συγκεκριµένη συνάρτηση δυναµικής 
ενέργειας (βλ. το Παράδειγµα που ακολουθεί). 
 

 
 
 Παράδειγµα 1   
 
 

Ενεργειακά διαγράµµατα.  Ένα σώµα µάζας  κινείται πάνω στον άξονα των m x . Η δυναµική 
του ενέργεια δίνεται από τη συνάρτηση  
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       (axexAxU /2)( −= ∞<<∞− x ),     όπου   και a  θετικές σταθερές.  A
 

(α)  Να σχεδιαστεί πρόχειρα η καµπύλη ) , αφού βρεθούν τα χαρακτηριστικά της σηµεία. (xU
(β)  Να βρεθεί η δύναµη )  που ασκείται πάνω στο σώµα.   (xFx

(γ)  Να βρεθούν τα σηµεία ισορροπίας του σώµατος.  
(δ)  Να αποδειχθεί ότι οι θέσεις ελαχίστου της )  είναι θέσεις ευσταθούς ισορροπίας και οι  (xU
 θέσεις µεγίστου της )  είναι θέσεις ασταθούς ισορροπίας.  (xU
(ε)  Να αποδειχθεί ότι, για µικρές µετατοπίσεις από τη θέση ευσταθούς ισορροπίας, το σώµα  
 εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση, και να βρεθεί η γωνιακή της συχνότητα.  
(στ)  Να υπολογιστεί η ελάχιστη ταχύτητα µε την οποία πρέπει να αφεθεί το σώµα από το 
 σηµείο  ώστε να διαφύγει στο άπειρο. 0=x

 
 

 
 

(α)  Εύρεση των χαρακτηριστικών σηµείων και σχεδίαση της  . )(xU
 

Σηµεία µηδενισµού της :    Είναι )(xU 0)0( =U  για 0=x  και για ∞=x . 
 

Συµπεριφορά στα ±∞=x :      .0)(,)( =∞∞=−∞ UU   
 

Μέγιστα και ελάχιστα:     
 

Επειδή    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= −− axax e

a
xxeA

dx
dU /

2
/2     

ή       

         axe
a
xxA

dx
dU /

2
12 −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= , 

 

είναι     0=
dx
dU      για      και   0=x ax 2= . 

 

Η τιµές της   στα σηµεία αυτά είναι:     )(xU
 

      και     0)0( =U 2
2

4)2( Aa
e

aU =  . 
 

Επίσης,    ( ) axeaaxx
a
A

dx
Ud /22

22

2

24 −+−=  
 

και   0 =U
0

2

2

>
=xdx

Ud       ελάχιστο          ⇒

0
2

2

2

<
= axdx

Ud      µέγιστο =⇒ U

 
 

(β)  ∆ύναµη  . )(xFx

  
dx
dUxFx −=)( ,    ( ) ax

x eaxx
a
AxF /2)( −−=  

 

(γ)  Σηµεία ισορροπίας. 
 

     για  0)( =xFx 0=x    και   ax 2= . 
 

Αυτά είναι και τα σηµεία ισορροπίας του σώµατος. Επίσης είναι 
 

  02

2

=−=
dx

Ud
dx

dFx      για  ax )22( −=   και  ax )22( += . 
 
 

(δ)  Είδη ισορροπίας. 
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Για το ελάχιστο της )  στο σηµείο  (xU 0=x ,  η δύναµη  ( ) ax
x eaxx

a
AxF /2)( −−=   µπορεί να 

εκφραστεί, για µικρές τιµές της µετατόπισης  x , ως 
 

  ( ) Ax
a
xaxx

a
AxFx 212)( −≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−≈       (για  ax << ). 

 

∆ηλαδή υπάρχει µία επαναφέρουσα (προς το σηµείο 0=x ) δύναµη, ανάλογη της µετατόπισης 
x . Το σηµείο ελάχιστης δυναµικής ενέργειας είναι εποµένως σηµείο ευσταθούς ισορροπίας. 

 

Για το µέγιστο της   στο σηµείο  )(xU ax 2= ,  η δύναµη  ( ) ax
x eaxx

a
AxF /2)( −−=   µπορεί να 

εκφραστεί, για µικρές τιµές της µετατόπισης  ax 2−≡χ  από το σηµείο  ax 2= , ως 
 

  χχχχχχχ χ
2

2/)2( 21)2()2()(
e
A

a
ae

a
Aea

a
AF aa

x ≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+≈+= −+−       (για  a<<χ ). 

 

∆ηλαδή υπάρχει µία αποµακρύνουσα (από το σηµείο ax 2= ) δύναµη, ανάλογη της µετατόπισης 
χ .  Το σηµείο µέγιστης δυναµικής ενέργειας είναι εποµένως σηµείο ασταθούς ισορροπίας. 

 
 

(ε)  Ταλαντώσεις µικρού πλάτους γύρω από σηµείο ευσταθούς ισορροπίας. 
 

Για µικρές τιµές της µετατόπισης x  από το σηµείο ευσταθούς ισορροπίας , η δύναµη 
είναι: 

0=x

  ( ) ( ) Ax
a
xaxx

a
Aeaxx

a
AxF ax

x 2122)( / −≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−≈−= − . 

 

Η εξίσωση κίνησης της µάζας είναι εποµένως: 
 

  Ax
dt

xdm 22

2

−= ,         02
=+ x

m
Ax&& ,               όπου   02

0 =+ xx ω&&
m
A2

0 ≡ω   
 

η οποία είναι η εξίσωση για απλή αρµονική ταλάντωση γύρω από το σηµείο . 0=x
 
 

(στ)  Ταχύτητα διαφυγής από το σηµείο 0=x . 
 

Για να διαφύγει το σώµα στο ∞=x  από το σηµείο 0=x , θα πρέπει να υπερβεί το φράγµα 
δυναµικού στο µέγιστο της   που υπάρχει στο σηµείο )(xU ax 2= . Η τιµή της δυναµικής 

ενέργειας εκεί είναι 2
2

4)2( Aa
e

aU = . 

 Αν στο σηµείο ax 2=  η ταχύτητα του σώµατος είναι σχεδόν ίση µε µηδέν, θα πρέπει η 
ολική ενέργεια του σώµατος να είναι τουλάχιστον ίση µε  . Άρα, )2( aU
 

  )2()()( aUxKxUE >+=ολ       
 ή        

  2
2

4 Aa
e

E >ολ  . 
 

Όπως φαίνεται και από το Σχήµα, για να διαφύγει το σώµα στο άπειρο από σηµεία όπου είναι 
, θα πρέπει να έχει ax 2<

 

 2
2

4)()( Aa
e

xKxUE >+=ολ  . 
 

Επειδή για 0  είναι  , η  =x 0)0( =U
συνθήκη για διαφυγή στο άπειρο είναι: 
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  2
2

2
02

1 4)0( Aa
e

mK >= υ       ή       
m
Aa 22

>υ . 
e0

 

Στην περίπτωση αυτή, να σηµειωθεί ότι, σε µεγάλες αποστάσεις από το σηµείο 0 , επειδή η 
δυναµική ενέργεια του σώµατος µηδενίζεται, η κινητική του ενέργεια θα είναι ίση µε την ολική 
του ενέργεια και η ταχύτητά του θα τείνει προς την τιµή 

=x

0υ  . 
 
 

 
3.4.5  Ισχύς 

Η ισχύς P είναι ο χρονικός ρυθµός µε τον οποίο µεταβιβάζεται η ενέργεια. Το έργο που παράγει 
µια δύναµη F

r
 που ασκείται σε ένα σωµατίδιο µετακινώντας το κατά r

r
∆  έχει ήδη οριστεί ως: 

 

  rF
rr

∆⋅=∆W  (3.46) 
 

Ο ρυθµός παραγωγής έργου από τη δύναµη είναι: 
 

  
tt

W
∆
∆
⋅=

∆
∆ rF

rr
 (3.47) 

 

στο όριο 0 , παίρνουµε την ισχύ: →∆t

  vFrF rrrr
⋅=⋅==

dt
d

dt
WdP  (3.48) 

 

Αν γνωρίζουµε την ισχύ ως συνάρτηση του χρόνου, , µπορούµε να εκφράσουµε το έργο 
για το χρονικό διάστηµα  ως , µε το εξής τρόπο: 

)(tP

1t 2t
 

   (3.49) ( ) ∫=→
2

1

)(21

t

t
dttPttW

 

Μονάδα ενέργειας στο S.I. είναι το joule (J) και ισχύος το watt (1 W = 1 J/s). 
 
3.4.6  ∆υναµική ενέργεια και διατήρηση της ενέργειας στο πεδίο βαρύτητας 

Θα εξετάσουµε, ως παράδειγµα, τη δυναµική ενέργεια, τη συνάρτηση ενέργειας και τη 
διατήρηση της ολικής ενέργειας στην περίπτωση της δύναµης της παγκόσµιας έλξης, νόµος της 
βαρύτητας του Νεύτωνα. Θεωρούµε δύο σηµειακές µάζες  και  εκ των οποίων η πρώτη 
ακίνητη στην αρχή των αξόνων. 

1M 2M

Η δύναµη που η µάζα  ασκεί στη  θα είναι: 1M 2M
 

  rF ˆ
2

21

r
MMG−=

r
  (3.50) 

 

µε rr ˆr=
r

 η απόσταση της µάζας  από τη . 2M 1M
 Σύµφωνα µε τον ορισµό, η διαφορά δυναµικής ενέργειας µεταξύ δύο σηµείων Α και Ρ είναι: 
 

  ⎮⌡
⌠ ⋅=⋅=− ∫

P

A

P

A
d

r
MMGdUU rrrF

rrr
ˆ)A()P( 2

21
εµεις   (3.51) 

 

όπου      rFF ˆ
2

21

r
MMG=−=

rr
εµεις  (3.52) 

 

δηλαδή, είναι το έργο που πρέπει να καταβάλουµε για να µετακινήσουµε, υπερνικώντας τη 
δύναµη του πεδίου, τη µάζα  από το σηµείο Α στο Ρ. 2M
 Αλλά για το στοιχειώδες έργο  ισχύει: εµειςdW
 

  dr
r
MMGd

r
MMGd

r
MMGdW 2

21
3

21
2

21 ˆ =⋅=⋅= rrrr
rrr

εµεις  (3.53) 
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όπου χρησιµοποιήθηκε το ότι: 
  drrrddd ==⋅=⋅ )()( 2

2
1

2
1 rrrr

rrrr
. (3.54) 

 

Το ίδιο αποτέλεσµα µπορούµε να έχουµε αν εκφράσουµε σε σφαιρικές συντεταγµένες το 
εσωτερικό γινόµενο: 
  drrdrrddrrd =++⋅=⋅ )ˆsinˆˆ(ˆ φθrrrr φθθ

rr
, (3.55) 

 

αφού    και  ,  επειδή  . 0ˆˆ =⋅θr 0ˆˆ =⋅φr φ,θr ˆˆˆ⊥
 Τελικά, 

  
A

r

r

r

r r
MMG

r
MMG

r
MMGdr

r
MMGAUPU

AA

212121
2

21)()( +−=−=⎮⌡
⌠=−  (3.56) 

 

όπου r  και  είναι τα µέτρα των διανυσµατικών αποστάσεων των σηµείων Ρ και Α 
αντίστοιχα. Αν επιλέξουµε  στο σηµείο Α, τότε: 

Ar
0=U

 

   ( )
Ar
MMG

r
MMGrU 2121 +−=  (3.57) 

 

Αν , ο δεύτερος όρος µηδενίζεται, οπότε: ∞=Ar
 

  ( )
r
MMGrU 21−= . (3.58) 

 

∆ηλαδή, η καταλληλότερη επιλογή για τη θέση µηδενικής δυναµικής ενέργειας είναι:  για 0=U
∞=r . 

 Έτσι, η αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας για ένα σώµα µάζας , που κινείται στο 
πεδίο βαρύτητας ενός σώµατος µάζας  (έστω, π.χ., ότι , έτσι ώστε η κίνηση του 
σώµατος  να µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα) θα έχει τη µορφή: 

2M

1M 21 MM >>

1M
 

  
B

B
A

A r
MMGM

r
MMGME 212

22
1212

22
1 −=−= υυ  (3.59) 

 

όπου Aυ  και  είναι η ταχύτητα και η απόσταση του σώµατος σε κάποια χρονική στιγµή 
, και 

Ar 2M

At Bυ  και  τα αντίστοιχα µεγέθη σε κάποια άλλη χρονική στιγµή . Br Bt
 Μπορούµε να υπολογίσουµε τη δύναµη του προβλήµατος F

r
 από τη βαθµίδα της 

συνάρτησης δυναµικής ενέργειας: 
 

  rrF ˆˆ
2

2121

r
MMG

r
MMG

dr
dU −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=−∇=

r
. (3.60) 

 

(Για τον υπολογισµό της βαθµίδας συναρτήσεων της µορφής ) , συµβουλευτείτε το 
Μαθηµατικό Συµπλήρωµα Μ9 ). 

(rf

 
 

 
 
 Προβλήµατα  
 
 

 

Από το βιβλίο Kittel κ.ά. "Μηχανική":  Κεφ. 5 , Ασκ. 6, 10. 
 

3.1   Η δυναµική ενέργεια ενός σώµατος είναι )(r
r

U , όπως δίνεται στα παρακάτω παραδείγµατα: 

(α)            (β)   32zxyU α= αα −= 5

32

z
yxU          (γ)   2

2
1 krU =          (δ)   

r
U κ

−=  

όπου   222 zyxr ++= ,  και k,α  και  κ  είναι θετικές σταθερές. 

Σε κάθε περίπτωση βρείτε τη δύναµη  )(rF
rr

  που ασκείται πάνω στο σώµα. 
 

3.2 Υπολογίστε το έργο που παράγει η δύναµη  zyxF ˆˆ)2(ˆ)23( 2xzyyx −++−=
r

  όταν 
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µετατοπίζει το σηµείο εφαρµογής της από το σηµείο  (0,0,0)  στο σηµείο  (1,1,1)  κατά µήκος 
της καµπύλης  C,  όταν  C  είναι:   
(α)  η καµπύλη  ,   και   (β)  η καµπύλη  .   32 ,, tztytx === 22 , yzzx ==
(γ)  Είναι διατηρητική η δύναµη; 
 

3.3  Η δύναµη που ασκείται πάνω σε ένα σώµα είναι  ),,( zyxF
r

  (σε newton, όταν οι 
αποστάσεις είναι σε m ) όπως δίνεται παρακάτω. Σε καθεµιά από τις περιπτώσεις, δείξετε ότι η 
δύναµη είναι διατηρητική και βρείτε τη δυναµική ενέργεια )  του σώµατος.  Θεωρήστε 
ότι  .  

,,( zyxU
0)0,0,0( =U

(α)  zyxF ˆ)2(ˆ)2(ˆ)2(),,( 222 xyzzxyxzyzyx +++++=
r

   (Απ.: ) )(),,( 222 zxyzxyzyxU ++−=

(β)  zyxF ˆ3ˆ2ˆ),,( 22332 zxyxyzzyzyx ++=
r

               (γ)  zyxF ˆ)(ˆ)(ˆ)(),,( yxzxzyzyx +++++=
r

 
(δ)  zyxF ˆ)(ˆ)2(ˆ)2(),,( 22 yxyyzzxxyzzyx +++++=

r
         (ε)  zyxF ˆˆˆ),,( zkykxkzyx zyx −−−=

r
 

 

3.4   Η δύναµη που ασκείται πάνω σε ένα σώµα είναι  )(rF
rr

  όπως δίνεται παρακάτω, όπου  κ  
και  είναι θετικές σταθερές, a r  είναι η απόσταση από την αρχή των αξόνων Ο και  είναι το 
µοναδιαίο διάνυσµα από το σηµείο Ο προς το σηµείο 

r̂
r
r

. Σε καθεµιά από τις περιπτώσεις, 
βρείτε τη δυναµική ενέργεια του σώµατος, )(r

r
U .  Θεωρήστε ότι  0=U   όταν  ,  όπως 

δίνεται σε κάθε περίπτωση. 
Arr =

(α)  rrF ˆ2)( 3r
κ

−=
rr

,          ( Απ.: ∞=Ar 2)(
r

U κ
−=r

r
).          (β)  rrF ˆ)( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

r
a

r
aκ

rr
,      . a=Ar

(γ) rrF ˆ)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

r
a

a
rκ

rr
,       .                       (δ)  a=Ar rrF ˆ)( / 2a

a
2r-erκ

=
rr

,       . 0=Ar
 

3.5   Σώµα µάζας  m  έχει δυναµική ενέργεια   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= 3

3
0

2

2
0 23)(

r
r

r
rArU ,   όπου  A  και   είναι 

θετικές σταθερές και r η απόσταση του σώµατος από ακίνητο σηµείο Ο. (Σηµείωση: το r είναι 
πάντοτε θετικό).    

0r

(α)  Να βρεθεί η δύναµη που ασκείται στο σώµα. 
(β)  Σε ποια απόσταση µπορεί να ισορροπήσει το σώµα;  
(γ)  Αν το σώµα αφεθεί ελεύθερο µε αρχική ταχύτητα ίση µε µηδέν σε άπειρη απόσταση από το  
 Ο, να βρεθεί η ταχύτητά του στη θέση 0rr =   και η απόσταση στην οποία η ταχύτητά του θα  
 ξαναγίνει µηδενική. 
 

3.6   Ένα σώµα µε µάζα  m = 0,5 kg  κινείται κατά τον άξονα  x.  Η δυναµική του ενέργεια  
 

είναι       32

2
1)( xxxU −= ,    )( ∞<<−∞ x      σε  J, όταν το  x  είναι σε  m.    

(α)  Σχεδιάστε τη συνάρτηση  U(x)  και βρείτε τα σηµεία ισορροπίας του σώµατος.    
(β)  Υπολογίστε και σχεδιάστε τη δύναµη  F(x)  που ασκείται πάνω στο σώµα.   
(γ)  Το σώµα ξεκινά από τη θέση  x = 2 m  µε αρχική ταχύτητα  xv ˆ2−=r  m/s. Περιγράψτε  
 ποιοτικά την κίνησή του. Βρείτε την ταχύτητά του στα σηµεία ισορροπίας. 
 

3.7  Σώµα µάζας  m  κινείται στο επίπεδο  xy  µε τέτοιο τρόπο ώστε το διάνυσµα θέσης του να 
είναι  ,ˆ)sin(ˆ)cos()( yxr ttt ωβωα +=

r
 όπου βα ,  και ω  είναι θετικές σταθερές και  t  ο 

χρόνος. 
(α)  ∆είξετε ότι το σώµα κινείται σε ελλειπτική τροχιά. Βρείτε τα χαρακτηριστικά της έλλειψης  
  αυτής.   
(β)  Βρείτε τη δύναµη F

r
 που ασκείται στο σώµα. ∆είξετε ότι η δύναµη είναι διατηρητική.    

(γ)  Βρείτε τη δυναµική και την κινητική ενέργεια του σώµατος. Θεωρήστε ότι  .  0)0( ==rU
(δ)  Ποια είναι η ολική ενέργεια του σώµατος; ∆είξετε ότι αυτή διατηρείται σταθερή.    
(ε)  Βρείτε το έργο που παράγει η δύναµη  F

r
  καθώς το σώµα κινείται από τη θέση  Α (α, 0),   
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 στη θέση  Β (0, β).    
(στ)  Υπολογίστε το έργο που παράγει η δύναµη F

r
 και ως συνάρτηση 

 του χρόνου. Επαληθεύσετε το αποτέλεσµα (ε). 
 

3.8  Η δυναµική ενέργεια ενός διατοµικού µορίου είναι ίση µε   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= 2

2

)(
r
b

r
bDrU ,  όπου  r  

είναι η απόσταση µεταξύ των δύο ατόµων, και  D  και  b  είναι θετικές σταθερές. Το ένα άτοµο 
είναι ακίνητο στη θέση  .    0=r
(α)  Σχεδιάστε τη συνάρτηση  U(r).    
(β)  Βρείτε τη δύναµη που ασκείται στο ελεύθερο άτοµο. Εξηγήστε πού είναι η δύναµη ελκτική, 
 µηδενική, απωστική.    
(γ)  Το ελεύθερο άτοµο κρατείται στη θέση  r = 3b/2  και αφήνεται να κινηθεί, µε µηδενική  
 αρχική ταχύτητα. Βρείτε τη µέγιστη ταχύτητα που θα αποκτήσει. Περιγράψετε την κίνηση  
 που θα επακολουθήσει.    
(δ)  Αν η αρχική απόσταση µεταξύ των δύο ατόµων είναι  x, για ποιες τιµές του  x  θα  
 διασπασθεί το µόριο; 
 

3.9  Ένα σωµατίδιο, µάζας  1 kg,  κινείται σε πεδίο δύναµης, τέτοιo ώστε η δυναµική του 
ενέργεια να είναι     (σε  J  όταν το rerrU 2218)( −= r  δίνεται σε  m).    
(α)  Βρείτε τα σηµεία ευσταθούς ισορροπίας του σωµατιδίου.    
(β)  Αν το σωµατίδιο αφεθεί ελεύθερο στο σηµείο 4/1=r  m  µε µηδενική ταχύτητα, βρείτε την  
 ταχύτητα µε την οποία θα φθάσει στο σηµείο ισορροπίας.    
(γ)  Βρείτε την περίοδο για µικρές ταλαντώσεις γύρω από τη θέση ισορροπίας. 
 

3.10  Θεωρήστε ότι για ένα σύστηµα δύο σωµατιδίων η δυναµική ενέργεια δίνεται από τη 

σχέση  
2

)(
r
b

r
arU
n
+−=  ,  όπου    και  r  είναι η απόσταση µεταξύ των δύο 

σωµατιδίων. 

0, >ba

(α)  Να υπολογίσετε τη δύναµη που εξασκεί το ένα σωµατίδιο πάνω στο άλλο.  
(β)  Να βρείτε την απόσταση των δύο σωµατιδίων για ισορροπία. Αποδείξετε ότι η ισορροπία  
 είναι ευσταθής µόνο αν . 2<n
(γ)  Για  , θεωρήστε ότι η παραπάνω συνάρτηση περιγράφει ένα διατοµικό µόριο.  1=n
 Υπολογίστε την ενέργεια που χρειάζεται για να διασπαστεί. 
 

3.11  Η δυναµική ενέργεια ενός συστήµατος δύο σωµατιδίων δίνεται από την έκφραση 
   όπου  r  η απόσταση µεταξύ των σωµατιδίων και  και  είναι θετικές 

σταθερές. Αν το ένα σωµατίδιο παραµένει ακίνητο στη θέση  r = 0,    

0/
0 e)( rrrVrU −−= 0V 0r

(α)  Να υπολογίσετε τη δύναµη που ασκείται στο δεύτερο σωµατίδιο.  
(β)  Να εξετάσετε αν η δύναµη αυτή είναι κεντρική, διατηρητική, ελκτική ή απωστική.   
(γ)  Υπάρχει τιµή του  r  για την οποία τα σωµατίδια βρίσκονται σε απόσταση ισορροπίας; 
 

3.12  Σηµειακή µάζα m κινείται στο επίπεδο xy. Η δυναµική της ενέργεια είναι  
,   όπου  α  και  β  είναι θετικές σταθερές.    22),( yβxαyxU +=

(α)  Να βρεθεί η δύναµη που ασκείται πάνω στη µάζα  m.   
(β)  Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιείται από τα α και β για να είναι η δύναµη κεντρική;    
(γ)  Αν το σώµα κρατηθεί ακίνητο στη θέση 0,0 xxy ==  και αφεθεί ελεύθερο στο χρόνο  
 , να βρεθεί η θέση )0=t (tr

r
 του σώµατος ως συνάρτηση του χρόνου, η ταχύτητά του )(tυ

r
,   

 η κινητική του ενέργεια  K  και η ολική του ενέργεια  E. 
 

3.13  Σωµατίδιο µάζας  m  κινείται κατά τον άξονα  x, µε δυναµική ενέργεια  U(x).  Αν το 
σωµατίδιο βρίσκεται στις θέσεις  x1  και  x2  τις χρονικές στιγµές  t1 και  t2  αντίστοιχα (µε  x2 > 

x1 ), δείξετε ότι: ⎮⌡

⌠
−

=−
2

1
)(

d
212

x

x xUE
xmtt ,     όπου  E  είναι η ολική ενέργεια του 

σωµατιδίου.  
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    Χρησιµοποιήστε την παραπάνω σχέση για σώµα (αρµονικό ταλαντωτή) που έχει δυναµική 

ενέργεια  2

2
1)( xxU κ=  και ξεκινά από ηρεµία από το σηµείο α=x , για να δείξετε ότι   

( )( )tmx /cos κα= . 
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