
7.  Ταλαντώσεις σε συστήµατα µε πολλούς βαθµούς ελευθερίας 
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7.1  Εισαγωγή 

Ταλαντωνόµενα συστήµατα που γειτονεύουν µεταξύ τους και αλληλεπιδρούν, µεταδίδουν ε-
νέργεια το ένα στο άλλο και οδηγούν στην κυµατική κίνηση. 
 Θα εξετάσουµε πρώτα ένα παράδειγµα σύζευξης µεταξύ δύο εκκρεµών µέσω ελατηρίου. Θα 
εισαγάγουµε στο παράδειγµα αυτό τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης και θα µελετήσουµε 
µια γενική µέθοδο εύρεσης των συχνοτήτων τους. Τέλος, θα εξετάσουµε τη συζευγµένη κίνηση 
µιας εκτενούς διάταξης ταλαντωτών (χορδή µε σφαιρίδια), η οποία στο όριο θα µας οδηγήσει 
στην κυµατική κίνηση. 
 

7.2   Ελαστικά συζευγµένος ταλαντωτής 

Θα εξετάσουµε δύο πανοµοιότυπα εκκρεµή µε ράβδους µήκους l χωρίς βάρος, που υποβαστά-
ζουν µάζες m, συζευγµένα µε ελατήριο σταθεράς s και φυσικού µήκους ίσου µε την απόσταση 
των µαζών σε ισορροπία. Θεωρούµε µικρές ταλαντώσεις στο επίπεδο του σχήµατος. Οι µετατο-
πίσεις είναι x και  y. Οι εξισώσεις κίνησης των δύο µαζών είναι: 
 

 

                             )( yxs
l
xmgxm −−−=&&                   (7.1) 

 

                             )( yxs
l
ymgym −+−=&&                  (7.2) 

 

Με 
l
g

=0ω , προκύπτει: 

  )(2
0 yx

m
sxx −−=+ω&&  (7.3) 

 

  )(2
0 yx

m
syy −+=+ω&&  (7.4) 

 

Εισάγουµε τις νέες συντεταγµένες:        X=x+y        (7.5)           και              Y=x-y (7.6) 
 

τις οποίες ονοµάζουµε κανονικές συντεταγµένες. 
 

Προσθέτοντας (7.3) + (7.4):     (7.7) 02
0 =+ XX ω&&

 

Αφαιρώντας (7.3) - (7.4):           022
0 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ Y

m
sY ω&&  (7.8) 
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Οι  X  και Y  περιγράφονται από απλές αρµονικές λύσεις: 
 

  
l
gtXyxX =+=+= 1110 ,)cos( ωϕω  (7.9) 

 

  
m
s

l
gtYyxY +=+=−= ωϕω ,)cos( 220  (7.10) 

 

 Αν , τότε 0=Y yx =  για κάθε t, και τα εκκρεµή κινούνται µαζί. Το ελατήριο δεν επηρεάζει 
την κίνηση. Γωνιακή συχνότητα 0ω , τρόπος ταλάντωσης “σε φάση”. 
 Αν , τότε 0=X yx −=  για κάθε t, και τα εκκρεµή έχουν διαφορά φάσης 180ο. Γωνιακή συ-

χνότητα 0
2
0

2 ωω >+
m
s , τρόπος ταλάντωσης  “εκτός φάσης”. 

 

7.3  Κανονικές συντεταγµένες, βαθµοί ελευθερίας, κανονικοί τρόποι ταλάντωσης 

(α) Οι κανονικές συντεταγµένες ικανοποιούν γραµµικές διαφορικές εξισώσεις, µε µόνο µια  
 εξαρτηµένη µεταβλητή η κάθε µια (π.χ. X, Y). 
(β) Η ταλάντωση που περιγράφεται από µια κανονική συντεταγµένη, ονοµάζεται κανονικός  
 τρόπος ταλάντωσης και έχει τη δική του κανονική συχνότητα µε την οποία ταλαντώνονται  
 όλα τα µέρη του συστήµατος.  
(γ) Η ολική ενέργεια του συστήµατος χωρίς απόσβεση:   και  2222 YdXcbYaXE && +++=ολ

 γενικεύεται σε  ∑ ∑+=
i i

iiii XcXaE 22 &
ολ   όπου a, b, c, d, ai, ci  σταθεροί συντελεστές. 

 Εκφράζεται δηλαδή από άθροισµα όρων, ανεξάρτητων µεταξύ τους, στους οποίους  
 εµφανίζονται τα τετράγωνα των κανονικών συντεταγµένων και των κανονικών ταχυτήτων. 
(δ) Οι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης είναι ανεξάρτητοι µεταξύ τους. ∆εν ανταλλάσσουν  
 ενέργεια. Για παράδειγµα, σε ένα σύστηµα µε δύο κανονικούς τρόπους ταλάντωσης, αν  
 διεγερθεί µόνο ο ένας τρόπος ταλάντωσης (µε κατάλληλη επιλογή των αρχικών συνθηκών),  
 ο δεύτερος τρόπος θα απουσιάζει, χωρίς να αποκτά ενέργεια από τον τρόπο που  
 ταλαντώνεται.  
(ε) Βαθµός ελευθερίας είναι κάθε ανεξάρτητος τρόπος µε τον οποίο ένα σύστηµα µπορεί να 
 αποκτήσει ενέργεια. Σε κάθε βαθµό ελευθερίας αντιστοιχεί η ιδιαίτερη κανονική  
 συντεταγµένη του. Έχει δυναµική ενέργεια  και κινητική  2aX .2Xc &
 
Επανερχόµενοι τώρα στο παράδειγµα των συζευγµένων εκκρεµών, παρατηρούµε ότι η σηµασία 
της επιλογής των X  και Y έγκειται στο ότι αυτές οι παράµετροι δίνουν ένα πολύ απλό παρά-
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δειγµα κανονικών συντεταγµένων. Έχουµε δύο µεταβλητές (X, Y), τέσσερις βαθµούς ελευθερί-
ας και, εποµένως, τέσσερις κανονικές συντεταγµένες ( . YXYX && ,,, )
 Για να απλοποιήσουµε την περιγραφή έστω ότι aYX 200 ==  και .021 ==φφ  Τότε 
 

  tataYXx 21 coscos
2

ωω +=
+

=  (7.11) 
 

  tataYXy 21 coscos
2

ωω −=
−

=  (7.12) 
 

Π.χ., οι αρχικές µετατοπίσεις (βλ. το σχήµα που ακολουθεί) είναι: 0,2 == yax  όταν  0=t  
(και 0 ), µπορούν να θεωρηθούν ως ένας γραµµικός συνδυασµός του “σε φάση” τρό-
που (

,0 == yx &&

ayx == , ayxX 20 =+= ) και του “εκτός φάσης” τρόπου ( ayx =−= , ). 
Όταν αφεθούν ελεύθερες οι δύο µάζες, η κίνησή τους περιγράφεται από τις εξισώσεις, 

ayxY 20 =−=

  
2

)(
cos

2
)(

cos2 2112 tt
ax

ωωωω +−
=  (7.13) 

 
 

  =y
2

)(sin
2

)(sin2 2112 tta ωωωω +−  (7.14) 
 
 

όπου το x εκτελεί συνηµιτονική ταλά-
ντωση µε γωνιακή συχνότητα 

2
21 ωω +

 και πλάτος που µεταβάλλε-

ται συνηµιτονικά, αργά, µε γωνιακή 

συχνότητα 
2

12 ωω −
, και το y εκτελεί 

ηµιτονική ταλάντωση µε γωνιακή συ-

χνότητα 
2

21 ωω +
 και πλάτος που µε-

ταβάλλεται, αργά, ηµιτονικά µε γω-

νιακή συχνότητα 
2

12 ωω −
. 

 

     
Η ενέργεια ανταλλάσσεται πλήρως 

µεταξύ των δύο µαζών (στην περίπτωση ίσων µαζών και 
)(
)(

12

21

ωω
ωω

−
+

= ακέραιος ).  Ακινητο-

ποιείται πότε η µία και πότε η άλλη µάζα. ∆εν υπάρχει όµως ανταλλαγή ενέργειας µεταξύ των 
κανονικών τρόπων ταλάντωσης. 
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 Τα άτοµα σε πολυατοµικά µόρια συµπεριφέρονται όπως οι µάζες στα εκκρεµή που εξετάσα-
µε (βλέπε σχήµα). 
 

7.4  Εξαναγκασµένες ταλαντώσεις σε συστήµατα µε δύο βαθµούς ελευθερίας 

Όταν λάβουµε υπόψη την απόσβεση, που αγνοήσαµε µέχρι τώρα, τότε βρίσκουµε ότι ο κάθε 
τρόπος είναι όµοιος µε τον µονοδιάστατο ταλαντωτή µε απόσβεση. Αν διεγείρουµε ένα τέτοιο 
σύστηµα µε εξωτερική περιοδική δύναµη µεταβλητής συχνότητας, βρίσκουµε ότι κάθε τρόπος 
συµπεριφέρεται σαν ένας µονοδιάστατος εξαναγκασµένος ταλαντωτής µε συχνότητα συντονι-
σµού που αντιστοιχεί στη συχνότητα του τρόπου. 
 Το αποτέλεσµα αυτό γενικεύεται για περισσότερους από δύο βαθµούς ελευθερίας: Μετα-
βάλλοντας τη συχνότητα διέγερσης, έχουµε ένα συντονισµό κάθε φορά που η διεγείρουσα συ-
χνότητα παίρνει τιµή ίση µε την τιµή της συχνότητας ενός τρόπου. 
 

7.5  Η γενική µέθοδος εύρεσης των συχνοτήτων των κανονικών τρόπων 

Θα εξετάσουµε, στη γενική του µορφή, το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων που προκύπτει 
στη µελέτη ενός συνόλου ταλαντωτών οι οποίοι αλληλεπιδρούν µεταξύ τους, χωρίς απώλειες. 
Οι δυνάµεις που ασκούνται από κάθε ταλαντωτή στους γειτονικούς του θα είναι γραµµικές συ-
ναρτήσεις της απόστασής του από αυτούς.  
 Η µέθοδος της εύρεσης των κανονικών συχνοτήτων και των κανονικών συντεταγµένων του 
συστήµατος θα επιδειχθεί αρχικά µε ένα Παράδειγµα για ένα σύστηµα δύο µαζών και µετά θα 
γενικευθεί σε συστήµατα µε περισσότερους βαθµούς ελευθερίας.  
 
 
 
 
 

 
 
 Παράδειγµα 7.1  
 
 

Έστω ότι οι µάζες είναι ίσες µε  και , και οι θέσεις τους καθορίζονται από τις αποστάσεις 
τους από τα σηµεία ισορροπίας τους,  και  αντίστοιχα. Οι µάζες συνδέονται µεταξύ τους 
µε ελατήρια, όπως φαίνεται στο σχήµα. Να µελετηθεί η κίνηση των δύο µαζών. 

1m 2m

1x 2x

 
 

 
 

Οι εξισώσεις κίνησης των µαζών είναι 
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2312222

1221111

)(
)(
xkxxkxm

xxkxkxm
−−−=
−+−=

&&

&&
 

 

οι οποίες γράφονται ως 
 

2321222

2212111

)(
)(

xkkxkxm
xkxkkxm

+−=
++−=

&&

&&
 

 

ή γενικά στη µορφή: 
 

  00 22212122121111 =++=++ xcxcxxcxcx &&&&   
 

όπου οι  ,  είναι σταθεροί συντελεστές. )2,1,2,1(, == lkckl

 Θα µπορούσαµε να απαλείψουµε πρώτα τη µία και µετά την άλλη µεταβλητή από το σύστη-
µα των δύο εξισώσεων και να βρούµε δύο εξισώσεις τετάρτης τάξης, τις οποίες να λύσουµε για 
τα   και . Είναι όµως ευκολότερο να δοκιµάσουµε λύσεις της µορφής  για τα  και 

, και να βρούµε τις τιµές του 
1x 2x teα 1x

2x α  για τις οποίες οι συναρτήσεις  είναι λύσεις του συστήµα-
τος των εξισώσεων. Οδηγούµαστε έτσι στην έννοια του κανονικού τρόπου ταλάντωσης του συ-
στήµατος. Για κίνηση σε έναν κανονικό τρόπο ταλάντωσης, όλα τα µέρη του συστήµατος κινού-
νται µε την ίδια συχνότητα και φάση. Επειδή εδώ δεν υπάρχουν απώλειες (και όροι µε ), οι 
ρίζες 

teα

x&
α  είναι καθαρά φανταστικές. Μπορούµε εποµένως να δοκιµάσουµε από την αρχή ηµιτο-

νικές και συνηµιτονικές µορφές λύσεων.  
 Υποθέτοντας ότι τα µέρη του συστήµατος κινούνται σε έναν κανονικό τρόπο ταλάντωσης, 
τον n–οστό, οι µετατοπίσεις των µαζών θα δίνονται από τις σχέσεις 
 

  )cos()cos( 2211 nnnnnnnn tAxtAx φωφω +=+= .  
 

όπου  και  είναι τα πλάτη ταλάντωσης των δύο µαζών στον n–οστό κανονικό τρόπο 
ταλάντωσης, 

nA1 nA2

nω  η κανονική συχνότητα και nφ  η κοινή σταθερά φάσης για τον τρόπο και το 
συγκεκριµένο πρόβληµα. Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις κίνησης, έχουµε, αφού απλοποιή-
σουµε τον κοινό παράγοντα  )cos( nnt φω + , τις εξισώσεις 
 

    0)(0)( 2
2

221212121
2

11 =−+=+− nnnnnn AcAcAcAc ωω
 

από τις οποίες βρίσκουµε 
22

2
21
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2

1

2

c
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c
c
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n

n

n

n

−
=

−
=

ω
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Αυτές οι δύο εξισώσεις µάς δίνουν την εξίσωση για τις κανονικές συχνότητες του συστήµατος 
 

    211222
2

11
2 ))(( cccc nn =−− ωω

 

και µια εξίσωση η οποία, για κάθε κανονική συχνότητα, δίνει τον λόγο των πλατών ταλάντωσης 
των µαζών. Εδώ θα βρούµε τις τιµές, 1ω±  και 2ω± , για τις συχνότητες. Μια αρνητική συχνό-
τητα δεν δίνει διαφορετικό τρόπο ταλάντωσης από τη θετική. Οι λόγοι των πλατών βλέπουµε 
ότι δεν εξαρτώνται από τα πρόσηµα των συχνοτήτων, και το άθροισµα 
 

  )cos()cos( 111 nnnnnnn tAtAx φωφω +−++=   
 

µπορεί να εκφραστεί ως ένας συνηµιτονικός όρος που µεταβάλλεται µε συχνότητα  nω . Χωρίς 
απώλεια της γενικότητας, εποµένως, περιοριζόµαστε στις θετικές συχνότητες. Βρίσκουµε λοι-
πόν τις δύο κανονικές συχνότητες, 1ω  και 2ω ,  και τους δύο αντίστοιχους λόγους πλατών,  
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 Εποµένως, αν η γενική λύση για την µετατόπιση της µάζας είναι η 1m
 

  )cos()cos( 2212111112111 φωφω +++=+= tAtAxxx  ,  
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η κίνηση της   θα δίνεται από τη σχέση 2m
 

  )cos()cos( 22
12

22
1211

11

21
1122212 φωφω +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+= t

A
AAt

A
AAxxx  .  

 

Αν τα  212111 ,,, φφ AA  είναι γνωστά από την κίνηση της  , η κίνηση της   είναι απολύτως 
καθορισµένη.   

1m 2m

 
 

 
Προχωρούµε τώρα στη διατύπωση της γενικής µεθόδου λύσης του συστήµατος των εξισώσεων 
κίνησης, και τον προσδιορισµό των κανονικών συχνοτήτων και των κανονικών τρόπων ταλά-
ντωσης, ενός συστήµατος µε πολλούς βαθµούς ελευθερίας. Απώλειες ενέργειας θεωρούνται ότι 
δεν υπάρχουν. 
 Αν το πλήθος των ταλαντωτών είναι Ν, και οι θέσεις τους καθορίζονται από τις συντεταγµέ-
νες  , οι εξισώσεις κίνησής τους ανάγονται στη µορφή:  ),...,3,2,1(,)( Nktxk =
  

  

0...
..........................

0...
0...

2211

22221212

12121111

=++++

=++++
=++++

NNNNNN

NN

NN

xcxcxcx

xcxcxcx
xcxcxcx

&&

&&

&&

 (7.15) 

 

όπου οι συντελεστές  ),...,2,1,...,2,1( NlNkckl ==  είναι σταθεροί. 
 Για κίνηση στον n–οστό κανονικό τρόπο ταλάντωσης, οι µετατοπίσεις των µαζών δίνονται 
από τις σχέσεις 
 

 )cos(...)cos()cos( 2211 nnnNnNnnnnnnnn tAxtAxtAx φωφωφω +=+=+=  (7.16) 
 

όπου  είναι το πλάτος ταλάντωσης της k–οστής µάζας στον n–οστό κανονικό τρόπο ταλά-
ντωσης, 

knA

nω  η κανονική συχνότητα και nφ  η κοινή σταθερά φάσης για τον τρόπο και το συγκε-
κριµένο πρόβληµα. (Ισοδύναµα, και ίσως πιο συνοπτικά, θα µπορούσαµε να δοκιµάσουµε 

, όπου οι συντελεστές   θα ήταν µιγαδικοί αν υπάρχουν διαφορές φάσης ανά-
µεσα στις κινήσεις διαφόρων µαζών). 

ti
knkn

neAx ω= knA

 Αντικαθιστώντας στις εξισώσεις κίνησης, έχουµε, αφού απλοποιήσουµε τον κοινό παράγο-
ντα  )cos( nnt φω + , το σύστηµα εξισώσεων 
 

   (7.17) 
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το οποίο έχει λύσεις αν η ορίζουσα των συντελεστών µηδενίζεται, 
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 (7.18) 

 

Αυτή είναι µια εξίσωση οστού βαθµού στο  και θα µας δώσει Ν θετικές τιµές για τις 
κανονικές συχνότητες, 

−N 2
nω

),...,2,1( Nnn =ω .  
 Για κάθε κανονική συχνότητα, καθορίζεται και ο λόγος των πλατών των Ν µαζών. Αν επιλέ-
ξουµε να εκφράσουµε τα πλάτη συναρτήσει του πλάτους της πρώτης µάζας, βρίσκουµε τους 
λόγους nkn AA 1 . 
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 Η γενική λύση για την κάθε µια µάζα είναι µια επαλληλία Ν ανεξάρτητων κινήσεων στις Ν 
κανονικές συχνότητες του συστήµατος. Για παράδειγµα, αν η κίνηση της πρώτης µάζας περι-
γράφεται από την εξίσωση 
 

)cos(...)cos()cos(... 122121111112111 NNNN tAtAtAxxxx φωφωφω ++++++=+++=      (7.19) 
 

µε καθορισµένες τις σταθερές  NNAAA φφφ ,,...,,,, 1212111 ,  η κίνηση όλων των άλλων µαζών 
είναι απολύτως καθορισµένη, και δίνεται από τις εξισώσεις 
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AAt
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⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=        (7.20) 

για . ),...,2,1( Nk =
 Οποιοδήποτε µέγεθος µεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου σε µία µόνο από τις κανονικές 
συχνότητες του συστήµατος, ονοµάζεται κανονική συντεταγµένη. Οι κανονικές συντεταγµένες 
του συστήµατος δεν ορίζονται µονοσήµαντα. Είναι δυνατόν όµως να υπάρξουν µόνο Ν ανεξάρ-
τητες µεταξύ τους κανονικές συντεταγµένες. Μια δυνατότητα είναι οι κανονικές συντεταγµένες 
να οριστούν ως 
 

  )cos(...)cos()cos( 222111 NNN tXtXtX φωφωφω +≡+≡+≡  . (7.21) 
 

Οι σχέσεις τους µε τις συντεταγµένες  ),...,3,2,1()( Nktxk =  βρίσκονται από τις Ν εξισώσεις 
 

  NkNkkk XAXAXAx +++= ...2211         ),...,2,1( Nk = . (7.22) 
 

Οι Ν αυτές εξισώσεις µπορούν να λυθούν για να δώσουν τις κανονικές συντεταγµένες ως 
 

  NkNkkk xBxBxBX +++= ...2211         ),...,2,1( Nk = . (7.23) 
 

όπου οι συντελεστές Β είναι σταθεροί. 
 

 
 
 Παράδειγµα 7.2   
 
 

Οι εξισώσεις κίνησης των δύο µαζών ενός συστήµατος µπορούν να γραφτούν, σε κατάλληλες 
µονάδες, στη µορφή 
  212211 32 xxxxxx −=+−= &&&& . 
 

Να βρεθούν οι κανονικές συχνότητες του συστήµατος, οι εξισώσεις που περιγράφουν την κίνη-
ση των δύο µαζών, και οι κανονικές συντεταγµένες του συστήµατος. 

 
 

 
 

Μπορούµε, αντί των συνηµιτόνων, να δοκιµάσουµε τις λύσεις  και  
για τις µετατοπίσεις των δύο µαζών στον n–οστό κανονικό τρόπο ταλάντωσης, στην κανονική 
συχνότητα 
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Η εξίσωση των συχνοτήτων είναι            ή       , 01)3)(2( 22 =−−− nn ωω 055 24 =+− nn ωω
 

και οι κανονικές συχνότητες    
2

55
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−
=ω        

2
55

2
+

=ω . 

 Οι αντίστοιχοι λόγοι των πλατών βρίσκονται από τη σχέση    2
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Αν η µετατόπιση της πρώτης µάζας είναι       )cos()cos( 221211111 φωφω +++= tAtAx  , 
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η µετατόπιση της δεύτερης µάζας θα είναι 
 

  )cos(
2

15)cos(
2

15
221211112 φωφω +

+
−+

−
= tAtAx  . 

 

Τα 212111 ,,, φφ AA  είναι τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι αρχικές συνθήκες του προβλήµατος. 
 Αν θεωρήσουµε τις κανονικές συντεταγµένες ως 
 

  )cos()cos( 222111 φωφω +=+= tXtX  , 
 

θα είναι         και        2121111 XAXAx += 2121112 2
15

2
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και οι    ⎟
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είναι αυτές οι κανονικές συντεταγµένες συναρτήσει των  και .  1x 2x
 Εναλλακτικά, ορίζοντας ως κανονικές συντεταγµένες τις  21221111 55 XAXXAX =′=′ ,  

 

θα είναι  212211 2
15

2
15 xxXxxX −

−
=′+

+
=′  . 

 

Τότε θα είναι και    )cos(5)cos(5 2212211111 φωφω +=′+=′ tAXtAX  . 
 

 Το σηµαντικό χαρακτηριστικό µιας κανονικής συντεταγµένης είναι ότι µεταβάλλεται συναρ-
τήσει του χρόνου σε µία µόνο κανονική συχνότητα, η οποία της αντιστοιχεί. Ο συντελεστής δεν 
είναι σηµαντικός, και δεν είναι καν απαραίτητο οι κανονικές συντεταγµένες να έχουν όλες τις 
ίδιες διαστάσεις (µονάδες).  
 Αποδεικνύεται ότι η ολική ενέργεια του συστήµατος δίνεται συναρτήσει των κανονικών συ-
ντεταγµένων και των πρώτων παραγώγων τους ως προς τον χρόνο από µια έκφραση της µορφής 
 

  ( ) ( )2
22

2
22

2
11

2
11 XbXaXbXaE && +++=ολ  , 

 
 

δηλαδή από όρους δεύτερου βαθµού µόνο. Η ενέργεια ενός κανονικού τρόπου ταλάντωσης ε-
ξαρτάται µόνο από την αντίστοιχη κανονική συντεταγµένη, δηλαδή δεν υπάρχει ανταλλαγή ε-
νέργειας µεταξύ διαφορικών κανονικών τρόπων ταλάντωσης. Αυτές τους οι ιδιότητες κάνουν 
τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης και τις κανονικές συντεταγµένες τόσο σηµαντικές. 
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